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Приведено сопоставление результатов вычислений положения, размеров и 
формы областей пластических деформаций, проведенных на основе использования
условия пластичности Кулона и решения упругопластической задачи и смешанной 
задачи теории упругости и теории пластичности грунта, в результате которых, кро-
ме прочего, построены графики зависимости глубины развития пластических зон от 
величины интенсивности внешнего воздействия. Вычисления выполнены при трех 
значениях коэффициента бокового давления грунта о = 0,37; 0,54; 0,72 для равно-
мерной полосовой нагрузки (штамп отсутствует) и для абсолютно жесткого штампа
при условии полного прилипания и при условии отсутствия трения по контакту
«грунт – штамп». В результате установлено, что пластические области, соответст-
вующие «кулоновскому» решению, существенным образом отличаются от анало-
гичных областей, построенных на основе упругопластических (смешанных) реше-
ний. Их размеры при одинаковых интенсивностях нагрузки больше, скорость разви-
тия вглубь основания при росте нагрузки выше, чем у альтернативных, а при 
достижении последней предельно допустимого значения они смыкаются под штам-
пом и образуют единую серповидную область. Для «кулоновских» пластических
областей их форма и скорость развития вглубь основания на начальных этапах
нагружения достаточно сильно зависят от величины коэффициента бокового дав-
ления грунта. В случае «смешанного» решения «скорость» этого процесса практи-
чески не зависит от величины о. Если в качестве критерия определения предельно 
допустимого значения интенсивности внешнего воздействия использовать условие 
смыкания пластических областей в основании под нагрузкой, то у «кулоновских»
областей это значение будет существенно ниже, чем у альтернативных, при всех 
рассмотренных значениях коэффициента бокового давления грунта. 
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The paper presents comparison of results of calculations of position, sizes and
shapes of plastic deformation areas carried out on the basis of use of Coulomb plasticity 
condition and solution of elastic-plastic problem and mixed problem of elasticity theory 
and ground plasticity theory which resulted, among other things, in graphs of dependence
of depth of plastic zones development on value of intensity of external influence. Calcula-
tions have been executed at three values of coefficient of side pressure of ground
about = 0.37; 0.54; 0.72 for uniform strip load (no die), and for absolutely rigid die under 
condition of full sticking and under condition of no friction on ground-stamp contact. As a 
result, it was found that the plastic regions corresponding to the "Coulomb" solution differ
essentially from similar regions based on elastic-plastic (mixed) solutions. Their sizes, 
with the same intensity of loading, are larger, their rate of development into the deepening
of the base is higher than that of the alternative ones, and when the load reaches the
maximum permissible value, they merge under the punch and form a single sickle-shaped 
area. In the case of "Coulomb" plastic areas, their shape and rate of development into the
foundation in the initial stages of loading are rather strongly dependent on the value of
soil side pressure coefficient. In the case of "mixed" solution, the "velocity" of this process 
is practically independent of the value of coefficient o. If we use the condition of closing of
plastic regions in the foundation under load as the criterion for determination of the maxi-
mum permissible value of intensity of external action, then in "Coulomb" regions this 
value will be substantially lower than in alternative ones for all considered values of the
coefficient of lateral pressure of soil. 
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Ранее, а, порой, и ныне для определения положения, размеров и формы областей пла-

стических деформаций (ОПД) часто используется условие прочности Кулона [1] для пря-
молинейных огибающих предельных кругов Мора, которое может быть представлено од-
ним из трех приведенных ниже выражений 
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где 1; 2 и x; z; xz – безразмерные (в долях h) главные нормальные напряжения и ком-
поненты напряжения в рассматриваемой точке, определенные на основе того или иного 
решения задач линейной теории упругости; cv  С (htg)–1 – приведенное давление связ-
ности; С; ; ; max и h – удельное сцепление, угол внутреннего трения, объемный вес грун-
та, угол максимального отклонения и глубина заложения заглубленного фундамента соот-
ветственно. 

Данный подход, однако, не дает достоверных результатов. Это объясняется тем, что 
как только в грунте возникают пластические области, около них происходит перераспре-
деление напряжений, и напряжения, определенные на основе теории упругости, становятся 
неверными. По мере роста ОПД трансформация полей напряжений охватывает все боль-
шие и большие объемы активной зоны фундамента, и вычисляемые напряжения все более 
и более отличаются от их действительных значений. 
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В связи с этим в настоящее время интенсивно используются нелинейные подходы, ос-
нованные на решениях упругопластических и смешанных задач теории упругости и теории 
пластичности грунта, например изложенные в [2], что позволяет получать более адекват-
ные результаты. 

В данной работе сопоставляются результаты решений задачи об образовании ОПД 
в грунтовом основании под равномерно распределенной полосовой нагрузкой, тривиаль-
ным методом, основанном на использовании формулы (1), и методом, основанном на ре-
шении смешанной модели теории упругости и теории пластичности грунта [2–5]. 

Вся информация для проведения вычислений (параметры нагрузки и физико-
механические свойства грунта) взята из работы [6], что позволит сравнить результаты на-
ших вычислений с приведенными в ней данными. В этой работе рассмотрен гибкий лен-
точный фундамент шириной b = 3 м и глубиной заложения h = 2 м и два варианта числен-
ных значений физико-механических характеристик грунта. Первый вариант: φ = 30о; 
γ = 18 кN/m3; с1 = 0; модуль деформации Eо = 25 МPа; второй вариант отличается от перво-
го тем, что φ = 21о и с2 = 25 kПа. Все вычисления проведены при трех значениях коэффи-
циента Пуассона ν = 0,27; 0,35; 0,42, что соответствует величинам коэффициента бокового 
давления о = 0,37; 0,54; 0,72 [7]. 

Интенсивность прикладываемой (внешней) равномерно распределенной нагрузки за-
давалась авторами [6] в долях величины расчетного сопротивления R, которую они опре-
делили по формуле 

 4 tg  
ctg

2

b ch
R h

 
       




 (2) 

при условии, что с = с1 = 0. 
Оказалось, что R1 = 263 кПа. Интенсивность прикладываемой равномерно распределен-

ной нагрузки принята авторами [6] следующей: q1 = R1 = 263 кПа, q2 = 1,17 R1 = 0,307 кПа, 
q3 = 1,34 R1 = 352 кПа. Если с = с2, то величина R2 = 378 kPа. 

Величина предельно допустимой нагрузки определяется на основе наиболее часто 
применяемого критерия: в момент достижения нагрузкой предельного значения пластиче-
ские области смыкаются. 

 
Решение смешанной задачи 

В качестве альтернативы использованию условия [1] при построении областей пластиче-
ских деформаций воспользуемся приближенным решением смешанной задачи теории упруго-
сти и теории пластичности грунта [2; 3], согласно которому безразмерные (в долях γh) напря-
жения в пластической области (отмеченные штриховым индексом) вычисляются по формулам 
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где 
1

2 2tg2α tg2[α – (45 φ / 2)]; (1 ) ;b l b       – угол наклона касательной к следу 
наиболее вероятной поверхности разрушения при условии, что рассматриваемая точка на-
ходится в допредельном состоянии [2; 3]; z – «упругое» вертикальное напряжение в рас-
сматриваемой точке; σcv – приведенное (в долях γh) давление связности. 

Положение, размеры и форма пластической области определены при соблюдении сле-
дующих условий: напряженно-деформированное состояние грунта в упругих областях 
подчиняется законам линейной теории упругости, а в пластических – законам теории пла-
стичности; в упругой и пластической областях выполняются уравнения равновесия; в каж-
дой точке границы между упругими и пластическими областями выполняется условие не-
прерывности поля напряжений: нормальные и касательные к границе напряжения одина-
ковы по обеим ее сторонам; в упругой области выполняется условие совместности 
деформаций, в пластической области – условие пластичности. 

На рис. 1 приведена соответствующая расчетная схема. 
 

 
 

a  б 

Рис. 1. Расчетная схема для решения смешанной задачи: граница AA между упругой  
и пластической областью (а); равновесие треугольных призм, обеспечивающее условие  

неразрывности поля напряжений (б) 
Fig. 1. Calculation scheme for solving the mixed problem: boundary AA' between elastic and plastic  

domain (a); equilibrium of triangular prisms providing stress field continuity condition (b) 

В результате решения установлено, что если в каждой точке некоторой линии выпол-
няются условия (4), то данная линия является границей между упругой и пластической об-
ластью в основании фундамента. 
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,  (4) 

где  – угол наклона касательной в точке границы между упругой и пластической обла-
стью;  – величина угла внутреннего трения внутри пластической области (на границе 
области выполняется условие  =   ); x; z; xz – безразмерные (в долях h) главные нор-
мальные напряжения и компоненты напряжения в рассматриваемой точке, определенные 
на основе решения соответствующей задачи линейной теории упругости. 
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Для выявления «упругих» напряжений при решении смешанной задачи используется 
метод конечных элементов или методы теории функций комплексного переменного [6]. 

Полученное решение формализовано в компьютерную программу [8], использован-
ную авторами при проведении исследований, результаты которых представлены ниже. 

 
Сопоставление результатов расчетов 

Как отмечено выше, целью исследования является сравнение пластических облас-
тей (PA), возникающих в основании полосовой нагрузки, при использовании для их оп-
ределения «упругих» напряжений и условия [1] или решения смешанной задачи [2–4]. 

На рис. 2 приведены изображения пластических областей в основании под полосовой на-
грузкой, определенные на основе условия [1] (a) и решения смешанной задачи [2; 3] (б–г) при 
условии, что q = R1; 1,17 R1; 1,34 R1, γ = 18 кN/m3, φ = 21о, с2 = 25 кПа, E = 25 МПа, о = 0,54. 

 
Рис. 2. Области пластических деформаций в основании под полосовой нагрузкой, построенные 

на основе условия Кулона (а) и решения смешанной задачи [2; 3] (б–г) для трех значений  
интенсивности внешнего воздействия q = R1; 1,17 R1; 1,34 R1 при γ = 18 кN/m3, φ = 21о,  

с2 = 25 kПа, E = 25 МПа, о = 0,54 
Fig. 2. Plastic deformation regions in the basement under strip load, based on Coulomb condition (a)  

and mixed problem solution [2; 3] (b; c; d) for three values of external action intensity  
q = R1; 1.17 R1; 1.34 R1 at γ = 18 kN/m3, φ = 21o, c2 = 25 kPa, E = 25 MPa, о = 0.54 

Анализируя эти изображения (на рис. 1, a–в, показаны половины расчетных схем), мож-
но отметить следующие существенные отличия «кулоновских» областей и PA, построенных 
на основании смешанного решения: 

1.  «Кулоновские» области, первоначально зародившиеся под краями полосовой на-
грузки, сомкнулись и образовали единую область пластических деформаций. 

2.  Так как в первом случае все три пластические области сомкнуты, то можно утвер-
ждать, что даже минимальное значение интенсивности внешнего воздействия q = 1,17 R1 
превышает величину ее предельно допустимого значения (q = 1,17 R1  qmax). 

3.  Учитывая масштаб изображений (на рис. 1, a, он примерно в 2 раза больше, чем 
на рис 1, б–г), ясно видно, что «кулоновские» области существенно больше по размерам 
и распространяются на большую глубину, чем соответствующие области, построенные на 
основании смешанного решения. 

4.  «Кулоновские» области при увеличении нагрузки развиваются с обеих сторон в на-
правлении «под нагрузку», а соответствующие «смешанные» области – в противополож-
ных направлениях (рис. 3). 
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5.  «Кулоновские» области в начале своего развития имеют серповидную форму, а аль-
тернативные им – каплевидную. 

6.  Упругое грунтовое ядро в первом случае имеет форму, близкую к половине эллипса, 
а во втором – равнобедренного треугольника с вогнутыми боковыми сторонами (см. рис. 3). 

На рис. 3 приведены изображения пластических областей в момент их смыкания под по-
лосовой нагрузкой. Интенсивность внешнего воздействия, соответствующая этому моменту, 
часто рассматривается как интенсивность предельно допустимой нагрузки на основание. 
В рассматриваемом случае «кулоновские» области сомкнулись при qc = 0,79 R1 = 207,8 kPa, 
а альтернативные им при qm = 4,07 R1 = 1070 kPa. 

 

 
Рис. 3. Пластические области в момент их смыкания под нагрузкой:  

«кулоновские» (a), «смешанные» (b) 
Fig. 3. Plastic regions at the moment of their clamping under load:  

"Coulomb" (a), "mixed" (b) 

На рис. 4 даны изображения пластических областей, построенных на основе смешанно-
го решения при γ = 18 кN/m3, φ = 30о, с1 = 0, E = 25 МPа, о = 0,54 для трех рассматриваемых 
в работе значений интенсивности внешнего воздействия (показаны половины расчетных 
схем), и пластическая область при нагрузке q = 1,75 R1 = qmax = 460 kPa. 

В последнем случае произошло смыкание PA, формы пластических областей измени-
лись, начался процесс выпора грунта основания. Сравнивая эти области с соответствую-
щими областями, приведенными на рис. 2, отметим, что их форма стала более округлой, 
а размеры увеличились, что является естественным откликом на условие c1 = 0. 

Считаем необходимым отметить, что области пластических деформаций, изображен-
ные на рис. 4, г, имеют практически тождественную форму с пластическими областями, 
приведенными в работах [9; 10], и построенными на основе данных физических экспери-
ментов (рис. 5). 

Завершая рассмотрение вопроса о развитии областей пластических деформаций по 
мере увеличения интенсивности внешнего воздействия, изучим графические зависимости 
вида Zmax/b = f (q), приведенные на рис. 6. Анализ кривых показывает, что в случае исполь-
зования условия Кулона для построение областей пластических деформаций величина 
первой критической нагрузки qmax1 (разница более чем в четыре раза) и «скорость» роста 
величины Z/b – относительной глубины развития PA (см. рис. 4, а) существенным образом 
зависят от величины коэффициента бокового давления грунта о. При достижении интен-
сивностью внешней нагрузки некоторого значения эти «скорости» становятся приблизи-
тельно равными: отрезки упомянутых выше кривых становятся параллельными (рис. 6, а). 
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Рис. 4. Области пластических деформаций в основании под полосовой нагрузкой, построенные 

на основе решения смешанной задачи [2; 3] при γ = 18 кN/m3, φ = 30°, с1 = 0, E = 25 МPа, о = 0,54 
для трех значений интенсивности внешнего воздействия q = R1 (a); 1,17 R1 (b); 1,34 R1 (c)  

и пластическая область при нагрузке q = 1,75 R1 = qmax = 460 kPa (d), являющейся предельно  
допустимой (смыкание PA) 

Figure 4. Areas of plastic deformation in the foundation under strip load plotted from the solution  
of mixed problem [2; 3], at γ = 18 kN/m3, φ = 30°, c1 = 0, E = 25 MPa, о = 0.54 for three values  

of external action intensity q = R1 (a); 1.17 R1 (b); 1.34 R1 (c) and the plastic region at load  
q = 1.75 R1 = qmax = 460 kPa (d), which is the maximum allowable (PA closure) 

 
 

a б 
Рис. 5. Области пластических деформаций, построенные на основе  

экспериментальных данных, приведенные в работах [11] (a) и [8] (б) 
Fig. 5. Plastic strain regions plotted from the experimental data given in [11] (a) and [8] (b) 
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Рис. 6. Кривые зависимости вида Zmax/b = f (q), построенные на основе условия Кулона (а) 
и решения смешанной задачи [2; 3] (b) при γ = 18 кN/m3, φ = 21°, с2 = 25 kPа, Eо = 25 МPа  

и трех значениях коэффициента бокового давления о = 0,37; 0,54; 0,72 
Fig. 6. Zmax/b = f (q) curves based on Coulomb condition (a) and mixed problem solution [2; 3] (b)  
at γ = 18 kN/m3, φ = 21°, c2 = 25 kPa, E = 25 MPa and three values of lateral pressure coefficient 

о = 0.37; 0.54; 0.72 

  
a б 

Рис. 7. Размеры пластических областей, приведенных в работе [4] (окрашены тонами серого цвета) 
и полученных на основе решения смешанной задачи [2; 3], в основании полосовой нагрузки (a)  

и в основании под гладким штампом (б) при условии, что γ = 18 кN/m3, φ = 21о, с2 = 25 kPа, 
 E = 25 МPа, о = 0,54 и Ehs = 500 MPa 

Fig. 7. Dimensions of plastic areas given in paper [4] (coloured in grey shades) and obtained from  
the solution of mixed problem [2; 3], at the base of strip load (a) and at the base under smooth die (b)  

provided that γ = 18 kN/m3, φ = 21o, c2 = 25 kPa, E = 25 MPa, о = 0.54 and Ehs = 500 MPa 

Если процесс развития PA рассматривается в условиях смешанной задачи [2; 3], то ве-
личины qmax1 при о = 0,37 и о = 0,72 отличаются не более чем на 15 %, а «скорость» изме-
нения величины z/b практически одинакова при любых значениях величины о: соответст-
вующие кривые на рис. 6, б, практически параллельны. 

Сопоставим теперь форму и размеры пластических областей, приведенных в работе [6] 
и полученных нами. 

На рис. 7 даны изображения этих пластических областей, возникающих под полосовой 
нагрузкой (рис. 7, а) и под гладким штампом (рис. 7, б) при γ = 18 кN/m3, φ = 21о, с2 = 25 kPа, 
E = 25 МPа, о = 0,54 и Ehs = 500 MPa (РА, построенные нами, не окрашены). Величине ин-
тенсивности внешнего воздействия последовательно присваивались три значения. 
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Анализ изображений показывает: 
1. На первом этапе нагружения (q = R1) пластические области, построенные методом 

[2; 3], существенно больше по размерам и распространены на большую глубину, нежели 
пластические области, построенные авторами [6]. На следующих двух этапах нагружения 
положение меняется. На третьем этапе (q = 1,34 R1) уже пластические области, описанные 
в работе [6], распространяются на большую глубину, чем построенные на основании сме-
шанного решения. 

2. Пластические области, построенные на основании смешанного решения, развива-
ются вглубь и в стороны от фундамента, пластические области, построенные по методике 
[6], напротив, имеют развитие вглубь и под фундамент. Эти области, образующиеся под 
полосой нагрузкой, смыкаются уже вскоре после первого этапа нагружения, а под гладким 
штампом их смыкание происходит на третьем этапе нагружения. Пластические области, 
построенные на основании смешанного решения, смыкаются, как было показано выше, 
в начале процесса выпора грунта основания из-под фундамента (рис. 4, г). 

3. Области пластических деформаций, построенные авторам работы [6] при учете глад-
кого штампа и без такового (полосовая нагрузка), отличаются по форме, но глубина их раз-
вития для равных условий практически одинакова (при наличии штампа даже несколько 
больше, см. рис. 8, a, б). Области пластических деформаций, построенные методом [2; 3], 
напротив, отличаются глубиной развития (в случае отсутствия штампа глубина больше), но 
весьма похожи формой. Глубина их развития при учете штампа существенно меньше, чем 
соответствующее значение, приведенное авторами работы [6] (см. рис. 8). 

 

   
a б в 

Рис. 8. Области пластических деформаций для трех значений интенсивности внешнего  
воздействия q = R1; 1,17R1; 1,34R1 при наличии жесткого штампа (a) и без него (b),  
построенные авторами работы [6] и по методике [2; 3] при γ = 18 кN/m3, φ = 21о,  

с2 = 25 kPа, E = 25 МPа, о = 0,54 и Ehs = 500 MPa (c) 
Fig. 8. Plastic deformation regions for three values of external influence intensity q = R1; 1,17 R1;  

1,34 R1 in presence of rigid die (a) and without it (b), plotted by authors of work [6]  
and by method [2; 3] at γ = 18kN/m3, φ = 21o, c2 = 25 kPa, E = 25 MPa, о = 0,54  

and Ehs = 500 MPa (c) 

4. Решение задачи по методике [6] дает упругое грунтовое ядро в форме равнобедренного 
треугольника с выпуклыми сторонами. Если задача решается методом [2; 3], то упругое ядро 
имеет форму равнобедренного треугольника, но уже с вогнутыми сторонами (см. рис. 4, г); 
оно имеет форму, аналогичную форме упругих ядер, приведенных в работе [12] и полученных 
аналитически и опытным путем (рис. 9). 
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Рис. 9. Фотография упругого грунтового ядра в виде равнобедренного треугольника с вогнутыми 
боковыми сторонами (а) и теоретически полученная форма грунтового ядра (б) (цит. по [12]) 

Fig. 9. Photograph of an elastic ground core in the form of an isosceles triangle with concave sides (a) 
and the theoretically obtained shape of the ground core (b) (cited from [12]) 

Выводы 

1. В результате выполненных исследований установлено, что пластические области, 
соответствующие «кулоновскому» решению, существенным образом отличаются от анало-
гичных областей, построенных на основе упругопластических и «смешанных» решений: 
размеры «кулоновских» областей и «скорости» их развития вглубь основания больше, чем 
у альтернативных. 

2. Для «кулоновских» пластических областей их форма и скорость развития вглубь 
основания на начальных этапах нагружения достаточно сильно зависит от величины ко-
эффициента бокового давления грунта. В случае «смешанного» решения величин о прак-
тически не оказывает влияния на «скорость» этого процесса. 

3. При решении поставленной в работе задачи методом [6] упругое грунтовое ядро 
имеет форму равнобедренного треугольника с выпуклыми сторонами. «Смешанное» ре-
шение [2; 3] дает форму грунтового ядра в виде равнобедренного треугольника, но с во-
гнутыми сторонами. Такая же форма упругого ядра получена в результате эксперимен-
тальных и теоретических исследований и другими авторами, например [12]. 

4. Если в качестве критерия определения предельно допустимого значения интенсив-
ности внешнего воздействия использовать условие смыкания пластических областей в ос-
новании под нагрузкой, то у «кулоновских» областей это значение будет существенно ни-
же, чем у альтернативных, при всех рассмотренных значениях коэффициента бокового 
давления грунта. Рассмотренное в работе «смешанное» решение дает более высокие зна-
чения предельной нагрузки нежели «упругопластическое» решение. 
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