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Авторами предлагается комбинированный подход для моделирования боль-
ших свайных полей, основанный на цилиндрической геомеханической модели сваи 
по определению численным методом сдвиговой жесткости прорезаемого сваей
многослойного массива грунта – как по вертикали в виде решения осесимметричной 
задачи, так и в горизонтальном направлении, как для балки на упругом основании 
с последующим переходом к горизонтальной жесткости массива свайного поля
в условиях динамических воздействий. Осесимметричное решение обладает на-
глядностью при анализе напряженно-деформированного состояния сваи и около-
свайного грунта по сравнению с апробированными аналитическими методами. 
С целью ускорения вычислений на стадии основного сочетания постоянных и дли-
тельных воздействий вертикальная жесткость основания под пятой сваи может
быть вычислена аналитически как для штампа на упругопластическом основании. 
Горизонтальная жесткость рассматривается как для дискретной одиночной изги-
баемой сваи в среде упругого слоистого полупространства на стадии формирова-
ния напряженного-деформированного состояния системы при основном сочетании
статических воздействий. Указанные методы численного моделирования деформа-
ций одиночной сваи позволяют расширить алгоритм аналитического расчета боль-
шеразмерного свайного поля, который, в свою очередь, модифицирован авторами 
путем исключения деформаций ствола сваи за счет его естественного учета в ко-
нечно-элементной постановке, а также за счет введения параметра предельного
радиуса влияния одиночной сваи на осадку соседних свай. 

Рассмотренные численные подходы к расчету свайного поля применимы в
комплексном расчете с учетом истории нагружения на этапе формирования основ-
ного сочетания постоянных и длительных воздействий. На этапах кратковременных 
или особых динамических воздействий предложен переход к интегральной жестко-
сти свайных ячеек, что будет рассмотрено в следующей публикации авторов. 
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The authors propose a combined approach for definition of the shear rigidity of the 
multilayered soil which is cut through by a pile. The solution for the vertical direction is
presented in the view of an axisymmetric problem. As to the horizontal direction, the solu-
tion is presented in view of a beam on elastic subsoil with genetically non-linear transition 
to equivalent horizontal rigidity of the wide pile field in condition of dynamic forces action. 
The axisymmetric solution provides visual clarity in the analysis of the stress-strain state 
of the pile and near-pile soil in comparison with the approved analytical methods. To 
speed up calculations at the stage of the main combination of constant and long-term 
impacts, the vertical rigidity of the base under the foot of the pile can be calculated ana-
lytically as for a stamp on an elastic-plastic base. The horizontal rigidity is considered as 
for a discrete single bent pile in the medium of an elastic layered half-space at the stage 
of formation of the stress-strain state of the system under the main combination of static 
loads. These methods of numerical modeling of deformations of a single pile make it pos-
sible to expand the algorithm of analytical calculation of a large pile field, which in turn is
modified by the authors by excluding deformations of the pile body due to its natural con-
sideration in the finite element formulation, as well as by introducing the parameter of the 
limiting radius of the influence of a single pile on the settlement of neighboring piles. 

The considered numerical approaches to the calculation of the pile field are appli-
cable in a complex calculation taking into account the history of loading at the stage of the 
main combination of permanent and long-term impacts. At the stages of short-term or 
special dynamic impacts an integral rigidity of pile cells is proposed, which will be consid-
ered in the next publication of the authors. 
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Введение 

Расчет большого свайного поля в условиях динамических воздействий является одной 
из самых сложных задач в механике грунтов. С одной стороны, остается множество фраг-
ментарно освещенных аспектов элементарной круглоцилиндрической ячейки одиночной 
сваи, жесткость которой вычисляется по двум принципиально разным математическим мо-
делям для направлений вертикального и горизонтального воздействий. С другой стороны, 
практически отсутствуют методы учета истории нелинейного перехода системы «грунтовое 
основание – свайный фундамент» из напряженно-деформированного состояния при основ-
ном сочетании постоянных и длительных статических воздействий к новому сочетанию при 
динамическом воздействии, являющимся кратковременным или особым. В качестве кратко-
временных можно выделить пульсации ветра, техногенную сейсмику от рельсового транс-
порта или машин с динамическими нагрузками. В качестве особых воздействий возможно 
наступление сейсмических событий либо возникновение динамической реакции от выбытия 
несущих элементов при прогрессирующем обрушении несущей системы. 

 
Аналитическая модель вертикально нагруженной сваи 

Аналитическая сдвиговая двухслойная цилиндрическая модель для анализа осадки оди-
ночной сваи (рис. 1, а) или группы до 25 свай была введена в 2010 г. в СП 24.13330.2011 
«Свайные фундаменты» взамен метода условного фундамента. Модель основана на значи-
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тельном объеме экспериментальных данных, обобщенных в НИИОСП имени Н.М. Герсе-
ванова [1–3]. 

 

 
Рис. 1. Схема двухслойной цилиндрической геомеханической модели сваи:  

а – напряженно-деформированное состояние околосвайного грунта; б – несжимаемая висячая  
свая при отсутствии отпора под пятой; в – несжимаемая свая-стойка с образованием уплотненного 

ядра (I) и зон предельного состояния (II) под пятой сваи, как под штампом 
Fig. 1. Diagram of a two-layer cylindrical pile model: а – the stress-strain state of the near-pile soil;  

б – an incompressible tantion pile in the absence of a rebound under the foot of the pile;  
в – an incompressible pile-rack with the formation of a compacted core (I) and zones of limit  

state (II) under the foot of the pile 

Двухслойная концепция была впервые предложена еще в 1953 г. [4], в которой за счет 
исключения сжимаемости тела сваи по сравнению с грунтом общая осадка сваи S разделя-
лась на осадку основания по ее боковой поверхности Sτ (рис. 1, б) и на равную ей осадку 
подстилающего грунта S0 от продавливания пятой сваи (рис. 1, в). На основе этого подхода 
было разработано несколько модифицированных аналитических моделей, основанных на 
решении Миндлина для упругого полупространства, которые позволяют учитывать пла-
стические и реологические свойства грунтов [5–10]. 

Преимуществом аналитического описания сдвиговой модели одиночной сваи является 
простота её применения для автоматизации численных расчетов методом конечных эле-
ментов [11–13]. Однако математическое изложение с избыточным количеством коэффици-
ентов существенно затрудняет восприятие физического смысла метода. С целью упроще-
ния аналитической методики и привязки параметров к физическим процессам при верти-
кальном нагружении одиночной сваи предлагается использовать предельный радиус 
взаимного влияния соседних свай на осадку рассматриваемой сваи alim (1). Этот параметр 
является радиусом цилиндрической геомеханической модели, по высоте равной длине 
сваи L с подстилающим слоем 0,5L (см. рис. 1, а). Исключение из модели возможности 
продольных деформаций в бетонном теле сваи, что естественным образом учитывается 
при решении задачи методом конечных элементов, и введение радиуса влияния упрощают 
аналитическую модель осадки рассматриваемой одиночной сваи Si (2) и осадку сваи в 
группе Si.gr (4) в составе j свай на двухслойном основании от вертикальной нагрузки N на 
голову сваи: 
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где G1 – средневзвешенный модуль сдвига слоев грунта, прорезаемых сваей; где G2 – то 
же, в пределах глубины 0,5L или 10d приведенных диаметров сваи;  – среднеарифметиче-
ское значение между коэффициентом Пуассона ν2 непосредственно под пятой и средне-
взвешенным значением ν1 для грунтов, прорезаемых сваей. 

 
Численная осесимметричная модель вертикально нагруженной сваи 

Также предлагается дальнейшее развитие цилиндрической геомеханической модели 
одиночной сваи путем замены аналитического описания для области сдвиговых линейных 
деформаций по длине сваи на численное решение методом конечных элементов для мно-
гослойного осесимметричного объемного тела [14]. Метод верифицирован в Mathcad 
(рис. 2, а) с пространственной моделью из объемных конечных элементов (рис. 2, б)  
и с осесимметричной моделью в SCAD (рис. 2, в). 

В качестве примера рассмотрен фрагмент ячейки высотой 0,4 и радиусом 0,57 м, когда 
свая-стойка на несжимаемом основании из бетона В20 диаметром 0,3 м прорезает сугли-
нок с модулем деформации 10 МПа. 

Максимальная погрешность реакции в узле № 2 в численном решении Mathcad состави-
ла 0,7 % (рис. 3) а для вертикальной деформации в узле № 7 – 0,3 % по сравнению с осесим-
метричным решением в SCAD (рис. 4, а и б). Максимальная осадка в верхнем краевом узле в 
пространственной задаче SCAD составила 6,28 мм или на 1,5 % больше, чем 6,19 мм – для 
осесимметричных решений в Mathcad и SCAD (рис. 4, в). Максимальная погрешность для 
вычисленных вертикальных напряжений σz составляет 8,8 % в элементе № 7 и резко убывает 
до 0,004 % к периферии ячейки по мере удаления от концентраторов напряжений вдоль оси 
вращения (рис. 4, б), что указывает на допустимость моделирования тела сваи двумя рядами 
конечных элементов (КЭ). 

Осадка одиночной сваи длиной 12 м в суглинистом грунте в упругой осесимметрич-
ной постановке (рис. 5, а) с глубиной подстилающего слоя 0,5L на 24 % меньше значения, 
полученного при аналитическом решении (2). Увеличение толщины упругого подстилаю-
щего слоя до глубины сжимаемой толщи условного фундамента оказывается недостаточ-
ным (рис. 5, б). Соответствие численного и аналитического решения достигается при учете 
в осесимметричной модели двойной глубины сжимаемой толщи 2·Hc = 22,8 м (рис. 5, в). 
Это связано с тем, что под пятой сваи образуются зоны уплотненного ядра I и предельного 
равновесия II (см. рис. 1, в). Полное исключение из численного решения подстилающего 
слоя оставляет только жесткость сдвига по боковой поверхности и приводит к Sτ = 6,41 мм 
с превышением на 4,8 % по сравнению с аналитически решением. 
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Рис. 2. Верифицируемые модели цилиндрической ячейки: a – Mathcad 2D; б – SCAD 3D; в – SCAD 2D 
Fig. 2. Verified cylindrical cell models: a – Mathcad 2D; б – SCAD 3D; в – SCAD 2D 

 
а б 

Рис. 3. Реакции в узлах осесимметричных моделей: a – Mathcad; б – SCAD 
Fig. 3. Reactions in nodes of axisymmetric models: a – Mathcad; б – SCAD 
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Рис. 4. Осадки в узлах и напряжения в центре КЭ моделей: a – Mathcad 2D; б – SCAD 2D; в – SCAD 3D 
Fig. 4. Nodal deformations and stresses in the finite elements: a – Mathcad 2D; б – SCAD 2D; в – SCAD 3D 
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Рис. 5. Анализ осадок сваи длиной L и переменной глубиной подстилающего основания:  
а – глубина 0,5L; б – L; в – 2L; г – исключение подстилающего основания;  

д – схема комбинированной осесимметричной модели сваи с аналитической жесткостью  
подстилающего основания по Шлейхеру 

Fig. 5. Analysis of pile settlement with length L and variable depth of the underlying foundation:  
а – depth 0.5L; б – L; в – 2L; г – exclusion of the underlying subsoil; д – scheme of a combined  

axisymmetric pile model with analytical rigidity of the underlying subsoil according to Schleicher 

Предлагаемый комбинированный подход позволяет достичь соответствия численного 
и аналитического решений задачи. В осесимметричной модели подстилающий слой заме-
нен на эквивалентную жесткость основания под пятой сваи (рис. 5, д), соответствующей 
аналитическому решению для осадки круглого штампа [15]. Это позволило ускорить вы-
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числения при расчете осадок свайных или комбинированных свайно-плитных фундамен-
тов путем применения линейного численного решения для многослойной толщи грунтово-
го основания, прорезаемого сваей, и эмпирического решения для упругопластических де-
формаций под пятой сваи. 

 
Численная модель горизонтально нагруженной сваи 

На практике расчет деформаций сваи в грунте не может быть обеспечен комбиниро-
ванной осесимметричной моделью в связи с её ограничением только для анализа верти-
кальной жесткости сваи. В подавляющем большинстве случаев сваи испытывают слож-
ное напряженно-деформированное состояние. Действие значительных поперечных сил и 
моментов имеет место в свайных кустах каркасных зданий и сооружений, а также в крае-
вых сваях больших свайных полей. Тем не менее исследуемые авторами условия дина-
мических воздействий на большое свайное поле соответствуют преимущественно гори-
зонтальной силе на оголовок сваи. Поэтому при разработке универсального метода для 
всех стадий нагружения свайного основания предлагается рассматривать комплексную 
численную модель сваи. Под комплексностью подразумевается независимое вычисление 
вертикальной и горизонтальной жесткостей сваи. Результаты вычислений могут выда-
ваться как в промежуточных узлах рядовых стержневых конечных элементов железобе-
тонных свай для статических расчетов, так и в уровне оголовка сваи или верха свайной 
ячейки для выполнения прямых динамических расчетов во временной области, требую-
щих оптимизации размера модели. 

Повышение точности и сокращение вычислительных требований к решению задачи 
изгиба сваи, погруженной в упругое полупространство, достигается путем численного ре-
шения дифференциального уравнения упругой балки на упругом основании [16]: 

  0  PIV b K z qu u
EI EI





 ,  (5) 

где u – неизвестные горизонтальные перемещения сваи;  4 / 64EI E d   – изгибная жест-

кость круглой сваи диаметром d  или  3 /12EI E bh  – для прямоугольной сваи со сторо-

нами b  и h  в плоскости деформации вдоль стороны h; Pb  и 0K  – ширина условного сече-
ния сваи и линейно увеличивающийся по глубине z коэффициент упругого основания на 
боковой поверхности сваи в соответствии с [17];   – коэффициент снижения жесткости 
грунта по боковой поверхности сваи в составе горизонтально нагруженной группы, рав-
ный единице для одиночной сваи [3]; q  – распределенная горизонтальная нагрузка на ма-
лый участок оголовка а, заменяет сосредоточенную силу H, отсутствующую в правой час-
ти дифференциального уравнения (5). 

Предложенный вариант аналитического решения для расчета горизонтальных дефор-
маций сваи в уровне оголовка (рис. 6, а) целесообразен для условий широкого свайного 
поля с достаточно жестким ростверком, когда краевые сваи, испытывающие дополнитель-
ные изгибающие моменты, вносят малый вклад в суммарную сдвиговую жесткость. При 
необходимости детального анализа высокого гибкого ростверка свайного куста, в котором 
сваи могут испытывать значительные изгибающие моменты (рис. 6, б), не требуется нали-
чие специализированных конечных суперэлементов, поскольку для небольшого количест-
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ва свай в кусте достаточно использовать классические стержневые конечные элементы 
с заданными коэффициентами постели по боковой поверхности свай. 

                       
                                               а                                                                б 

Рис. 6. Схема дискретной модели сваи с горизонтальной нагрузкой:  
а – одиночная свая; б – куст с высоким гибким ростверком 
Fig. 6. Schema of the discrete pile model with horizontal load:  

а – single pile; б – pile with a high flexible spike 

На рис. 7 представлен алгоритм решения в Mathcad для сваи как балки на упругом ос-
новании в виде дифференциального уравнения четвертого порядка. Вследствие замены со-
средоточенной горизонтальной нагрузки H, эквивалентной распределенной силе q на ма-
лом участке оголовка сваи, в качестве четырех необходимых граничных условий приняты 
нулевые значения поперечных моментов и поперечных сил, соответствующих второй и 
третьей производной от прогиба. Горизонтальное усилие H в алгоритме рассматривается в 
качестве вектора, что позволяет учитывать на боковой грани сваи переменное по глубине 
бытовое давление и от поверхностной нагрузки. 

  
Рис. 7. Алгоритм численной модели горизонтально нагруженной одиночной сваи 

Fig. 7. Algorithm of the numerical model of the horizontally loaded single pile 

Представленная численная модель горизонтально нагруженной одиночной сваи реали-
зует классическое решение данной задачи и соответствует положениям методики прило-
жения В СП 24.13330. Однако применительно к расчетам большого свайного поля данная 
модель может быть использована исключительно на начальных стадиях генетически нели-
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нейного формирования напряженно-деформированного состояния системы «грунтовое осно-
вание – свайный фундамент» при этапном возведении объекта и на стадии эксплуатации при 
действии основных нормативно-длительных сочетаний внешних воздействий. Анализ систе-
мы на последующих стадиях, на которых возникает динамическое кратковременное или осо-
бое воздействие, должен выполняться с принципиально иной моделью свайного основания. 

 
Численная модель свайного поля в условиях статических воздействий 

Ниже (рис. 8) приведен пример расчета численно-аналитической модели большого 
свайного поля на действие вертикальных и горизонтальных нагрузок, который детально 
был рассмотрен в прошлых публикациях авторов [18–20]. 

Аналитическая методика по расчету свайных кустов с жестким плитным ростверком 
[3] удобна для математической реализации в расчетных комплексах, основанных на чис-
ленном методе конечных элементов. При этом горизонтальная жесткость свай (рис. 8, а) 
принимается по эмпирической зависимости [17]. В отличие от расчета одиночной сваи для 
группы свай или для свайного поля необходим итерационный расчет с уточнением верти-
кальной жесткости по нижним концам свай или с уточнением дополнительных уси-
лий ΔNh. Оба подхода позволяют отразить деформации упругой модели основания в виде 
общей осадочной мульды с учетом взаимного влияния соседних свай. 

В результате расчета определяются осадки куста или свайного поля с одноузловыми 
связями конечной жесткости и дополнительными нагрузками ΔNh, формирующими об-
щую осадочную воронку группы свай (рис. 8, б). Можно отметить, что при отображении 
деформаций и изгибающих моментов в сваях от постоянных воздействий на фундамент 
прослеживается эффект краевой сваи. 

Данный расчет может быть реализован единым алгоритмом для фундаментов в виде 
одиночной сваи, группы свай или свайного поля с эквивалентными жесткостями на раз-
личных стадиях нагружения конструкций фундамента. 

 

  

                                                 а                                                                                б 

Рис. 8. Пример моделей свайного поля с гибким плитным ростверком в SCAD: а – коэффициенты 
пропорциональных деформаций по боковой поверхности; б – деформации свайного фундамента 
Fig. 8. Example of models of a pile field with a flexible plate grid in SCAD: а – coefficients of propor-

tional deformations along the side surface; б – deformations of the pile foundation 
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Начальным этапом расчета является назначение коэффициентов постели по боковой 
поверхности свай [3, 11, 12] для задания их горизонтальной жесткости, увеличивающейся 
с глубиной по мере возрастания степени обжатия грунтом (6). Вместе с этим определяется 
понижающий коэффициент учета снижения горизонтальной жесткости сваи в составе кус-
та по сравнению с одиночной сваей [3]: 

 ,
`z

c

C K z 
  


  (6) 

где K  – эмпирическое значение жесткости грунтов при горизонтальном отпоре по боковой 
поверхности свай [17]; z  – глубина, от поверхности земли, на которой вычисляется боко-
вое обжатие; ` c  – коэффициент условий работы, имеющий во всех случаях значение «3». 
Вычисленные коэффициенты постели zC  для стержневых конечных элементов свай назна-
чаются по направлениям местных осей стержневого конечного элемента сваи Y1 и Z1 с уче-
том ширины условной площадки опирания сваи. 

На втором этапе выполнения численного расчета в SCAD производится назначение 
начальных граничных условий по вертикали без учета взаимного влияния свай в группе 
(2). Модуль сдвига G1 слоев грунта, прорезаемых сваей, вычисляется (7) с использовани-
ем осредненных значений модуля деформации E1 (8) и безразмерного коэффициента Пу-
ассона ν1 (9) для i слоев грунта, прорезаемых сваей. Аналогично вычисляется модуль 
сдвига G2 и коэффициент ν2 для слоев грунта под нижними концами свай (10): 

 
 

1
1

1

 ,
2 1

EG 
  

  (7) 

 
 

 

1

  1
1 1

  1

 ,
rows Ei

i ii
rows Ei

ii

E L
E

Li












  (8) 

 
 

 

1

  1
1 1

  1

 ,
rows E

i ii
rows E

ii

L

L








 
 


  (9) 

 1 2 ,
2

  
   (10) 

 
 2

1

2

2,82 3,78 2,18
  0,17 ln ,

G L
G d






     
  
  

  (11) 

 1 ,
'z

G Lk 



  (12) 

где  iE  и νi  – модуль деформации и коэффициент Пуассона отдельных слоев грунта, проре-
заемых сваей; iL  – толщины прорезаемых сваей слоев грунта; β  – коэффициент, соответ-
ствующий абсолютно жесткой свае. 

Модуль деформации E2 слоев грунта, расположенных под пятой сваи, принимается 
осредненным в пределах глубины от нижних торцов свай, равной половине длины сваи 
0,5L или равным 10d приведенных диаметров сваи. Коэффициент Пуассона ν2 задается не-
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посредственно по слою ниже подошвы условного фундамента. Затем определяется среднее 
значение коэффициента Пуассона   по формуле (10). В итоге по формуле (11) определяет-
ся жесткость одиночной сваи, которая используется к конечно-элементной модели до 
уточнения взаимного влияния свай в группе. 

Значительное превышение начального значения вертикальной жесткости zk  по сравне-
нию со значениями коэффициентов постели 1C  в методе условного фундамента объясняется 
тем, что конечная жесткость свай будет снижаться в результате итерационного уточнения в 
процессе выполнения следующего этапа по расчету взаимного влияния свай в группе при 
совместных деформациях по вертикали с образованием общей осадочной мульды. 

Алгоритм для учета взаимного влияния свай в группе (рис. 9) применяется на заклю-
чительном, четвертом, этапе расчета. Задача решается с использованием средств линейно-
го программирования. Массив с координатами узлов свай преобразуется в два численных 
ряда с координатами X и Y (рис. 9, а). Следующим шагом формируется общая матрица 2a  
взаимного расположения свай в кусте в виде расстояний между сваями (рис. 9, б). Размер 
квадратной матрицы соответствует количеству свай в фундаменте. На основании матрицы 
коэффициентов взаимного влияния свай δ2  (рис. 9, в) вычисляется матрица дополнитель-
ных усилий Nh  (рис. 9, г) для моделирования совместной осадки свай в группе либо мат-
рица понижающих коэффициентов к исходной жесткости одиночных свай (12). 

 

а 

 

 

                                              в                                                                                     б 

Рис. 9. Алгоритм взаимного влияния свай в группе: а – матрица взаимного расположения; 
б – матрица податливости; в – массив дополнительных усилий в уровне пяты сваи,  

формирующий осадочную воронку 
Fig. 9. The algorithm of mutual influence of piles in the group: a – the matrix of mutual location;  

б – the matrix of subsoil flexibility; в – an array of additional loads at the level of the foot of the pile, 
forming a settlement funnel 

Заключение 

В публикации изложены теоретические положения о методах численного моделиро-
вания большеразмерного свайного поля в условиях постоянных и длительных воздействий 
на начальной стадии расчета с учетом истории нагружения. Рассмотрение перехода от ста-
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тической к динамической модели грунтового основания большого свайного поля на этапах 
кратковременных и особых воздействий будет представлено в последующей публикации. 
В качестве апробации теоретических положений авторами рассматривается численная ве-
рификация натурных испытаний свай [21–23]. 
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