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АНАЛОГ ДИСКРЕТНОГО ПРИНЦИПА МАКСИМУМА  

И НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ ОПТИМАЛЬНОСТИ  

ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ В ОДНОЙ ДИСКРЕТНОЙ  

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ  

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

Рассматривается двухэтапная (ступенчатая) задача оптимального управления линейными 
двухпараметрическими системами с распределенными управляющими функциями. Целью работы 
является установление необходимого условия оптимальности в предположении, что выполняется 
выпуклость множества допустимых управлений и условие связи является нелинейным. С помощью 
приращений функционала качества в виде двумерных линейных неоднородных систем разностных 
уравнений получена формула, которая позволяет как получить дискретный аналог принципа мак-
симума Понтрягина, так и исследовать случай его вырождения. Сформулирована теорема, которая 
является аналогом дискретного принципа максимума Понтрягина для рассматриваемой задачи. 
В случае особых управлений дискретный принцип максимума вырождается и, следовательно, ста-
новится неэффективным, в том числе в проверочном смысле. Ввиду этого надо иметь новые необ-
ходимые условия оптимальности. Изучен особый, в смысле принципа максимума Понтрягина, слу-
чай дискретного условия максимума, при котором допустимые управления считаются особыми. 
Установлено необходимое условие оптимальности особых управлений. 
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ANALOGUE OF THE DISCRETE MAXIMUM PRINCIPLE  

AND THE NECESSARY OPTIMALITY CONDITION  

OF SINGULAR CONTROLS IN ONE TWO-PARAMETRIC  

DISCRETE OPTIMAL CONTROL PROBLEM 

A two-stage (stepwise) optimal control problem for linear two-parameter systems with distribut-
ed control functions is considered. The aim of the work is to establish the necessary optimality condition 
under the assumption that the convexity of the set of admissible controls is satisfied and the connection 
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condition is nonlinear. Using increments of the quality functional in the form of two-dimensional linear 
inhomogeneous systems of difference equations, a formula is obtained that allows one to obtain both a 
discrete analogue of the Pontryagin maximum principle and to study the case of its degeneration. A 
theorem is formulated that is an analogue of the discrete Pontryagin maximum principle for the problem 
under consideration. In the case of special controls, the discrete maximum principle degenerates and, 
therefore, becomes ineffective, including in the verification sense. Therefore, it is necessary to have 
new necessary conditions for optimality. A special, in the sense of the Pontryagin maximum principle, 
case of a discrete maximum condition, under which admissible controls are considered special, is stud-
ied. A necessary condition for optimality of singular controls is established. 

Keywords: two-parameter discrete system, increment formula, admissible control, singular control, 
quality functional, Pontryagin maximum principle, discrete maximum principle, connection conditions, discrete 
analog of the Riemann function, necessary optimality condition, two-stage optimal control problem. 

Введение 

В работах [1–6] исследован ряд задач оптимального управления 
дискретными двухпараметрическими системами с распределенными 
и граничными управлениями, описываемыми дискретным аналогом 
системы гиперболических уравнений с краевыми условиями типа Гур-
са. Установлены некоторые необходимые и достаточные условия оп-
тимальности, а также изучены вопросы, связанные с управляемостью 
и наблюдаемостью двухпараметрических систем. Другие классы задач 
оптимального управления дискретными двухпараметрическими систе-
мами исследованы в работах [7–9]. 

В предлагаемой работе рассматривается двухэтапная (ступенча-
тая) задача оптимального управления линейными двухпараметриче-
скими системами с распределенными управляющими функциями. Для 
рассматриваемой задачи, с учетом применения одного варианта метода 
приращений [10–15], доказано необходимое условие оптимальности 
типа дискретного принципа максимума Понтрягина. Изучен случай 
вырождения дискретного условия максимума.  

1. Постановка задачи 

Пусть 1 2,r qU R U R   заданные непустые и ограниченные 

множества, 0 1 2 0 1, , , ,t t t x x  – заданные числа, причем разности 

2 0 1 0,t t x x   есть натуральные числа, а  1 0 0{ , : ,D t x t t t    

1 0 0 11,..., 1, , 1,..., 1},t x x x x       2 1 1 1{ , : , 1,..., 1,D t x t t t t     0 ,x x

0 11,..., 1}x x   – «дискретные прямоугольники». 

Предположим, что управляемый дискретный двухэтапный про-
цесс описывается краевыми задачами вида 
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Здесь 1 2( , ), ( , )z t x z t x – соответственно -n  и m-мерные векторы состояния; 

1 1 1( , ), ( , ), ( , )A t x B t x C t x  – заданные (n×n)-дискретные, ограниченные 

матричные функции;  1 1, ,f t x u  – заданная n-мерная вектор-функция, 

непрерывная по 1u  при всех ( , );t x  2 2 2( , ), ( , ), ( , )A t x B t x C t x  – заданные 

(m×m)-дискретные, ограниченные матричные функции;  2 2, ,f t x u  – 

заданная m-мерная вектор-функция, непрерывная по 2u  при всех ( , );t x  

   1,a x b t  – заданные n-мерные дискретные вектор-функции;  2b t  – 

заданная n-мерная дискретная вектор-функция; 1( )G z  – заданная, два-

жды непрерывно дифференцируемая m-мерная вектор-функция; 

    1 2, ,u t x u t x  – ( )-r q мерная дискретная управляющая функция, 

удовлетворяющая ограничениям 
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  (5) 

Каждую пару     1 2, , ,u t x u t x , удовлетворяющую вышеприве-

денным ограничениям, назовем допустимым управлением. 
Предполагается, что при каждом заданном допустимом управле-

нии краевые задачи (1)–(2) и (3)–(4) имеют единственное дискретное 
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решение. Заметим, что наложенные ограничения на правые части 
уравнений и на краевые условия являются естественными и не проти-
воречат существованию и единственности решений краевых задач  
(1)–(2) и (3)–(4). В дальнейшем приводится также представление ре-
шений этих краевых задач. 

На решениях этих краевых задач, порожденных всевозможными 
допустимыми управлениями, определим терминального типа функционал 

        1 2 1 1 1 1 2 2 2 1, , , .S u u z t x z t x      (6) 

Здесь    1 1 2 2,z z   – заданные, дважды непрерывно дифференци-

руемые скалярные функции. 
Допустимое управление     1 2, , ,u t x u t x , доставляющее мини-

мальное значение функционалу (6), при ограничениях (1)–(5), назовем 
оптимальным управлением, а соответствующий процесс  1( , ,u t x

 2 1 2, , ( , ), ( , ))u t x z t x z t x   оптимальным процессом. 

2. Формула приращения функционала качества 

Построим формулу приращения функционала качества.  
Пусть         1 2 1 2, , , , , , ,u t x u t x z t x z t x  – фиксированный допус-

тимый процесс. Через          1 1 1 2 2( , , , , , ,u t x u t x u t x u t x u t x    

             2 1 1 1 2 2 2, , , , , , , , ,u t x z t x z t x z t x z t x z t x z t x        обо-

значим произвольный допустимый процесс и запишем приращение  
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  
  (7) 

функционала качества (6). 

Ясно, что ( , ), 1, 2,iz t x i   являются решениями краевых задач 
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Пусть ( , ), 1, 2,i t x i   пока произвольные соответственно -n  

и m-мерные вектор-функции. Из соотношений (8), (10) получим, что  
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здесь и в дальнейшем штрих ( )  для векторов означает скалярное про-

изведение, а для матриц операцию транспонирования. 
Как видно, в тождествах (12) и (13) индексы суммирования тоже 

различные. 
Займемся преобразованием отдельных слагаемых в тождествах 

(12), (13). 
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Полагая 1 , 1t x       и учитывая краевые условия (9), (11), 

получим, что 
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t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x

 

 

 

 

           

           



 
   

    
1 1

0 0

1 1

1 11, 1 , ,
t x

t t x x

t x z t x
 

 

      (14)  

   

   

   

   

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

1

0

1 1

1 1 1

1

1 1 1
1

1

1 1 1 1 1 1

1

1 0 1 0 1 0

, ( , ) 1,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

t x

t t x x

t x

t t x x

x

x x

x

x x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

 

 



  









   

     

     

     



 




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   

   

   

1 1

0 0

1

0

1 1

0 0

1 1

1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) , ,

t x

t t x x

x

x x

t x

t t x x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

 

 





 

 

     

     

    







 

 (15)

 

 

   

   

   

   

   

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

1

0

1 1

0 0

1 1

1 1 1

1

1 1 1
1

1

1 1 1 1 1 1

1

1 0 1 0 1 0

1 1

1 1 1

, ( , ) , 1

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

t x

t t x x

t x

t t x x

t

t t

t

t t

t x

t t x x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

 

 



  









 

 

   

     

     

     

    



 







   

   

1

0

1 1

0 0

1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) , .

t

t t

t x

t t x x

t x C t x z t x

t x C t x z t x





 

 



     

    





  (16)
 

Далее аналогично доказывают, что 

       

       

       

 

2 1 2 1

1 0 1 0

1 1

0 0

2 1

1 0

1 1

2 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2 1 2 1
1 1

1

2 2 2 2 1 2 2 1
1

2 2 0

, 1, 1 1, 1 ,

1, 1 , 1, 1 ,

1, 1 , 1, 1 ,

1, 1

t x t x

t t x x t t x x

x x

x x x x

t x

t t x x

t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x

t x

 

     

   



  

          

           

           

  

  

 

 
     2 2 0 2 1 1 2 1 1, 1, 1 ,z t x t x z t x     
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       

       

       

2

1

2 1

1 0

1 2 1

0 1 0

1

2 1 0 2 1 0 2 1 2 1

1 1

2 0 2 0 2 2 2 2

1 1 1

2 1 2 1 2 2

1, 1 , 1, 1 ,

1, 1 , 1, 1 ,

1, 1 , 1, 1 , ,

t

t t

t x

t t x x

x t x

x x t t x x

t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x





 

 

  

  

          

           

          



 

    (17)

 

 

   

   

   

   

   

2 1

1 0

2 1

1 0

1

0

1

0

2 1

1 0

1 1

2 2 2

1

2 2 2
1

1

2 2 2 2 2 2

1

2 1 2 1 2 1

1 1

2 2 2

, ( , ) 1,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

t x

t t x x

t x

t t x x

x

x x

x

x x

t x

t t x x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

 

 



  









 

 

   

     

     

     

    



 





 ,

  (18) 

 

   

   

   

   

   

2 1

1 0

2 1

1 0

2

1

2

1

2 1

1 0

1 1

2 2 2

1

2 2 2
1

1

2 1 2 1 2 1

1

2 0 2 0 2 0

1 1

2 2 2

, ( , ) , 1

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

t x

t t x x

t x

t t x x

t

t t

t

t t

t x

t t x x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

t x C t x z t x

 

 



  









 

 

   

     

     

     

    



 







   
2

1

1

2 1 2 1 2 1, 1 ( , 1) ,
t

t t

t x C t x z t x






     




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    
2 1

1 0

1 1

2 2 2, 1 ( , 1) , .
t x

t t x x

t x C t x z t x
 

 

      (19) 

Используя формулу Тейлора, а также тождества (14)–(19), полу-
чим, что 

      

      

    

      

     
   

1 1

0 0

1 1 1 1
1 2 1 1 1

1

2
1 1 1 1

1 1 1 1 1 12
1

2 2 2 1
2 2 1

2

2
2 2 2 1

2 2 1 2 2 12
2

2 2

1 1 1 1 2 2 2 1

1 1

1 1

1

' ,
, ,

,1
' , ,

2

' ,
,

,1
' , ,

2

, o ,

1, 1 ,

1

t x

t t x x

z t x
S u u z t x

z

z t x
z t x z t x

z

z t x
z t x

z

z t x
z t x z t x

z

z t x z t x

t x z t x

t

 

 


   



 
   




  



 
   



    

     

  



   

       

   

   

   

1

0

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

1

1 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

1

, 1 ,

1, 1 , 1, 1 ,

, ( , ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

,

t

t t

x

x x

t x

t t x x

t x

t t x x

x

x x

x z t x

t x z t x t x z t x

t x A t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t









 

 

 

 





  

          

   

     

     

 











   

   

1 1

0 0

1

0

1 1

1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 ( , 1) ,

, 1 ( , 1) ,

t x

t t x x

t

t t

x C t x z t x

t x C t x z t x

 

 





   

     




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        

   

       

   

     

1 1

0 0

2 1

1 0

1

0

1

0

1 1

1 1 1 1 1

1 1

2 2

1

2 2 1 2 2 1 2 2 2 2

2 1 1 2 1 1

1

2 1 2 1 2 1

, , , , , , ,

1, 1 ,

1, 1 , 1, 1 ,

1, 1 ,

1, 1 , 1, 1

t x

t t x x

t x

t t x x

x

x x

x

x x

t x f t x u t x f t x u t x

t x z t x

t x z t x t x z t x

t x z t x

t x z t x t x

 

 

 

 









   

     

          

    

         







  

   

   

   

   

 

2

1

2 1

1 0

1

0

2 1

1 0

1

0

1

2 1

1 1

2 2 2

1

2 1 2 1 2 1

1 1

2 2 2

1

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2

,

, ( , ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

1, ( 1, ) ,

, 1 ( , 1)

t

t t

t x

t t x x

x

x x

t x

t t x x

x

x x

z t x

t x A t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x B t x z t x

t x C t x z t





 

 





 

 





 

   

     

     

     

    











 

   

2

1

2 1

1 0

1

1

1 1

2 2 2

,

, 1 ( , 1) ,

t

t t

t x

t t x x

x

t x C t x z t x





 

 



     





 

         
2 1

1 0

1 1

2 2 2 2 2, , , , , , , .
t x

t t x x

t x f t x u t x f t x u t x
 

 

    (20) 

Так как 

       2 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,z t x G z t x G z t x    

то, полагая 

2 1 2 1 1

2 1 2 1 1 1 1

( ( 1, 1), ( 1, ), ( , ))

( ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, )) ' ( ( , )),

N t x t x z t x

t x t x B t x G z t x

     
       
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2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1( ( 1, 1), ( , )) '( 1, 1) ( ( , )),M t x z t x t x G z t x        

формулу приращения (20) можем записать в виде 

      

      

       

      

      
1 1

0 0

1 1 1 1
1 2 1 1 1

1

2
1 1 1 1

1 1 1 1 1 12
1

2 2 2 1
1 1 1 1 2 2 1

2

2
2 2 2 1

2 2 1 2 2 12
2

1 1

2 2 2 1 1 1

1 1

' ,
, ,

,1
' , ,

2

' ,
, ,

,1
' , ,

2

o , 1, 1 ,

1,

t x

t t x x

z t x
S u u z t x

z

z t x
z t x z t x

z

z t x
z t x z t x

z

z t x
z t x z t x

z

z t x t x z t x

t x

 

 


   



 
   




    



 
   



       

  



       

       

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 , 1, 1 ,

1, 1 , , ( , ) ,

t x

t t x x

t x

t t x x

z t x t x z t x

t x z t x t x A t x z t x

 

 

 

 

       

        

 


 

       

       

       
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    
2

1

1

2 1 2 1 2 1, 1 ( , 1) , .
t

t t

t x C t x z t x




      (21) 

Если ввести аналоги функции Гамильтона – Понтрягина  

      , , , , , ' , ( , , ( , )), 1, 2,i i i i i iH t x u t x t x t x f t x u t x i     

и предполагать, что ( , ), 1, 2,i t x i   удовлетворяет соотношениям 

 1 1 1

1 1 1 1

( 1, 1) ' ( , ) ( , )

' ( 1, ) ( 1, ) ' ( , 1) ( , 1),

t x A t x t x

B t x t x C t x t x

     
       

  (22) 
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 2 2 2

2 2 2 2

( 1, 1) ' ( , ) ( , )

' ( 1, ) ( 1, ) ' ( , 1) ( , 1)

t x A t x t x

B t x t x C t x t x

     
       

  (23) 

с краевыми условиями  

1 1 1 1( 1, 1) ' ( 1, )t x B t x     1 1( 1, )t x  

    
1 2 1 2 1 11, 1 , 1, , ( , )zN t x t x z t x      , 

1 1 1 1( 1, 1) ' ( , 1)t x C t x     1 1( , 1)t x  , 

     
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        


  (24) 

12 1 1 1 1 1 2 1 1( 1, 1) ' ( 1, ) ( 1, ) ( ( 1, 1), ( , )),zt x B t x t x M t x z t x            

2 1( 1, 1)t x   
 

22 2 2 2 2 1 1̀ 1 1( 1, ) ( 1, ) ( ( 1, ), ( 1, ), ( , ))zB t x t x N t x B t x z t x         ,  (25) 

2 1 1( 1, 1)t x    2 1 2 2

2

( ( , ))z t x

z





, 

то формула приращения (21) критерия качества примет вид 
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Заметим, что соотношения (22), (23) представляют собой двумер-
ные линейные разностные уравнения относительно 1( , )t x  и 2 ( , )t x  с 

краевыми условиями (24), (25) соответственно. Следуя принятой тер-
минологии [2, 4, 5, 10–12, 15], назовем их сопряженными уравнениями.  

Построенная формула приращения позволяет как получить дис-
кретный аналог принципа максимума Понтрягина, так и исследовать 
случай вырождения условия максимума Понтрягина. 

3. Необходимое условие оптимальности типа  
дискретного принципа максимума  

Как видно, уравнения (8) и (10) являются двумерными линейны-
ми неоднородными системами разностных уравнений. Исходя из этого, 
на основе формулы о представлении решений линейных неоднородных 
разностных уравнений типа (8), (10) [11, 12] решения краевых задач 
(8), (9), (10), (11) могут быть представлены в виде  
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 (28)

 

Здесь    1 2, , , , , , ,R t x s R t x s    соответственно (n×n)- и (m×m)-мерные 

матричные функции (аналоги функции Римана), являющиеся реше-
ниями матричных разностных уравнений с соответствующими крае-
выми условиями 
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где 1 2,E E  – единичные матрицы соответствующих размерностей.  

В представлениях (13),(14), переходя к норме и используя усло-
вие Липшица, получаем следующие оценки: 

        
0 0

1 1

1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,
t x

t s x

z t x L f s u s f s u s
 

 

         (29) 

 

       

   

1 0

0

1 1

2 2 2 2 2 2

1

1 1 1 1

, , , , , , ,

, , ,

t x

t s x

x

s x

z t x L f s u s f s u s

z t x z t s

 

 





       

   




 

 (30)

 

где const, 1,2,iL i   – некоторые постоянные. 

Теперь предположим, что множества 

        1 1 1 1 1 1 1( , , ) ; , , , , , , , ,f t x U f t x v t x v t x U t x D        (31) 

        2 2 2 2 2 2 2( , , ) ; , , , , , , ,f t x U f t x v t x v t x U t x D         (32) 

выпуклы при всех  ,t x . 

Пусть  0,1  – произвольное число, а  1 ,v t x  – произвольная 

допустимая управляющая функция.  
Специальное приращение управляющей функции  1 ,u t x  опре-

делим по формуле  

      1 1 1, ; , ; ,u t x v t x v t x       (33) 
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и положим 

 2 , 0,u t x   

где    1 1 1, ; , ,v t x U t x D    – произвольный вектор, такой, что  

 
     

      
1 1 1 1

1 1 1 1

, , , ; , , ,

, , , , , , .

f t x v t x f t x u t x

f t x v t x f t x u t x

  

 
  (34) 

Соотношение (30) имеет место в силу выпуклости множества (27).  
Через     1 2, ; , , ;z t x z t x     обозначим специальное прираще-

ние состояния     1 2, , ,z t x z t x . Из оценок (25), (26) следует, что  

  1 3, ; ,z t x L      (35) 

  2 4, ; ,z t x L      (36) 

где 3 4,L L  – некоторые постоянные, 3 4const 0, const 0L L    . Учи-

тывая формулы (33), (34) и (35), (36) в формуле (26), получим специ-
альное приращение функционала качества в виде 

 

           

          
 

1 1

0 0

1 1 2 1 2

1 1

1 1 1 1 1 1

, , ; , , , , ,

, , , , , , , , , ,

o .

t x

t t x x

S u t x u t x u t x S u t x u t x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

    

     

 

  (37) 

Далее, считая  0,1  произвольным числом, а  2 ,v t x  произ-

вольной допустимой управляющей функцией, специальное прираще-
ние управления  2 ,u t x  определим по формуле 

      2 2 2, ; , ; ,u t x v t x u t x       (38) 

и положим 

 2 , 0,u t x   

где  2 , ;v t x   – такая допустимая управляющая функция, что 
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     

      
2 2 2 2

2 2 2 2

, , , ; , , ,

, , , , , , .

f t x v t x f t x u t x

f t x v t x f t x u t x

  

 
  (39) 

Через     1 2, ; , , ;z t x z t x     обозначим специальное прираще-

ние состояния, отвечающее специальному приращению (38) управ-
ляющей функции  2 ,u t x . 

Из формулы (38) ясно, что  2 , ; 0z t x   , 

а представление (28) имеет вид  

 

          
1 0

2

1 1

2 2 2 2 2 2

, ;

, , , , , , , ; , , , .
t x

t s x

z t x

R t x s f s u s u s f s u s
 

 

  

          
 

Отсюда, переходя к норме и применяя условие Липшица, полу-
чим, что 

  2 5, ; ,z t x L      (40) 

где 5L  – некоторая постоянная, 5 const 0L   . 

С учетом формулы (39) и оценки формулы (32) из формулы (40) 
получаем, что  

           

            
2 1

1 0

1 2 2 1 2

1 1

2 2 2 2 2 2

, , , , ; , , ,

, , , , , , , , , , o .
t x

t t x x

S u t x u t x u t x S u t x u t x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

    

      
  

Полученные разложения в силу произвольности   и  позволяют 

сформулировать необходимое условие оптимальности типа дискретно-
го принципа максимума. 

Теорема 1. Если множества (31) и (32) выпуклы, то для опти-
мальности допустимого управления в рассматриваемой задаче необхо-
димо, чтобы неравенства 

          
1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , 0,
t x

t t x x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

     
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          
2 1

1 0

1 1

2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , 0
t x

t t x x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

     

выполнялись для всех    1 1 1, , ,v t x U t x D  ,    2 2 2, , ,v t x U t x D   со-

ответственно. 
Доказанная теорема является аналогом дискретного принципа 

максимума [12–15] для рассматриваемой задачи. 

4. Исследование особого случая  

Как известно [5, 10, 11], условие максимума является необходи-
мым условием оптимальности первого порядка. В этом подразделе 
изучается случай вырождения дискретного принципа максимума.  

Определение. Допустимое управление     1 2, , ,u t x u t x  назовем 

особым (в смысле принципа максимума Понтрягина) управлением  

[12, 15], если для всех    , , , , 1,2,i i iv t x U t x D i    выполняются сле-

дующие равенства: 

          
1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , 0,
t x

t t x x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

     

          
2 1

1 0

1 1

2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , 0.
t x

t t x x

H t x v t x t x H t x u t x t x
 

 

     

Из введенного определения следует, что в случае особых управ-
лений дискретный принцип максимума вырождается и, следовательно, 
становится неэффективным. Ввиду этого надо иметь новые необходи-
мые условия оптимальности.  

Из представления (28) с помощью формулы Тейлора получаем, что 

 

          
 

     

   

1 0

1

0

1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 1

1 1 1 1 5 1 1

1

2 1 2 1

, , , , , , , , , ,

( , ; 1, 1) , , 1, 1

, ( , ) o ,

, , 1, 1 1,

t x

t s x

z

x

s x

z t x R t x s f s u s f s u s

R t x t s R t x t x

G z t x z t x z t x

R t x t s B t s

 

 





        

      

     

      




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        
1 1 1 1 1 5 1 1, , o , .zG z t s z t s z t s       (41) 

Теперь займемся преобразованием  2 1,z t s  в формуле (41).  

Используя представление (27), будем иметь 

 

      

    

        
    

1

0 0

2 1 1 1 1 1

1 1

2 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 5 1 1

, , 1, 1 , ,

, , 1, 1 ,

, , , , , , , , ,

, , 1, 1 o , .

z

t x

z
t s x

R t x t x G z t x z t x

R t x t x G z t x

R t x s f s u s f s u s

R t x t x z t x

 

 

   

   

       

   


  (42) 

Далее  

  

   

      

        

        

 

0

1

1

0

1

0 0

1

2 1 2 1

2 1 1 1 1 1

1

2 1 2 1 2 1 1 1

11

1 1 1 1 1 1

2 1 2

, , 1, 1 , , 1,

1, , ,

, , 1, 1 , , 1, 1, ,

, , , , , , , , ,

, , 1, 1 , ,

x

s x

z

x

z
s x

ts

x t

R t x t s R t x t s

B t s G z t s z t s

R t x t s R t x t s B t s G z t s

R t x f u f u

R t x t s R t x t











 

      

   

        

            

   







      
0

1

1 2 1 5 1 11, 1, o , .
x

s x

s B t s z t s




    

  (43) 

Далее, используя дискретный аналог теоремы Фубини, т.е. меняя 
порядок суммирования, получаем, что 

 

   

      
      

   

1

0 0 0

1

0 0

1 1 1

2 1 2 1

2 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

2 1 2 1
1

, , 1, 1 , , 1,

1, , , , ,

, , , , , ,

, , 1, 1 , , 1,

t x s

t s x x

z

t x x

t s x s

R t x t s R t x t s

B t G z t R t s

f u f u

R t x t R t x t s

  

  

  

   

      

      

          

       



 
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    

        
12 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1, ,

, , , , , , , , , .

zB t s G z t

R t s f s u s f s u s

   

          (44)
 

С учетом тождеств (42)–(44) представление (41) записываем в виде  

 

          

      

      
   

    

1 0

1 0

0

1 1

2 2 2 2 2 2

1 1

2 1 1 1 2 1

1 1 1 1

1

2 1 2 1

2 1 5 1 1

2

, , , , , , , , , ,

, , 1, 1 , , , ,

, , , , , ,

, , 1, 1 , , 1,

1, o ,

, ,

t x

t s x

t x

z
t s x

x

s x

z t x R t x s f s u s f s u s

R t x t x G z t x R t x s

f s u s f s u s

R t x t s R t x t s

B t s z t s

R t x

 

 

 

 





        

    

      

       

   









   

    
0 0

1

1 1 1

1 2 1
1

2 1 1 1

1, 1 , , 1,

1, ,

t x x

t s x s

z

t R t x t s

B t s G z t

  

   

      

   

 

  

         2 1 1 1 1 1, , , , , , , , , .R t s f s u s f s u s         (45) 

Полагая 

    

   

      

1

1

2 1 1 1

1

2 1 2 1
1

2 1 1 1 2 1

( , , , ) , , 1, 1 ,

, , 1, 1 , , 1,

1, , , , , ,

z

x

s

z

Q s t x R t x t x G z t x

R t x t R t x t s

B t G z t R t



 

    

       

      

  

из формулы (45) получаем, что 

          

        

    

1 0

1 0

1 1

2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

2 1 5 1 1

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , 1, 1 o ,

t x

t s x

t x

t s x

z t x R t x s f s u s f s u s

Q s t x f s u s f s u s

R t x t x z t s

 

 

 

 

        

       

    



  
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



            (46) 

Считая     0 0, , ,u t x v t x  особым оптимальным управлением, его 

специальное приращение определим аналогично формуле (33).  
Тогда по формулам (33), (36) из формулы (26) получаем, что  
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x x







   

    2
2 , o .z t x    (47) 

Из формул приращения (27), (46) ясно, что  

         
1 0
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 

  

         
 
 (49)

 

Учитывая формулы (48), (49) в формуле (47), получим, что спра-
ведливо разложение  
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
      

   
    

 

  
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

           


 

(50) 

Из разложения (50), полагая 
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
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 

 

   (51) 

получим, что если     1 2, , ,u t x v t x  – особое оптимальное управление, то 
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
 

Теперь, если предположить, что  1 , 0u t x  , а специальное при-

ращение  2 , :u t x  управляющей функции  2 ,u t x  определить по 

формуле (38), то получим, что в особом случае 
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Полагая  
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из разложения (52) получаем, что если     1 2, , ,u t x u t x  – особое оп-

тимальное управление, то 

        
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
  

Исходя из формул (51), (52) сформулируем полученный результат. 
Теорема 2. Если     1 2, , ,u t x u t x  – особое, в смысле принципа 

максимума Понтрягина, оптимальное управление, то неравенства  
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  (53) 
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
  (54) 

выполняются для всех        1 1 1 2 2 2, , , , , , ,v t x U t x D v t x U t x D     со-

ответственно. 
Заметим, что из соотношений (53), (54), определяя  , , 1, 2,iv t x i   

специальным образом, можно получить относительно легко проверяе-
мые необходимые условия оптимальности особых управлений. Но они 
будут менее информативными. Докажем одно из них.  

В силу произвольности  , , 1, 2,iv t x i   их определим следующим 

образом: 

  
, ( , ) ( , ) , 1,2,

,
( , ), ( , ) ( , ).
i i

i
i

w t x D i
v t x

u t x t x

    
    

  (55) 

Здесь , 1,2,i iw U i   – произвольные постоянные векторы, 

а ( , ) , 1,2,iD i     – произвольные точки. Учитывая формулы (55) 

в неравенствах (53) и (54) (при 1i   в формуле (53), а при 2i   в фор-
муле (54)), соответственно получим, что 



Аналог дискретного принципа максимума и необходимое условие оптимальности … 
 

31 

 
     

    
1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , ( , , , )

, , , , , 0,

f w f u K

f w f u


           

        
  (56)  
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f w f u


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        
  (57) 

для всех 1 1 1, ( , )w U D    и 2 2 2, ( , )w U D    соответственно. 

Как видно, необходимые условия оптимальности (56) и (57) яв-
ляются более слабыми и менее информативными, чем условия опти-
мальности (53) и (54). 
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