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Настоящая статья продолжает исследования в рамках научного направления по эконо-
физике на кафедре информационных систем и математических методов в экономике экономиче-
ского факультета ПГНИУ. 

Описывается способ формирования инвестиционных портфелей из четырех активов на 
основе прогнозных доходностей, полученных с применением эконометрических моделей с длин-
ной памятью, и проверяется гипотеза о том, что оптимизация структуры портфеля по прогнозным 
доходностям, полученным с помощью таких моделей (на примере ARFIMA), позволяет улучшать 
характеристики портфеля в сравнении с оптимизацией по историческим доходностям. Для апро-
бации способа и проверки гипотез сформированы различные варианты портфелей из четырех 
финансовых инструментов. 

В ходе исследования получены следующие результаты. Параметры портфелей при оп-
тимизации по прогнозным данным в среднем не ухудшаются и в ряде случаев улучшаются, пото-
му что оптимизатор чаще определяет наиболее доходные активы и придает им больший вес. 
Определение наиболее доходных активов на основе прогнозных доходностей оптимизатору уда-
ется лучше, чем наименее рискованных, потому что авторегрессионные модели предсказывают 
тенденцию развития показателя, а не его волатильность. 

Сформулированы возможные направления дальнейших исследований: усовершенство-
вание методики, а именно: выполнение предпрогнозного фрактального анализа рядов, наложе-
ние более жестких ограничений по риску, применение других прогнозирующих моделей, реба-
лансировка портфеля; проведение исследований на данных фондового рынка США, заведомо 
более развитого в сравнении с российским; использование в качестве бенчмарка для оценки 
эффективности портфелей фондовых индексов. 

Ключевые слова: российский фондовый рынок, инвестиционный портфель, современ-
ная портфельная теория, прогнозирование доходности, волатильность, фрактальный анализ, 
модели с длинной памятью, ARFIMA, задача оптимизации, Python, R. 

R.V. Garafutdinov 

Реrm State University, Perm, Russian Federation 

APPLICATION OF THE LONG MEMORY MODELS  

FOR RETURNS FORECASTING IN THE FORMATION  

OF INVESTMENT PORTFOLIOS 

This paper continues research within the framework of the scientific direction in econophysics at 

the Department of Information Systems and Mathematical Methods in Economics of the faculty of Eco-

nomics of PSU. 



Р.В. Гарафутдинов 

 

172 

This paper describes the method of formation investment portfolios of four assets based on 

forecasted returns obtained using long memory econometric models and tests the hypotheses that the 

optimization of portfolio structure by forecasted returns obtained using such models (by the example of 

ARFIMA) allows to improve portfolio characteristics in comparison to the optimization by historical re-

turns. Different variants of portfolios of four financial instruments were formed to test the method and 

test the hypotheses. 

The study obtained the following results. Portfolio parameters do not deteriorate, on average, 

when optimized by forecasted data and, in some cases, they improve because the optimizer identifies 

the most profitable assets more often and gives them more weight. The optimizer is better at identifying 

the most profitable assets based on the forecasted returns than the least risky ones because the auto-

regressive models predict the trend of the index rather than its volatility. 

Finally in the paper there are formulated the possible directions for further research: improving 

the methodology, namely, performing preliminary fractal analysis of series, imposing stricter restrictions 

on risk, using other forecasting models, rebalancing the portfolio; conducting research on data from the 

U.S. stock market, which is certainly more developed in comparison with Russia; using stock indices as 

a benchmark for assessing the effectiveness of portfolios. 

Keywords: russian stock market, investment portfolio, modern portfolio theory, return forecasting, 
volatility, fractal analysis, long memory models, ARFIMA, optimization problem, Python, R. 

Введение 

Одним из важнейших способов получения дохода в условиях ры-

ночной экономики является инвестирование, которое подразумевает 

отказ от текущего потребления с целью получения прибыли в буду-

щем. Слабая (относительно западных) развитость российского фондо-

вого рынка, несбалансированность его структуры в пользу нефтегазо-

вого сектора, металлургии и финансов и недоверие частных инвесто-

ров к небанковским финансовым посредникам ограничивают воз-

можности экономики по привлечению свободных средств. При этом 

«стратегия портфельного инвестирования … показывает свою эффек-

тивность и на российском рынке: составленные на ее основе простей-

шие портфели демонстрируют показатели доходности, превосходящие 

доходность большинства входящих в них классов активов, при этом 

риски портфелей могут быть достаточно низкими» [1, с. 75]. В совре-

менных условиях важную роль приобретает разработка инновацион-

ных методов формирования портфелей, способных предоставить более 

точный прогноз финансового результата. 

Несмотря на свой солидный возраст, широко применяемой до сих 

пор остается теория инвестиционного портфеля за авторством 

Г. Марковица, развитая У. Шарпом, Дж. Тобином, Ф. Блэком и други-

ми, основанная на максимизации доходности инвестиций при миними-

зации риска. Ожидаемая величина доходности выражается математи-

ческим ожиданием исторических значений доходности, а величина 

риска – стандартным отклонением доходности [2]. Можно выделить 

две важнейшие задачи, стоящие перед портфельным инвестором: 1) 



Применение моделей с длинной памятью для прогнозирования доходности … 

 

173 

отбор слабосвязанных между собой активов с перспективами роста; 2) 

подбор такой структуры портфеля, которая максимизирует его предпо-

лагаемые характеристики в зависимости от целей инвестора (макси-

мальная доходность при заданном уровне риска или минимальный 

риск при заданном уровне доходности). Решение первой задачи явля-

ется сложным процессом и основано на изучении конъюнктуры рынка, 

диверсификации эмитентов ценных бумаг по отраслям экономики, 

предпочтениях инвестора, его интуиции и других не всегда строго 

формализуемых моментах. Выбор же структуры портфеля достигается 

применением математических методов оптимизации, в результате чего 

подбираются доли активов в портфеле, обеспечивающие наилучшие 

значения его показателей, рассчитанных по прошлым (историческим) 

доходностям активов. При этом предполагается, что в будущем веро-

ятностные характеристики цен этих активов (математическое ожида-

ние, стандартное отклонение) останутся неизменными, цены будут 

вести себя похожим образом. 

Однако инвесторов интересует не прошлая доходность, а буду-

щая. Практически, оптимизированный по историческим значениям цен 

портфель окажется оптимальным лишь в том случае, если будущая ди-

намика доходностей будет представлять собой константу. Конечно, в 

реальной жизни, в условиях нестабильной экономики, динамично ме-

няющихся рыночных условий, финансовых кризисов такая предпосыл-

ка невыполнима. Известно, что финансовые ряды нестационарны, ряды 

их доходностей обладают свойством кластеризации волатильности, 

наличием длинной памяти, распределением с «тяжелыми хвостами», 

масштабной инвариантностью [3]. За прошедшие более чем полвека с 

открытия Марковица, во-первых, произошли существенные изменения 

в экономике промышленно развитых стран, возник единый междуна-

родный рынок, к традиционному набору финансовых инструментов 

(акции, облигации, валюта) добавились новые, такие как производные 

инструменты (фьючерсы, опционы, депозитарные расписки) и крипто-

валюты. Во-вторых, сама экономическая наука, в том числе ее раздел, 

посвященный исследованию финансовых рынков, шагнула далеко впе-

ред, были накоплены гигантские массивы эмпирических данных, что 

обусловлено переходом торгов на финансовых рынках в электронную 

форму, выявлены новые закономерности в поведении финансовых 

процессов, выдвинута теория рынка, основанная на положениях фрак-

тальной геометрии. При этом в области портфельного инвестирования 

по-прежнему широко распространены идеи прошлого века, характери-
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зующиеся консервативным взглядом на природу и специфику поведе-

ния финансовых рынков. 

Нами было выдвинуто предположение, что если экстраполиро-

вать ряды доходностей активов, входящих в портфель, и при оптими-

зации вычислять целевой функционал не по историческим доходно-

стям, а по прогнозным, используя для предсказания фрактальные эко-

нометрические модели (на примере модификации интегрированной 

модели авторегрессии – скользящего среднего с длинной памятью, 

ARFIMA), то полученные портфели должны обладать более привлека-

тельными характеристиками (большей доходностью при меньшем  

риске), чем при применении классической модели средней дисперсии. 

Таким образом, целями исследования являются разработка и апроба-

ция методики формирования инвестиционных портфелей на базе про-

гнозных доходностей и сравнение портфелей, полученных таким спо-

собом, с портфелями, оптимизированными по историческим данным. 

В рамках исследования предполагается проверить гипотезу о том, что 

оптимизация портфеля по прогнозным доходностям, полученным с 

помощью моделей с длинной памятью (на примере ARFIMA), улучша-

ет их характеристики (доходность, риск). 

Прежде чем приступить к изложению методики исследования, 

следует начать с теоретического обзора, включающего анализ резуль-

татов предыдущих исследований и описание примененных в настоя-

щем исследовании методов. 

1. Теоретический обзор 

Вопросами применения и развития теории портфельного инве-

стирования занимались многие исследователи. В работе Д.Д. Бур-

кальцевой и И.Л. Ногас [4] формируются портфели на основе моделей 

Г. Марковица и У. Шарпа, делается вывод о большей эффективности и 

меньшей трудоемкости последней. Также в качестве недостатка моде-

лей указывается то, что они основываются на исторических данных 

деятельности рынка и могут приводить к погрешностям в условиях не-

стабильности и кризиса. А.А. Халяпин и другие в статье [5] применяют 

модель Дж. Тобина для формирования портфеля ценных бумаг компа-

ний, специализирующихся на сырьевой добыче. В качестве критерия 

отбора активов в портфель авторами использована информация о вы-

платах дивидендов эмитентами, что, с нашей точки зрения, является 

достаточно ненадежным способом отбора инвестиционно привлека-
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тельных активов, потому что для российских компаний существует 

высокий риск невыплаты дивидендов по решению акционеров. 

W. Chun и другие в статье [6] расширяют модель средней дисперсии за 

счет использования детрендированного кросс-корреляционного анали-

за (DCCA). Делается вывод, что модель портфеля Mean-DCCA более 

благоприятна для инвесторов в условиях фрактального рынка. В рас-

смотренных работах портфели неизменно формируются на основе ин-

формации об исторических доходностях активов. Есть исследования, 

основанные на неклассических подходах к формированию портфеля. 

Так, в статье И.Ю. Выгодчиковой и группы авторов [7] предложена 

модель формирования инвестиционного портфеля с использованием 

минимаксного критерия, которая может использоваться, когда тради-

ционные модели портфельного инвестирования неприменимы ввиду 

отсутствия требуемых для построения модели динамических рядов 

оцениваемых показателей доходности. В.Н. Михно предложена модель 

максимальной энтропии для формирования портфеля, предъявляющая 

более низкие по сравнению с известными подходами требования к ис-

ходным данным; в качестве доступной информации модель использует 

лишь диапазоны возможных значений целевого показателя (дисперсии, 

математического ожидания) для каждого рассматриваемого актива [8]. 

Ряд работ [9–11] посвящен подходу к решению задачи выбора активов, 

«согласно которому в портфель включаются активы, обладающие наи-

более стабильной и предсказуемой динамикой среди прочих, а индика-

тором стабильности являются фрактальные показатели» [11, с. 80]. Ре-

зультаты исследований этой гипотезе не противоречат; как утвержда-

ется в последней из упомянутых статье, фрактальная размерность 

ценовых рядов активов может служить более надежным критерием от-

бора, чем корреляция и диверсифицированность по отраслям экономи-

ки. Таким образом, существует многообразие методик формирования 

портфеля, в том числе и основанных на применении сложных матема-

тических методов, при этом проведенный анализ литературы показал, 

что оптимизация структуры портфеля по экстраполированным с по-

мощью фрактальных моделей рядам доходности не применяется. 

Для прогнозирования динамики курсов финансовых инструмен-

тов используется множество методов. Согласно мнению некоторых ав-

торов, наиболее адекватный математический аппарат для исследования 

сложного поведения финансовых показателей был разработан на осно-

ве фрактальной теории [12, с. 147]. Существуют расширения широко 

используемых эконометрических моделей (таких как линейная 
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ARIMA, нелинейная GARCH), учитывающие фрактальные свойства 

рыночных временных рядов. Исследования показали более высокую 

эффективность таких моделей в сравнении с классическими [13; 14]. 

Применению фрактального анализа для прогнозирования финансовых 

рядов уделяется не так много внимания. Данной проблемой занима-

лись G. Caporale и другие [15], S. Zhelyazkova [16], П.М. Симонов и 

Р.В. Гарафутдинов [13]. В данных работах показано, что финансовые 

ряды обладают длинной памятью и могут хорошо описываться различ-

ными фрактальными модификациями эконометрических моделей.  

В последней из перечисленных работ на большом массиве данных 

продемонстрированы преимущества таких моделей перед классиче-

скими в точности получаемых прогнозов. Ввиду этого, с нашей точки 

зрения, их применение для прогнозирования рядов доходностей акти-

вов в портфеле выглядит оправданным. 

Прежде чем переходить к методике исследования, кратко опишем 

модель оптимального инвестиционного портфеля Г. Марковица, моди-

фицированную для использования прогнозных доходностей, и прогно-

зирующую модель ARFIMA. 

2. Модель портфеля с применением прогнозных доходностей 

Классическая модель Марковица [2] широко известна и много-

кратно описана в научной литературе. Согласно ей основными число-

выми характеристиками доходности актива являются его математиче-

ское ожидание r и стандартное отклонение σ. Обозначим доходность 

портфеля как rp, стандартное отклонение портфеля как σp. Существует 

еще один показатель качества портфеля – коэффициент Шарпа [17]. Он 

рассчитывается как отношение премии за риск к величине риска. 

В данном исследовании при его расчете мы не вычитали безрисковую 

ставку доходности, потому что наличие дополнительной константы в 

формуле показателя не дает преимуществ при решении задачи оптими-

зации и сравнении портфелей. В этом случае коэффициент Шарпа по-

казывает долю доходности, приходящуюся на единицу риска, и его 

формула имеет вид 

Sh .
p

p

p

r



                                                (1) 

В нашем случае постановку задачи оптимизации портфеля можно 

записать следующим образом: 
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где n – количество активов в портфеле; iw  – доли активов; max  – пре-

дельно допустимое значение риска портфеля. В классическом варианте 

модели в качестве доходностей rt, 1, ,t T  где T – количество рассмат-

риваемых периодов, используются исторические доходности актива, 

известные на момент формирования портфеля. Величину исторической 

доходности актива обозначим histr , историческую доходность портфеля 

histpr , исторический риск актива hist , исторический риск портфеля 

histp . В нашем исследовании оптимизация структуры портфеля осу-

ществляется по прогнозным данным. Прогнозная доходность актива 

вычисляется по формуле 

pred pred1

1
,

T U

tt T
r r

U



 
                                          (3) 

где U – длина прогнозного интервала; 
pred tr  – предсказанная доход-

ность в момент времени t. Прогнозная доходность портфеля определя-

ется равенством 

pred pred1
.

n

p i ii
r w r


                                          (4) 

Прогнозный риск актива (ввиду относительно небольшого объема 

выборок используется несмещенная оценка стандартного отклонения) 

2

pred hist pred1

1
,

1

T U

tt

T U
r r r

T U T U T U





  
          

              (5) 

где 

hist

pred

, 1,
.

, 1,

t

t

t

r t T
r

r t T T U

 
 

  

                                  (6) 



Р.В. Гарафутдинов 

 

178 

В данном случае учитываются не только предсказанные значения до-

ходности, но и совокупный ряд, включающий как исторические, так и 

предсказанные значения. Причина такого подхода состоит в том, что 

глубина прогноза может составлять один шаг, а стандартное отклоне-

ние по единственному наблюдению оценить невозможно. Прогнозный 

риск портфеля можно вычислить по формуле 

pred pred , pred pred1 1
,

n n

p i j i j i ji j
R w w

 
                       (7) 

где 
pred ,i jR  – парный коэффициент корреляции Пирсона между доход-

ностями i-го и i-го активов на интервале 1, T U , т.е. между совокуп-

ными рядами доходностей активов, включающими как исторические, 

так и прогнозные значения. 

Чтобы оценить качество сформированных портфелей, следует 

сравнивать их между собой по фактическим (реализованным) значени-

ям доходности и риска. Эти величины рассчитываются по форму-

лам (3)–(7) на тех же временных интервалах, но прогнозные значения 

заменены фактическими. 

3. Модель с длинной памятью ARFIMA 

Методика моделирования и прогнозирования с использованием 

данной модели описана в работе [13]. ARFIMA(p, d, q), или дробно-

интегрированная модель авторегрессии – скользящего среднего поряд-

ков p, d, q является обобщением модели ARIMA (p, d, q). Ее вид: 

    Ф 1 ,
d

t tL L X L                                 (8) 

где tX  – исследуемый процесс (временной ряд); L  – оператор сдвига; 

 Ф L  – полином степени p от L ;  L  – полином степени q от L ; d – 

порядок интегрирования процесса tX . Параметры p, q могут прини-

мать целые неотрицательные значения, d может принимать также дроб-

ные значения. Этот параметр аппроксимируется следующим рядом: 

 
 

   0

Г
1 ,

Г Г 1

d k

k

k d
L L

d k






 

 
                             (9) 
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где Г  – гамма-функция. Параметры p, q модели позволяют моделиро-

вать эффекты короткой памяти, а параметр d – длинной. Он же позво-

ляет учитывать фрактальные свойства моделируемого процесса. 

Далее следует описать входные данные и изложить методику ис-

следования.  

4. Данные и методика исследования 

В качестве инструментальных средств исследования использо-

вался язык программирования Python 3.9 с набором библиотек для ин-

женерных и научных расчетов scipy, statsmodels, scikit-learn и других, а 

также табличный процессор Microsoft Excel. 

Исходными данными послужили котировки акций компаний, 

входящих в базу расчета индекса МосБиржи, – те же, что в работе [11]. 

Рассматривалась динамика цен активов с декабря 2008 г. по декабрь 

2019 г. Было решено ограничиться 2019 г., чтобы не затрагивать пери-

од пандемии COVID-19, вызвавшей существенные структурные изме-

нения мировой экономики. Количество активов с достаточной ценовой 

историей составило 21. Среди них обыкновенные и привилегирован-

ные акции российских компаний со следующими тикерами: AFLT, 

CHMF, FEES, GAZP, GMKN, LKOH, MAGN, MGNT, MTSS, NLMK, 

NVTK, PIKK, PLZL, ROSN, RTKM, SNGS, SNGSP, TATN, TATNP, 

TRNFP, UPRO. В качестве оптимизируемого показателя портфеля бы-

ло принято значение его годовой доходности 
yearpr . Источником дан-

ных о котировках финансовых инструментов послужил сайт «Фи-

нам.ру»
1
. Данный веб-ресурс не дает возможности экспортировать 

данные о ценах активов с периодичностью год, поэтому были исполь-

зованы месячные цены, по которым были вычислены месячные доход-

ности активов по формуле 

1
month

1

,t t

t

P P
r

P






                                             (10) 

где tP  – цена закрытия актива на начало месяца; 1tP  – цена закрытия 

актива на начало предыдущего месяца. Годовые доходности были вос-

становлены на основе месячных по формуле 

 12

year 1 monthП 1 1.t tr r                                      (11) 

                                                           
1
 Финам.ru – Экспорт котировок [Электронный ресурс]. URL: 

https://www.finam.ru/profile/moex-akcii/gazprom/export (дата обращения: 01.06.2021). 
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Интервал исторических годовых доходностей составил 10 на-

блюдений с декабря 2009 г. по декабрь 2018 г. включительно. Глубина 

прогноза была принята в размере одного шага, прогнозная и фактиче-

ская доходности определялись на декабрь 2019 г. 

Для построения моделей ARFIMA использовалась функция 

arfima() из пакета arfima языка программирования R (выполнение про-

граммного кода R в среде Python было достигнуто с помощью библио-

теки rpy2). Максимальным значением p и q при подборе моделей было 

взято 2 (более высокие порядки не рассматривались по причине того, 

что «такие модели имеют склонность к переобучению» [14, с. 94]). Ве-

личина порядка интегрирования d выбиралась алгоритмом. Были ис-

пользованы месячные доходности, потому что для идентификации па-

раметров авторегрессионной модели требуется не менее нескольких 

десятков значений, в особенности это условие актуально для моделей с 

длинной памятью. Правая граница интервала наблюдений, по которым 

осуществлялась аппроксимация моделей, – декабрь 2018 г. Левая гра-

ница подбиралась таким образом, чтобы полученные модели прошли 

проверки на адекватность: 1) в остатках модели не должно быть авто-

корреляции на уровне значимости 0,05 (проверялось с помощью теста 

Льюнга – Бокса, число лагов – 10); 2) остатки модели должны быть 

нормально распределены на уровне значимости 0,05 (проверялось с 

помощью теста Шапиро – Уилка). Как только удавалось получить мо-

дель, удовлетворяющую всем условиям, осуществлялось прогнозирова-

ние месячных доходностей на 12 шагов вперед, и по ряду прогнозных ме-

сячных доходностей вычислялась прогнозная годовая доходность. 

Следует отметить, что в первоначальные цели исследования вхо-

дила также проверка гипотезы о преимуществах моделей с длинной 

памятью (на примере ARFIMA) относительно моделей с короткой па-

мятью (на примере ARIMA) при формировании портфелей. Однако 

множественные вычислительные эксперименты показали, что в боль-

шинстве случаев для динамики доходностей активов не удается по-

строить адекватные модели ARIMA, не являющиеся моделями белого 

шума (сумма порядков авторегрессии p и скользящего среднего q ко-

торых составляет не меньше единицы). В этой связи от идеи такого 

сравнения пришлось отказаться. 

После получения прогнозных доходностей следует заняться фор-

мированием оптимальных портфелей. Было решено включать в порт-

фель по четыре актива. Выбор такого количества активов обусловлен 

тем, что это позволит достичь достаточно высокой степени диверси-



Применение моделей с длинной памятью для прогнозирования доходности … 

 

181 

фикации рисков при сохранении умеренной вычислительной трудоем-

кости эксперимента. Портфели формировались из каждой комбинации 

активов, количество которых было определено по формуле числа соче-

таний 
 

4

21

21!

21 4 !4!
C 


 и составило 5985. Для решения задачи оптими-

зации использовалась функция optimize.minimize() из пакета scipy. Па-

раметры оптимизатора: точность (допустимая величина ошибки) – 1e–

10, алгоритм – SLSQP (последовательное квадратичное программиро-

вание с ограничениями). Для каждой комбинации активов были сформи-

рованы различные портфели, при этом выполнялись следующие шаги: 

1. Определялось предельное значение риска портфеля, оптимизи-

рованного по историческим доходностям, hist

max  как величина стандарт-

ного отклонения тривиально сбалансированного портфеля из четырех 

активов, взятых в равных долях. 

2. Формировался портфель с целевым функционалом 
hist maxpr    

и ограничением 
hist

hist max .p    

3. Предельное значение риска портфеля, оптимизированного по 

прогнозным доходностям, pred

max  принималось равным 
histp . 

4. Формировались портфели с целевым функционалом 

pred maxpr   и ограничением 
pred

pred max .p    

В качестве критериев сравнения портфелей применены: фактиче-

ская (реализованная) доходность 
factpr  (выше – лучше), фактический 

(реализованный) риск 
factp  (ниже – лучше), фактический (реализо-

ванный) коэффициент Шарпа 
factSh p

 (выше – лучше). 

После описания методики исследования и определения критериев 

сравнения портфелей следует изложить и проанализировать получен-

ные в ходе апробации данной методики результаты. 

5. Результаты и их обсуждение 

На рисунке представлена гистограмма прогнозных и фактических 

доходностей каждого из активов. В качестве прогнозов приведены 

также средние значения, вычисленные по рядам исторических доход-

ностей. 
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Рис.  Прогнозные и фактические доходности активов 

Абсолютная ошибка прогноза ARFIMA-модели оказалась ниже, 

чем у модели, прогнозирующей среднее, в 13 случаях из 21. Усреднен-

ная по всем активам абсолютная ошибка (MAE) ARFIMA-модели так-

же оказалась ниже и составила 0,2375 против 0,3271 у модели средне-

го. Можно констатировать, что ARFIMA генерирует значительно более 

точные прогнозы. Тем не менее в рамках данного исследования стоит 

задача выяснить, проявляется ли это преимущество при подборе струк-

туры инвестиционного портфеля. 

После множественных вычислений был получен набор результи-

рующих данных, фрагмент которого представлен в табл. 1. 

Таблица 1 

Характеристики сформированных портфелей (фрагмент) 

Активы 

max  factpr   factp  factSh p  w1 w2 w3 w4 
1 2 3 4 

Оптимизация по историческим доходностям 

hist hist maxmax,p pr     

MGNT NLMK PIKK PLZL 0,79 0,16 0,76 0,21 0,17 0,00 0,40 0,43 

MGNT NVTK PIKK PLZL 0,81 0,11 0,78 0,14 0,00 0,82 0,18 0,00 

MTSS NLMK NVTK PIKK 0,69 0,16 0,66 0,24 0,19 0,00 0,81 0,00 

MTSS NLMK NVTK PLZL 0,54 0,24 0,51 0,48 0,26 0,00 0,39 0,35 
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Окончание табл. 1 

Активы 
max  factpr  factp  factSh p  w1 w2 w3 w4 

1 2 3 4 

MTSS NLMK PIKK PLZL 0,61 0,22 0,58 0,38 0,14 0,11 0,21 0,55 

MTSS NVTK PIKK PLZL 0,62 0,21 0,59 0,35 0,03 0,55 0,00 0,41 

NLMK NVTK PIKK PLZL 0,71 0,15 0,68 0,21 0,00 0,84 0,00 0,16 

Оптимизация по прогнозным доходностям 

pred pred maxmax,p pr     

MGNT NLMK PIKK PLZL 0,76 0,32 0,65 0,49 0,00 0,00 0,00 1,00 

MGNT NVTK PIKK PLZL 0,78 0,11 0,75 0,15 0,00 1,00 0,00 0,00 

MTSS NLMK NVTK PIKK 0,66 0,16 0,66 0,24 0,18 0,00 0,82 0,00 

MTSS NLMK NVTK PLZL 0,51 0,24 0,51 0,46 0,29 0,00 0,43 0,27 

MTSS NLMK PIKK PLZL 0,58 0,21 0,58 0,36 0,00 0,26 0,00 0,74 

MTSS NVTK PIKK PLZL 0,59 0,20 0,59 0,33 0,08 0,61 0,00 0,32 

NLMK NVTK PIKK PLZL 0,68 0,14 0,68 0,21 0,00 0,86 0,00 0,14 

 

Как можно заметить, предельное значение риска, характерное для 

тривиально сбалансированного портфеля, как правило, оказывается 

очень высоким (в рассмотренном примере  hist

max 0,54; 0,81  ), и вряд ли 

на практике найдется инвестор с такой степенью толерантности к рис-

ку. Причиной столь высоких значений стандартного отклонения до-

ходности является случайный выбор активов, продиктованный исклю-

чительно техническими моментами (наличие достаточной предысто-

рии котировок, успех построения адекватной модели). Поскольку 

целью данного исследования является не поиск стратегии инвестиро-

вания, позволяющей получить портфель с наилучшими характеристи-

ками, а сравнение способов оптимизации структуры портфеля на при-

мере произвольных активов, высокое предельное значение риска вы-

глядит допустимым. Следует отметить, что в некоторых случаях 

оптимизатор помещает в портфель единственный актив. Причиной 

этого также является высокое предельное значение риска, что позволя-

ет включить в портфель только наиболее доходный актив. 

Чтобы сравнить между собой портфели, оптимизированные по 

прогнозным и историческим доходностям (обозначим их соответст-
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венно «ARFIMA-портфель» и «исторический портфель»), была состав-

лена следующая сводная табл. 2. 

При сравнении доходности доля случаев безусловного преиму-

щества оптимизации по историческим данным оказалась на 37 % 

меньше, чем процент случаев преимущества ARFIMA-портфеля. 

По всей видимости, это связано с большей достоверностью прогноз-

ных данных в сравнении с простым математическим ожиданием 

(см. рисунок). В случае сравнения по риску преимущество прогнозных 

портфелей сокращается, оно составило только 11,6 %. Стандартное от-

клонение авторегрессионными моделями предсказывается хуже, что 

выглядит закономерным, учитывая склонность их прогнозов к усредне-

нию значения показателя, они прогнозируют тенденцию, а не волатиль-

ность (скачки) [18]. Наконец, по коэффициенту Шарпа (отношение до-

ходности к риску) ARFIMA-портфели оказались лучше исторических в 

42,6 % раз чаще. 

Таблица 2 

Статистика качества сформированных портфелей 

Наблюдаемый  

результат 

Количество 

прецедентов 

Доля от общего 

 числа прецедентов 

(комбинаций активов 5985) 

Сравнение по доходности factpr  

ARFIMA-портфель лучше 3805 63,58 % 

Исторический портфель 

лучше 
1586 26,50 % 

Сравнение по риску factp   

ARFIMA-портфель лучше 2776 46,38 % 

Исторический портфель 

лучше 
2081 34,77 % 

Сравнение по коэффициенту Шарпа factSh p   

ARFIMA-портфель лучше 4068 67,97 % 

Исторический портфель 

лучше 
1518 25,36 % 
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Следует отметить, что к ограничениям примененной методики 

сравнения портфелей можно отнести то, что не задавалась минималь-

ная величина разницы между показателями доходности и риска, при 

недостижении которой отличие можно считать существенным и гово-

рить о явном преимуществе того или иного портфеля по данному показа-

телю. Например, доходность одного из портфелей может превышать до-

ходность другого на десятитысячную долю процента, что на практике 

делает данные портфели равнодоходными, однако в нашем случае 

именно первый портфель учтен как обладающий преимуществом по 

доходности. 

По результатам проведенного исследования можно сделать сле-

дующие выводы: 

1. Гипотеза о том, что оптимизация портфеля по прогнозным до-

ходностям с применением ARFIMA-модели улучшает их характери-

стики, не отвергается. Проведенный вычислительный эксперимент по-

казал, что параметры портфелей как минимум не ухудшаются в срав-

нении с оптимизацией по историческим данным, а в значительной 

части случаев оказываются лучшими. Причиной этого является то, что 

величина предсказанных доходностей зачастую оказывается ближе к 

фактической, чем обычное математическое ожидание, что позволяет 

оптимизатору чаще определять наиболее доходные активы и прида-

вать им больший вес. Стоит отметить, что результаты, демонстри-

рующие столь убедительное превосходство прогнозных портфелей, 

получены при очень высокой степени толерантности к риску, и, возмож-

но, следует повторить эксперимент на более низкорисковых активах. Од-

нако, по нашему мнению, нет оснований предполагать, что характер ре-

зультатов подобного исследования будет принципиально иным. 

2. Определение наиболее доходных активов на основе прогноз-

ных доходностей оптимизатору удается лучше, чем наименее риско-

ванных, предположительно это вызвано особенностью авторегресси-

онных моделей, которые предсказывают тенденцию развития показа-

теля, а не его волатильность. 

В заключении определим ограничения использованной методики 

исследования и очертим возможные направления дальнейшей работы. 

Заключение 

По итогам исследования можно сказать, что использование для 

оптимизации структуры портфеля моделей с длинной памятью проде-
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монстрировало преимущества в сравнении с классической моделью 

средней дисперсии, так как в некоторых условиях, предположительно 

связанных с фрактальными свойствами моделируемых рядов, данный 

подход позволил сформировать более инвестиционно привлекательные 

портфели. По нашему мнению, апробированный способ формирования 

портфелей заслуживает внимания. Моделирование ожидаемой дина-

мики доходности портфеля при помощи современных математических 

методов и теории фракталов взамен применения в качестве прогнозной 

доходности простейшего математического ожидания в ряде случаев 

позволяет более адекватно описывать реальные рыночные процессы и, 

как следствие, формировать более доходные и менее рискованные 

портфели. Примененный способ можно обсуждать как возможное при-

ложение фрактального подхода к прогнозированию финансовых рядов. 

При этом методика данного исследования обладает рядом огра-

ничений. Так, для прогнозирования доходностей были использованы 

модели с длинной памятью ARFIMA, но не был выполнен предпро-

гнозный анализ фрактальных свойств ценовых рядов активов, под-

тверждающий наличие в них длинной памяти. Другим моментом, ко-

торый сложно назвать положительным, явилось то, что была выбрана 

очень высокая степень толерантности к риску формируемых портфелей. 

Направлениями будущих исследований могут стать следующие: 

 выполнение предпрогнозного анализа рядов и применение дру-

гих прогнозирующих моделей (например, фрактальных модификаций 

GARCH); 

 наложение более жестких ограничений по величине риска на 

портфель; 

 обращение к фондовому рынка США, как значительно более 

развитому, обладающему большим многообразием эмитентов и богат-

ством данных, доступных для анализа; 

 использование в качестве бенчмарка для оценки эффективности 

портфелей фондовых индексов; 

 расширение методики возможностью оперативной ребаланси-

ровки портфеля, основанной на многократном повторном моделирова-

нии и получении новых прогнозов доходности с учетом новейших дан-

ных, в соответствии с которыми корректируется структура портфеля. 

Рассмотренный способ определения оптимальной структуры 

портфеля может стать одним из пунктов методики формирования ин-
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вестиционных портфелей с применением эконометрических моделей и 

фрактального анализа, разрабатываемой в рамках исследований, про-

водимых на кафедре ИСММЭ ПГНИУ. 
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