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МЕТОД КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОГО СОЦИАЛЬНО-

ЭКОНОМИЧЕСКОГО ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  

Посвящена проблеме математического моделирования социально-экономических про-
цессов на основе конечно-разностных моделей 1-го и 2-го порядков. Необходимость разработки 
и оценки качества таких моделей возникает в силу того, что классические математические мето-
ды обладают рядом недостатков. В частности, множественные линейные регрессионные модели 
не дают удовлетворительного качества прогнозирования, а алгоритм оценки параметров регрес-
сионно-дифференциальных моделей сложен в реализации и имеет ряд неинтерпретируемых 
настроек. Путем замены в регрессионно-дифференциальных моделях 1-го и 2-го порядков зна-
чений производных моделируемого показателя их эквивалентами в конечных разностях были 
получены модификации линейной множественной регрессии, включающие авторегрессионные 
слагаемые 1-го и 2-го порядков. Для оценки неизвестных параметров полученных уравнений 
возможно применение метода наименьших квадратов, при этом накладывается дополнительное 
условие сохранения коэффициентами при факторах знаков, которые характерны для них в ли-
нейной регрессионной модели. Аппроксимационные свойства полученных уравнений в силу на-
личия большего числа объясняющих переменных превосходят обычные регрессионные модели. 
Однако с практической точки зрения более важным критерием является качество получаемых на их 
основе прогнозных значений изучаемых показателей. С целью оценки прогностических свойств 
предложенных уравнений была выполнена оценка параметров классических линейных и модифи-
цированных уравнений по укороченным наборам статистических данных для 59 социально-
экономических объектов различной природы. Расчет и сравнение прогнозных значений для по-
следних временных периодов показали, что множественные линейные модели с авторегрессион-
ными слагаемыми дают лучшее качество прогнозирования по сравнению с классическими множе-
ственными линейными моделями для 49 из 59 рассмотренных наборов данных. Это позволяет ут-
верждать, что предложенная модификация множественной линейной модели может быть 
эффективна для целей краткосрочного прогнозирования в социально-экономических системах. 
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FINITE DIFFERENCES METHOD 

FOR SOCIO-ECONOMIC MODELING 

In the issue we consider socio-economic processes modeling based on first and second order 
finite differences models. Since commonly used modeling methods have drawbacks and thus are not 
universal it was necessary to develop alternative methods which are better in some aspects. Specifically 
multiple linear regression models have limited prediction abilities, and differential regression coefficient 
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evaluation method is quite complex and have some economically uninterpreted excess tunings. In our 
research we replaced first and second order derivatives in differential regression models with their finite 
differences equivalents and thus gained a multiple linear regression model modification which includes 
first and second order auto regression items. Estimation of their parameters can be done using a modi-
fication of least-squares method in which we demand that factor coefficients signs for models with and 
without auto regression items are the same. Due to additional items in the modified linear regression 
models their approximation capacity is greater than of a common model. However for application pur-
poses model forecasting capacity is more important, i.e. the forecasting efficiency criterion is the most 
significant for a decision making. In order to estimate forecasting potential of modified multiple linear 
regression models we performed coefficient estimation of unmodified and modified equations for 59 
various socio-economic data sets. We used shortened time series, so we could calculate model values 
and compare them to actual data. It was determined that modified multiple linear regression models 
allowed to make better predictions in 49 (76.3 %) cases. We can now assume that addition of auto re-
gression items into multiple linear regression model can increase short-term forecasting efficiency. 

Keywords: mathematic modeling, correlation analysis, multiple linear regression, least-squares 
method, differential regression model, finite differences model, socio-economic data, forecasting, auto 
regression, approximation, relative error. 

Введение 

В настоящее время для принятия обоснованных управленческих 
решений в социально-экономических системах используются различные 
математические методы. Достаточно распространенной темой публика-
ций отечественных и зарубежных авторов является прогнозирование со-
циально-экономических систем с применением линейных многофактор-
ных моделей (ЛММ). Так, в источнике [1] построена линейная многофак-
торная модель, которая описывает динамику безработицы в РФ, 
выявлены закономерности изменения зависимости безработицы от на-
численной заработной платы и доли занятых лиц. В работе [2] с помощью 
многофакторной линейной регрессии построена модель зависимости ва-
лового регионального продукта Краснодарского края от ключевых соци-
ально-экономических показателей региона. Авторы статьи [3] с помощью 
ЛММ получили прогноз энергопотребления РФ, а также выявили зако-
номерности изменения динамики энергопотребления в зависимости от 
включенных в модель факторов. В статье [4] проведен анализ фактиче-
ских данных о величине доли студентов, использующих образовательный 
кредит, и построена многофакторная модель линейной регрессии, на ос-
нове которой были вычислены прогнозные значения результативного 
признака. Авторы работы [5] модернизировали прогностические регрес-
сионные модели в условиях расширения знаний о новой коронавирусной 
инфекции COVID-19. В источнике [6] предложена модель множествен-
ной линейной регрессии для прогнозирования активных случаев в еже-
дневных данных COVID-19 Индии и штата Одиша. В источнике [7] смо-
делировано грузовое производство сельскохозяйственных товаров в Ин-
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дии с использованием множественной линейной регрессии. Авторы рабо-
ты [8] приводят сравнение моделей «случайного леса» и множественной 
линейной регрессии для оценки активности внеклеточных ферментов 
почв Китая. Преимуществами данного метода являются простота по-
строения модели и наличие экономической интерпретации ее коэффици-
ентов. При этом прогнозирование на основании моделей данного типа 
дает недостаточно качественный результат, особенно в условиях сущест-
венной волатильности (вариации) входящих в модель показателей. 

С развитием компьютерной техники все большее распространение 
получает моделирование на основе панельных данных, являющееся раз-
витием регрессионных моделей и позволяющее одновременно моделиро-
вать динамику и структуру изучаемых объектов. Авторы статьи [9] ис-
пользуют модель сглаженной квантильной регрессии для изучения асим-
метричного воздействия денежно-кредитной политики на деловой цикл с 
использованием данных по 40 странам. В источнике [10] предлагается 
новый интегрированный подход для оценки моделей панельных данных, 
когда ненаблюдаемые индивидуальные эффекты входят в модель нели-
нейно, причем данная методология работает даже в краткосрочных пане-
лях среднего размера как в статических, так и в динамических моделях. 
В работе [11] предпринята попытка оценки роли природных ресурсов для 
международной торговли и финансового развития территорий на основа-
нии статистического анализа панельных данных по 30 различным странам, 
однако анализ проводится на макроуровне, а единый набор факторов в мо-
дели не позволяет учитывать специфику конкретного субъекта хозяйство-
вания. Реализация данного метода предполагает составную структуру объ-
екта исследования (например, регионы федерального округа), метод 
не может быть использован на уровне единичного (отдельного) объекта. 

Кроме того, ряд авторов используют регрессионно-дифференци-
альные модели для прогнозирования социально-экономических систем. 
Так, в статье [12] выбрана регрессионно-дифференциальная модель 
2-го порядка, смоделированы показатели развития индекса человеческо-
го развития на примере Германии. Авторы работы [13] построили мо-
дель на основе обыкновенного дифференциального уравнения 2-го по-
рядка для осуществления прогноза развития горнодобывающей про-
мышленности Пермского края. В работе [14] постороена регрессионно-
дифференциальная модель 1-го и 2-го порядков, осуществлен прогноз 
реализации хлористого калия ПАО «Уралкалий» на внутреннем рынке. 
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Авторы работы [15] на основании регрессионно-дифференциальной 
модели 2-го порядка получили прогноз факторов и динамики измене-
ния туризма в Турции. В статье [16] разработана экономико-матема-
тическая модель на базе дифференциального уравнения 2-го порядка, 
позволяющая использовать статистические данные и прогнозировать 
тренд инвестиционной и строительной деятельности Российской Федера-
ции. Авторы работы [17] исследуют модель ценового динамического рав-
новесия, основанную на дифференциальном уравнении волны вероятно-
сти цены и объема на китайском фондовом рынке. Преимуществами дан-
ного метода являются достаточно высокое качество прогнозирования, а 
также присутствие в модели слагаемых, позволяющих учесть скорость 
изменения моделируемых процессов во времени, в результате чего дина-
мика показателя оказывается более точной. Однако построение таких мо-
делей является сложным процессом, имеющим большое количество на-
строек, часть из которых не может быть обоснована теоретически или 
эмпирически (наличие времени запаздывания влияния контролируемых 
факторов на зависимый показатель [18]), а практическая реализация ме-
тода требует специального программного обеспечения. 

В источнике [19] авторы применяют методы опорных векторов и 
дифференциальной эволюции для построения регрессионной модели 
прогнозирования уровня сахара в крови. В статье [20] исследуется точ-
ность прогнозов поставок материнских плат тайваньских производите-
лей посредством опорной модели векторной регрессии с алгоритмом 
дифференциальной эволюции. Метод опорных векторов имеет смысл 
применять в задачах большой размерности; в случае малого числа фак-
торов и наблюдений его использование нецелесообразно. 

Таким образом, существуют различные методы моделирования и 
прогнозирования экономических процессов, каждый из которых имеет 
как преимущества, так и недостатки и ограничения в использовании. 
Наиболее распространенными из них являются регрессионные – мно-
жественные линейные и дифференциальные. В данном исследовании 
сделана попытка разработки комплексного метода на основании ЛММ 
и РДМ, объединяющего их преимущества и лишенного недостатков. 
При этом в качестве базы сравнения при разработке и исследовании 
комплексного метода целесообразно рассматривать его отдельные со-
ставляющие. Такой метод представляет существенный интерес как с 
научной, так и с прикладной точки зрения, поскольку позволяет про-
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гнозировать значения моделируемых показателей в краткосрочной 
перспективе, а значит, принимать обоснованные решения для целей 
управления ими. Разработка метода предполагает анализ данных офи-
циальной статистики с целью формирования информационной базы 
исследования, разработку конкретной экономико-математической мо-
дели, позволяющей как адекватно описывать имеющиеся данные, так и 
делать на их основе краткосрочные прогнозы приемлемого качества. 

1. Теория 

В рамках данной статьи нашей задачей является построение моди-
фикации множественной линейной модели путем включения в нее авто-
регрессионных слагаемых 1-го и 2-го порядков и проверки ее лучших ап-
проксимационных и прогностических свойств по сравнению с базовой 
линейной моделью. Разработку и проверку работоспособности соответст-
вующего метода выполним на основании имеющихся в нашем распоря-
жении 59 наборов статистических данных, характеризующих экономиче-
ские объекты различной природы. На основании этих данных были по-
строены модели ЛММ и их соответствующие модификации и выполнено 
их сравнение, при этом особое внимание уделялось качеству, адекватно-
сти объясняющих свойств и экономической интерпретации полученных 
на их основании результатов. 

На основании статистических данных могут быть построены раз-
личные модели экономических объектов. Наиболее простой и часто 
используемой является линейная многофакторная модель (ЛММ), 
в общем случае имеющая вид 

 Yрасч(tk) = a + c1X1(tk) + c2X2(tk) +…+ cpXp(tk) = 
1

( )
m

i i k
i

a c X t
=

+ , (1) 

где tk – момент времени, k = 1, 2, …, K; Yрасч(tk) – расчетное значение 
моделируемой величины в момент времени tk; a – постоянная линей-
ной многофакторной модели, определяющая уровень моделируемой 
величины при нулевых значениях факторов; Xi(tk) – значения факторов, 
определяющих значение моделируемой величины, в момент времени tk, 
i = 1,2, …, m; ci – коэффициенты линейной множественной модели, по-
казывающие, на сколько изменится моделируемая величина при уве-
личении соответствующего фактора Xi на 1. 
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Для определения коэффициентов модели по статистическим дан-
ным – набору векторов вида Y(tk), X1(tk), X2(tk),…, Xp(tk), k = 1, 2, …, K, – 
минимизируется сумма квадратов отклонений фактических и модель-
ных значений вида 

 ( )2

расч
1

( ) ( )
K

k k
k

S Y t Y t
=

= − . (2) 

Для целей прогнозирования хорошо зарекомендовали себя рег-
рессионно-дифференциальные модели 1-го и 2-го порядков, имеющие 
соответственно вид 

 
1

1

( )
( ) ( )

m
k

k i i k
i

dY t
a bY t c X t

dt −
=

= + +  (3) 

и 

 

2

12
1

( ) ( )
( ) ( ) ,

m
k k

k i i k
i

d Y t dY t
a bY t c X t d

dt dt−
=

= + + +  (4) 

где a – константа, характеризующая влияние второй производной 
d2Y(tk)/dt2 при построении тренда; b – коэффициент обратной связи, от-
ражающий влияние моделируемой величины Y(t) на ее вторую произ-
водную d2Y(tk)/dt2; d – коэффициент обратной связи, отражающий влия-
ние производной моделируемой величины dY(tk)/dt на ее вторую произ-
водную d2Y(tk)/dt2; ci – коэффициент влияния факторов, i = 1,2,…,m. 

Неизвестными являются все коэффициенты (a, b, ci, d) и началь-
ное условие Y'0 для РДМ 2-го порядка. Их определение представляет 
собой решение задачи безусловной минимизации суммы квадратов от-
клонений фактических значений моделируемой величины Y(t) в задан-
ные моменты времени tk, k = 1,2,…,K, от соответствующих модельных 
значений Yрасч(t), т.е. 

 (Y'0, a, b, ci, d): S(Y'0, a, b, ci, d) = ( )pacч
1

( ) ( )
K

k k
k

Y t Y t
=

− →min.  

Поскольку моделирование осуществляется по статистическим дан-
ным, информация о функции Y(t) и ее производных ограничена имею-
щимся набором значений Y(tk), k = 1, 2,…,K. Из численных методов из-
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вестно, что оценка первой и второй производных функции может быть 
выполнена по формулам, основанным на конечных разностях: 

 
2

1 2
2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( )k k k kd Y t Y t Y t Y t

dt t
− −− +≈

Δ
, (5) 

 1 2( ) ( ) ( )k k kdY t Y t Y t

dt t
− −−≈

Δ
 (6) 

 1( ) ( ) ( )k k kdY t Y t Y t

dt t
−−≈

Δ
. (6′) 

Подставляя формулу (6') в формулу (3), получим 1( ) ( )k kY t Y t

t
−− =

Δ

1( )ka bY t −= + +
1

( )
m

i i k
i

c X t
=
 . В силу того, что временной шаг по стати-

стическим данным составляет 1 год, т.е. ∆t = 1, выражая из полученно-
го уравнения Y(tk), получим 

 расч 1
1

( ) ( 1) ( ) ( ).
m

k k i i k
i

Y t a b Y t c X t−
=

= + + +  (7) 

Аналогично подставляя формулы (5) и (6) в формулу (4), получим 

1 2 1 2
2

1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

m
k k k k k

i i
i

Y t Y t Y t Y t Y t
a bY t c X t d

t t
− − − −

=

− + −≈ + + +
Δ Δ . При 

∆t = 1 имеем 1 2 1
1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
m

k k k k i i
i

Y t Y t Y t a bY t c X t− − −
=

− + ≈ + + +  

( )1 2 ( ) ( )k kd Y t Y t− −+ − , откуда 

 расч 1 2
1

( ) ( 2) ( ) (1 ) ( ) ( )
m

k k k i i
i

Y t a b d Y t d Y t c X t− −
=

= + + + − + + . (8) 

Понятно, что Y(tk–1) представляют собой значение моделируемой 
величины в момент времени, предшествующий текущему значению 
Y(tk), а Y(tk–2) есть значение моделируемой величины в момент времени, 
предшествующий Y(tk–1). Очевидно, что выражение (7) представляет 
собой сумму правой части множественной линейной модели (1) и ве-
личины, пропорциональной Y(tk–1), а выражение (8) есть сумма правой 
части (1) и величин, пропорциональных Y(tk–1) и Y(tk–2). Это означает, 
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что значения моделируемой величины зависят от их уровней в предшест-
вующие моменты времени, а переход к разностным оценкам производ-
ных в РДМ позволил получить модификации ЛММ с авторегрессионны-
ми слагаемыми 1-го и 2-го порядков. Оценка параметров полученных 
уравнений, как и в случае ЛММ, может быть выполнена с помощью ме-
тода наименьших квадратов путем минимизации функционала (2). 

2. Данные и методы 

Назовем уравнения (7) и (8) конечно-разностными моделями 1-го 
и 2-го порядков (КРМ-1 и КРМ-2) соответственно. Наличие в КРМ до-
полнительных объясняющих факторов позволяет утверждать, что они 
обладают лучшими аппроксимационными свойствами по сравнению с 
ЛММ. Однако с практической точки зрения больший интерес пред-
ставляют прогностические свойства моделей и интерпретируемость 
оценок их параметров. Поскольку КРМ-1 и КРМ-2, по сути, представ-
ляют собой сумму ЛММ и авторегрессионных моделей 1-го и 2-го по-
рядков соответственно, для оценки коэффициентов КРМ целесообраз-
но использовать следующий алгоритм: 

– на основании имеющихся статистических данных выполнить 
корреляционный анализ изучаемого показателя Y и определяющих его 
значение факторов Xi; 

– на основании результатов корреляционного анализа исклю-
чить из модели факторы с высокой взаимной корреляцией, что позво-
ляет обеспечить интерпретируемость коэффициентов и их качествен-
ную оценку; 

– путем минимизации выражения (2) оценить неизвестные коэф-
фициенты ЛММ a и ci, i = 1,2, …, m, проверить соответствие их значе-
ний и знаков сущности и специфике изучаемого объекта; 

– путем минимизации выражения (2) при условии сохранения ко-
эффициентами a и ci, i = 1,2, …, m, знаков, полученных для ЛММ, оце-
нить неизвестные коэффициенты моделей КРМ-1 и КРМ-2. 

Отметим, что мультиколлинеарность в экономических моделях 
приводит к несостоятельности оценок их параметров только в сочета-
нии с иными негативными факторами [21]. При этом исключение тесно 
коррелированных факторов только на основании анализа парных ко-
эффициентов корреляции не всегда корректно [22]. Таким образом, от-
бор факторов в модель выполнялся для каждого объекта исследования 
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исходя из экономических соображений с учетом результатов анализа 
матрицы парных коэффициентов корреляции [23]. 

Оценка неизвестных параметров ЛММ и КРМ была выполнена 
средствами Visual Basic for Applications в MS Excel. Оценка прогно-
стических свойств КРМ была выполнена следующим образом: 

– рассчитана относительная погрешность прогноза с использова-
нием ЛММ как отношение разности фактического и модельного зна-
чений изучаемого показателя к его фактическому уровню, выраженное 
в процентах; 

– рассчитана относительная погрешность прогноза с использова-
нием КРМ как отношение разности фактического и модельного значе-
ний изучаемого показателя к его фактическому уровню, выраженное в 
процентах; 

– показатель качества прогнозирования с использованием КРМ 
был рассчитан как частное от деления относительной погрешности 
прогнозирования КРМ на относительную погрешность прогнозирова-
ния ЛММ, умноженное на 100 %. 

3. Полученные результаты 

Как уже отмечалось ранее, проверка применимости КРМ для про-
гнозирования социально-экономических процессов была выполнена на 
основании 59 наборов данных различной природы с исключенными по 
результатам корреляционного анализа тесно связанными факторами. 
В результате реализации алгоритма оценки коэффициентов конечно-
разностных моделей были выполнены постпрогнозы и построены сравни-
тельные графики для ЛММ, КРМ-1 и КРМ-2 с постпрогнозами на 1 (рис. 1) 
и 2 года (рис. 2). Сравнительный анализ по совокупности данных позво-
лил установить, что в подавляющем большинстве случаев на основании 
КРМ удается добиться лучшего качества прогнозирования, а именно: 

– в 76,3 % случаев хотя бы один прогноз КРМ оказывается луч-
ше, чем ЛММ; 

– в 22,0 % случаев все прогнозы КРМ оказываются лучше, чем 
ЛММ; 

– в 35,6 % случаев оба КРМ-прогноза на 2 года оказываются 
лучше ЛММ; 

– в 39,0 % случаев оба КРМ-прогноза на 1 год оказываются луч-
ше ЛММ; 
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– в 32,2 % случаев оба КРМ-1 прогноза оказываются лучше, чем 
ЛММ; 

– в 35,6 % случаев оба КРМ-2 прогноза оказываются лучше 
ЛММ. 
 

 

Рис. 1. Пример прогнозирования экономико-статистического показателя 
на 1 год:  исходные данные;  ЛММ;  КРМ-1;  КРМ-2 

 

Рис. 2. Пример прогнозирования экономико-статистического показателя 
на 2 года:  исходные данные;  ЛММ;  КРМ-1;  КРМ-2 

Заключение 

Таким образом, разработанная в рамках исследования модификация 
ЛММ с авторегрессионными слагаемыми 1-го и 2-го порядков показала 
свою лучшую работоспособность в 49 случаях из 59 рассмотренных на-
боров данных. По результатам оценки значений коэффициентов моделей 
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и прогнозирования на их основе оказалось, что в 76,3 % случаев по край-
ней мере один из КРМ-прогнозов оказывается точнее ЛММ и в 35,6 % 
случаев прогнозы КРМ на 1 и 2 года оказываются точнее, чем ЛММ 
(см. рис. 1 и 2). Это означает, что использование моделей КРМ для моде-
лирования и прогнозирования сложных социально-экономических про-
цессов в определенных условиях дает лучшие результаты по сравнению с 
традиционно используемыми методами прогнозирования и, следователь-
но, эти модели могут быть использованы в дальнейших исследованиях. 
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