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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СУММИРОВАНИЯ 

ВРАЩАТЕЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ 

Средствами прикладной математики решаются задачи, относящиеся к области автоматиза-
ции и управления технологическими процессами, а именно аналитическое описание суперпозиций 
вращений, имеющих место при работе многочисленных механизмов. Практический аспект темы 
определяется тем, что в таких механизмах, как планетарные передачи, приводы фрез в машинах 
для очистки труб больших диаметров, и тому подобных реализуется суммирование вращательных 
движений и форма годографа является полезной информацией при проектировании подобных 
устройств. Предпосылкой рассмотрения является принцип суммирования прямолинейных равно-
мерных движений. Целью работы является определение того, как в подобной ситуации обстоит 
дело при сложении вращательных синхронных движений. Установлено, что подобно тому, как ре-
зультатом сложения двух равномерных прямолинейных механических движений является также 
равномерное прямолинейное движение, результатом сложения двух равномерных однонаправлен-
ных круговых движений является также равномерное круговое движение. Годографом при сложе-
нии двух равномерных противоположно направленных круговых движений является эллипс. В ча-
стном случае эллипс может вырождаться в отрезок прямой линии. При сложении двух несинхрон-
ных вращений возможны годографы в виде улитки, имеющей сходство с улиткой Паскаля.  

Ключевые слова: координаты, вращение, синхронный, кратный, суперпозиция, вектор, 
годограф, эллипс, окружность, улитка. 
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A MATHEMATICAL MODEL FOR SUMMING  

ROTARY MOTIONS 

In this work, using the means of applied mathematics, problems are solved related to the field of 
automation and control of technological processes, namely, the analytical description of superpositions of 
rotations that occur during the operation of numerous mechanisms. The practical aspect of the topic is 
determined by the fact that in mechanisms such as planetary gears, cutter drives in machines for cleaning 
pipes of large diameters, etc. summation of rotational motions is realized, and the shape of the hodograph 
is useful information in the design of such devices. The prerequisite for consideration is the principle of 
summation of rectilinear uniform movements. The aim of the work is to determine how things are in a simi-
lar situation when adding rotational synchronous movements. It was found that just as the result of the 
addition of two uniform rectilinear mechanical movements is also a uniform rectilinear movement, the result 
of the addition of two uniform unidirectional circular movements is also a uniform circular movement. The 
hodograph when two uniform oppositely directed circular motions are added is an ellipse. In a particular 
case, the ellipse can degenerate into a straight line segment. When two asynchronous rotations are added, 
hodographs in the form of a cochlea are possible, which is similar to Pascal's cochlea. 

Keywords: coordinates, rotation, synchronous, multiple, superposition, vector, hodograph, el-
lipse, circle, snail. 
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Введение 

В настоящей работе средствами прикладной математики решают-
ся задачи, относящиеся к области автоматизации и управления техно-
логическими процессами, а именно аналитическое описание суперпо-
зиций вращений, имеющих место при работе многочисленных меха-
низмов.  

Практический аспект темы определяется тем, что в таких меха-
низмах, как мультиинертный осциллятор [1, 2], планетарные передачи 
[3], приводы фрез в машинах для очистки труб больших диаметров [4], 
и тому подобных реализуется суммирование вращательных движений 
и форма годографа является полезной информацией при проектирова-
нии подобных устройств [5–7]. 

Если система отсчета 0x y    движется прямолинейно и равномер-

но со скоростью 1v  в неподвижной системе отсчета x0y (рис. 1) и точка 

а движется прямолинейно и равномерно со скоростью 2v  в системе 

отсчета 0x y   , то в соответствии с принципом относительности Гали-

лея точка а движется прямолинейно и равномерно со скоростью 3v  

в системе отсчета x0y, а годографом вектора А, соединяющего точки 0 
и а, является прямая линия [8]. 

 

Рис. 1. Сложение движений 

Цель работы – установить, как в подобной ситуации обстоит дело 
при сложении вращательных синхронных движений [9–11]. 
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Пусть точка 0  вращается вокруг точки 0 в системе отсчета x0y  
с постоянной угловой скоростью ω. Расстояние 1  между точками не 

меняется. Координатные оси обеих систем отсчета всегда попарно па-
раллельны. Точка а вращается вокруг точки 0  в системе отсчета 

0x y    с постоянной угловой скоростью  или  . Расстояние 2  

между точками не меняется. 

1. Разнонаправленное вращение 

Теорема 1. При разнонаправленном вращении точек а и 0  годо-
графом вектора А является эллипс. 

Доказательство: 
Координаты точки 0  в системе x0y 

  1 1 1cos( )x t    , 1 1 1sin( )y t    .  (1) 

Координаты точки а в системе 0x y    

 2 2 2cos( )x t    , 2 2 2sin( )y t    .  

Здесь 1 , 2  – начальные углы. 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( );x x x t t          

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( );y y y t t          

1 1 2 2 1 1 2 2cos ( cos cos ) sin ( sin sin );x t t             

   1 1 2 2 1 1 2 2sin cos cos cos sin siny t t            . 

Отсюда следует 

   1 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos cos sin sin
sin ;

y x
t

       
  

   
 

 1 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos cos ( sin sin )
cos ;

x y
t

       
  

   
 

2 2sin cos 1;t t     
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cos cos ( sin sin )

2 cos cos sin sin
1;

y x

xy

x y

xy

        


 

       
 

 

        
 

 

       
 

 

 

 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

22 2
1 2

2 cos( )x          
 

 

  
 

 
 

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2 cos( ) 4 sin
1

y xy              
   

.  (2) 

Это уравнение эллипса.  
Теорема доказана. 
Теорема 2. Большая и малая полуоси эллипса (2) соответственно 

равны 1 2( )   и 1 2  . 

Доказательство: 
Обратным отсчетом времени можно добиться, чтобы 1 2   , 

а поворотом координатных осей – чтобы 1 2 0    . Тогда уравнение (2) 

примет вид 

 
 

 
 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2 2
1;

x y         
 

   
 

  
   

2 2

2 2

1 2 1 2

1
x y

 
   

 (канонический вид).  (3) 

Теорема доказана. 
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Следствие 1. При 1 2      эллипс (2) вырождается в отрезок 

прямой линии длиной 4ρ. 
Следствие 2. Корни характеристического уравнения эллипса  

 2

1 1 2p p   ,  2

1 1 2p p   . 

Следствие 3. Эксцентриситет эллипса равен отношению средне-
геометрического значения величин 1  и 2  к их среднеарифметиче-

скому значению: 

1 2

1 2( ) / 2

 
 

 
. 

Следствие 4. Фокусы эллипса (для канонической формулы (3))  

 1,2 1 22 ,0f     . 

Теорема 3. Оси эллиптического годографа повернуты на угол 

1 2( ) 2   в системе отсчета x0y. 

Доказательство: 
При повороте координатных осей на угол 1 2( ) 2   выражение (3) 

принимает вид 

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

cos sin sin cos
2 2 2 2

1;
( ) ( )

x y x y
               

    
   

 

 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

22 2
1 2

2 cos( )x          
 

 

 
 

 

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2 cos( ) 4 sin
1,

y xy              
   

 

что совпадает с эллипсом (2). 
Теорема доказана. 
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На рис. 2 1 120   , 2 30    , следовательно, оси эллипса по-

вернуты на 45 .  

 
Рис. 2. Эллиптический годограф 

Обратным ходом рассуждений доказывается следующая теорема 
Теорема 4. Если годографом вектора А является эллипс с полу-

осями 1 2( )   и 1 2  , то точка а вращается вокруг точки 0  с по-

стоянной угловой скоростью –ω в системе отсчета 0x y   . 

2. Однонаправленное вращение 

Теорема 5. При однонаправленном вращении точек а и 0  годо-
графом вектора А является окружность с центром в точке 0. 

Доказательство: 
Координаты точки 0  в системе x0y определяются выражением (1). 
Координаты точки а в системе 0x y    

2 2 2cos( )x t    , 2 2 2sin( )y t    . 

Координаты вектора А в системе x0y 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( );x x x t t        A  

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t        A . 
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Квадрат вектора А  

2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

cos ( ) cos ( ) 2 cos( )cos( )

sin ( ) sin( ) 2 sin( )sin( )

  

              

              

x y

t t t t

t t t t

A AA

 

... 

2 2
1 2 1 2 1 22 cos( )        . 

Длина вектора А неизменна, следовательно, его годографом яв-
ляется окружность.  

Теорема доказана. 
Следствие. Вектор А вращается с угловой скоростью ω в системе 

отсчета x0y. 
Это вытекает из того, что форма треугольника 0 0 а неизменна, 

а его сторона 0 0  вращается с угловой скоростью ω. 
Обратным ходом рассуждений доказывается следующая теорема. 
Теорема 6. Если годографом вектора А является окружность, то 

точка а вращается вокруг точки 0  с постоянной угловой скоростью 
  в системе отсчета 0x y   . 

Теорема 7. Если точка а неподвижна в системе отсчета 0x y   , то 

годографом вектора А является окружность радиусом 1 , координаты 

центра которой в системе отсчета x0y 1 2 2cosx    , 1 2 2siny    . 

Доказательство: 
Координаты точки 0  в системе x0y определяются выражением (1). 
Координаты точки а в системе 0x y    

2 2 2cosx    , 2 2 2siny    . 

Координаты вектора А в системе x0y 

1 2 1 1 2 2cos( ) cosx x x t       A ; 

1 2 1 1 2 2sin( ) siny y y t       A ; 

2 2 1 1cos cos( )x t     A ; 

2 2 1 1sin sin( )y t     A ; 
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2 2 2
2 2 2 2 1( cos ) ( sin )x y      A A . 

Теорема доказана. 

3. Пример сложения кратных вращений 

Пусть точка а вращается вокруг точки 0  в системе отсчета 
0x y    с постоянной угловой скоростью 2   и 1 2 0    . 

Координаты точки 0  в системе x0y 

1 1 cosx t   , 1 1 siny t   . 

Координаты точки а в системе 0x y    

2 2 cos 2x t   , 2 2 sin 2y t   . 

Координаты вектора А в системе x0y 

1 2cos cos 2x t t    A , 

1 2sin sin 2y t t    A . 

Годограф вектора А (улитка) при 1 2    изображен на рис. 3.  

 

Рис. 3. Улиточный годограф 

2 1  

1

 y 

 x  0 

ωt 

2ωt 
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Уравнение этой улитки в полярных координатах имеет вид 

1

2
2 2cos

3
     . 

Для сравнения формула улитки Паскаля, имеющей заметное 
внешнее сходство: 

cosb a    . 

Условием возникновения петли улиточного годографа является 
неравенство 

1 2sin sin 2t t     ; 

1 2sin 2sin cost t t      ; 

1 22 cos t    . 

При 1 22    петля не возникает (рис. 4). 

 

Рис. 4. Улиточный годограф без петли 

4. Пример практического применения 

На рис. 5 представлен годограф кромок планок мотовила [12–15]. 
В соответствии с теоремой 7, центр окружности 1, описываемой кром-
ками планок, смещен относительно центра окружности 2, описываемой 
лучами мотовила. 

 y 
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ωt 
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Рис. 5. Годограф кромок планок мотовила 

Заключение 

Подобно тому, как результатом сложения двух равномерных 
прямолинейных движений является также равномерное прямолиней-
ное движение, результатом сложения двух равномерных однонаправ-
ленных круговых движений является также равномерное круговое 
движение. 

Годографом при сложении двух равномерных противоположно 
направленных круговых движений является эллипс. 

При сложении двух несинхронных вращений возможны годогра-
фы в виде улитки. 
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