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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АДАПТАЦИИ 

ГУБЧАТОЙ КОСТНОЙ ТКАНИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО 

К ЗУБОЧЕЛЮСТНОЙ СИСТЕМЕ ЧЕЛОВЕКА 

Костная ткань в различных отделах скелета подчиняется закону Вольфа: стремится стать 
оптимальной для действующей на соответствующую кость нагрузки, перестраивая себя посред-
ством механизмов остеосинтеза и резорбции. Современные задачи биомеханики требуют изуче-
ния истории формирования костных структур во времени как при физиологических, так и при 
патологических нагрузках. Постоянно изменяющиеся нагрузки различной природы оказывают 
влияние на развитие и функционирование трабекулярной костной ткани. Одной из наиболее под-
верженных внешнему и внутреннему изменению костей является нижняя челюсть. Очень часто 
приходится сталкиваться с патологическими изменениями, вызванными неправильным нагруже-
нием различных участков костной ткани вследствие дисфункции зубного ряда, височно-
нижнечелюстного сустава и т.п. Например, синдром Попова – Годона, связанный с потерей зуба, 
сопровождается патологической перестройкой окружающих костных тканей. Таким образом, ма-
тематическое моделирование поведения губчатой костной ткани в зубочелюстной системе чело-
века является одной из наиболее актуальных задач биомеханики и медицины. Трабекулярная 
костная ткань является неоднородным пористым анизотропным материалом. Неоднородность 
пористых материалов может быть описана методами количественной стереологии; при этом 
структурные особенности трабекулярной кости можно описать при помощи тензора структуры. 
Это возможно реализовать, имея как определяющее соотношение, связывающее тензор напря-
жений с тензорами структуры и деформации, так и кинетические уравнения, описывающие эво-
люцию тензора структуры и плотности костной ткани. Осуществлена постановка начально-
краевой задачи о перестройке трабекулярной костной ткани. Разработаны эффективные числен-
ные алгоритмы ее решения, реализованные в виде пакетов проблемно-ориентированных про-
грамм, проведена верификация модели и идентификация параметров модели. Все численные 
расчеты выполнялись с использованием программного продукта ANSYS. На ряде примеров пока-
зана эволюция губчатой костной ткани при изменении напряженно-деформированного состояния. 
Результаты показывают различный характер влияния изменения нагрузки на процесс формиро-
вания структуры и соответствуют закону Вольфа. 

Ключевые слова: трабекулярная (губчатая) костная ткань, закон Вольфа, тензор струк-
туры, адаптация трабекулярной кости, перестройка костной ткани, математическое моделирова-
ние, определяющие соотношения, кинетические уравнения, начально-краевая задача о пере-
стройке трабекулярной костной ткани, зубочелюстная система, нижняя челюсть, ветвь нижней 
челюсти. 
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MATHEMATICAL MODELING OF CANCELLOUS 

BONE TISSUE ADAPTATION APPLIED 

TO THE HUMAN MAXILLODENTAL SYSTEM 

The bone tissue in different parts of the skeleton conforms to Wolff’s law: it aims to become op-
timal for the loading which acts on the corresponding bone; the bone is remodelling by means of 
osteosynthesis and resorption mechanisms. The modern problems of biomechanics demand research 
on the history of formation of bone structures in the course of time at both physiological and pathological 
loadings. Ever changing loadings of different nature have influence on development and functioning of 
the trabecular bone tissue. The mandible is one of the most liable to external and internal changes 
bones. Very often one has to deal with pathological changes caused by incorrect loading of different 
regions of bone tissue due to dysfunction of a dentition, a temporomandibular joint and so on. For ex-
ample, the Popov-Godon’s syndrome which connects with tooth loss is accompanied by pathological 
remodelling of the surrounding bone tissue. Thus, the mathematical modeling of the cancellous bone 
tissue behavior in the human maxillodental system is one of the most topical problems of biomechanics 
and medicine. Trabecular bone tissue is a heterogeneous, porous, anisotropic material. Heterogeneity 
of spongy structure can be described by methods of quantitative stereology. At the same time, structural 
features of the trabecular bone can be described by means of the fabric tensor. This is possible to im-
plement if there is both a constitutive relation which connects the stress tensor, the fabric tensor, and 
the strain tensor, and kinetic equations which describe the evolution of the fabric tensor and bone densi-
ty. An initial boundary value problem on the trabecular bone tissue remodelling is stated. The effective 
numerical algorithm allowing to solve the problem is developed. This algorithm is implemented as a 
complex of problem-oriented programs. Verification of the model and identification of its parameters are 
carried out. All numerical calculations are performed using the ANSYS software. Trabecular bone tissue 
evolution is demonstrated on the set of model examples when the stress–strain state is changed. The 
results demonstrate different character of influence of changes of loading conditions on process of 
structure formation which follows from Wolff’s law. 

Keywords: trabecular (cancellous) bone tissue, Wolff’s law, fabric tensor, trabecular bone ad-
aptation, bone tissue remodelling, mathematical modelling, constitutive relation, evolution equation, 
initial boundary value problem on the trabecular bone tissue remodelling, maxillodental system, mandi-
ble, ramus of mandible. 

Введение 

На развитие и функционирование опорно-двигательной системы 
человека влияют постоянно изменяющиеся нагрузки, имеющие как фи-
зиологическую, так и патологическую природу (например, такое изме-
нение может происходить из-за врачебного вмешательства). Известно 
[1–14], что подобные изменения нагрузки имеют отдаленные во време-
ни последствия и в первую очередь отражаются на организации струк-
туры костной ткани [4]. 

Губчатая костная ткань является неоднородным пористым анизо-
тропным материалом, механические свойства которого во многом оп-
ределяются его внутренней архитектурой и подчиняются тем же прин-
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ципам, что и инженерные конструкции [4, 6, 9, 12]. В кости непрерыв-
но происходят различные адаптационные процессы, в частности под 
действием новой нагрузки в структуре трабекулярной костной ткани 
могут начаться адаптационные изменения, которые затем окажут 
влияние на кортикальную костную ткань.  

Известно, что адаптационные процессы, протекающие в организ-
ме человека, подчиняются закону Вольфа (Wolff’s law) [9]. Примени-
тельно к костной ткани закон Вольфа гласит, что архитектура губчатой 
кости в локальной области структурно приспосабливается к местному 
напряженному состоянию костной ткани [2, 4, 6, 9, 10]. При этом тра-
бекулы в процессе перестройки выстраиваются вдоль главных направ-
лений тензора напряжений [4, 6, 9, 10]. 

Несмотря на существующие в настоящее время методы, позво-
ляющие получать изображения губчатой костной ткани in vivo [15], 
их применение в клинической практике ограниченно возможно и прак-
тически не обладает прогностической функцией. Таким образом, воз-
никает необходимость в прогнозировании долговременного отклика 
структуры на внешнее вмешательство методами математического мо-
делирования. 

Ранее автором была предложена и рассмотрена модель пере-
стройки губчатой костной ткани с учетом взаимовлияния напряженно-
деформированного состояния и структурных изменений, позволяющая 
спрогнозировать долговременный отклик структуры на внешнее вме-
шательство методами математического моделирования [2–4, 7]. Данная 
модель может быть использована для решения прикладных задач о пе-
рестройке губчатой костной ткани в различных отделах скелета чело-
века [2–4, 7] в прогностических целях, при этом особый интерес пред-
ставляет моделирование структуры в нижней челюсти человека. 

1. Материалы и методы 

Существует ряд математических моделей, описывающих адапта-
ционные изменения в трабекулярной костной ткани, подчиняющихся 
закону Вольфа [2–4, 6–14]. В данной работе рассматривается процесс 
перестройки губчатой кости как упругого анизотропного тела, обла-
дающего структурой согласно эволюционным соотношениям, впервые 
предложенным в работе [8] и примененным при практических расчетах 
в серии исследований [2–4, 6]. 
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На мезо- и макроуровнях математически удобнее описывать губ-
чатую структуру посредством тензора, пренебрегая свойствами отдель-
ных трабекул [14]. Известно, что одним из наиболее удачных способов 
описания локальной структуры многих пористых и композиционных 
материалов является симметричный, положительно определенный тен-

зор второго ранга, названный тензором структуры Η  [2–4, 6–9]. 
Тензор структуры, построенный в соответствии с ранее рассмот-

ренной процедурой [4, 9], позволяет компактно описать неоднородность 
костной структуры; данный тензор также позволяет сформулировать 
соотношения, способные количественно описать свойства материала с 
учетом его строения и адаптационные изменения, происходящие в его 
микроструктуре [6, 9]. 

В предыдущих работах [2, 4, 9, 10] было показано, что существу-
ет определяющее соотношение, включающее в себя тензор структуры 
и связывающее напряженно-деформированное состояние в губчатой 
костной ткани с ее строением. А именно: 
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tr =K  [8]; e – изменение доли твердого объема кости; g1–g6 – 
константы [2, 9], имеющие размерность [ГПа]. Эти константы были 
определены в работе [13] после серии экспериментов на различных об-
разцах губчатых костей человека и крупного рогатого скота. 

Также на основе закона Вольфа [2, 6, 9] был описан предполагае-
мый механизм перестройки трабекулярной микроструктуры, происхо-
дящий вследствие адаптационных процессов и подробно рассмотрен-
ный в работах [2, 4, 8, 9]. Были получены следующие кинетические 
уравнения: 
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 0 0
1 2 3( ) (tr tr ) (tr ( ( ))),

de
f f e f K

dt
= + ε − ε + ε − ε     (3) 

где h1–h4 и f1–f3 – константы [2, 9], имеющие размерность [сут–1], опре-
деляемые эмпирически так, чтобы перестройка костной ткани проис-
ходила за время адаптации губчатой кости к новым нагрузкам, 
т.е. примерно за 160 дней [3, 4, 6, 8, 9]. 

Для соотношений (1)–(3) была представлена постановка началь-
но-краевой задачи о перестройке трабекулярной костной ткани [2, 4]. 
Данная постановка может быть использована для решения вопросов об 
исследовании напряженно-деформированного состояния губчатой ко-
стной ткани и протекающих в ней процессов адаптации [3, 4, 7]. 

2. Результаты 

Для представленной математической модели перестройки губ-
чатой костной ткани был разработан и протестирован численный ал-
горитм ее решения. Данный алгоритм был реализован в виде ком-
плексов проблемно-ориентированных программ [3, 4, 7], в серии вы-
числительных экспериментов была осуществлена идентификация и 
верификация параметров модели и на ряде примеров [3, 4, 7] показана 
эволюция губчатой костной ткани при изменении напряженно-
деформированного состояния. 

Для верификации разработанного алгоритма была решена классиче-
ская задача [8, 9], подробно разобранная в работе [3]. Результаты, полу-
ченные по истечении 160 сут, свидетельствуют, что в результате адапта-
ционных процессов для нового напряженно-деформированного состоя-
ния была получена новая костная микроструктура [3], при этом время и 
характер сходимости, полученные из решения, совпадают с известными 
[8, 9] результатами. Заметим, что представленный пример является ком-
плексным: действующее на трабекулярную микроструктуру давление, 
изначально являясь неоднородным, изменяется как по величине, так и по 
направлению. Данный пример сложен для детального анализа и необхо-
дим лишь для сравнения с результатами работы [8] и верификации пред-
ставленного решения. Серия примеров [3, 4, 7], рассмотренная автором, 
показала хорошую работоспособность модели. 

Далее рассмотрим задачу о формировании губчатой костной ткани в 
ветви нижней челюсти человека и дальнейшей ее адаптации к испыты-
ваемым нагрузкам. Известно, что трабекулы в альвеолярном отростке и 
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ветви нижней челюсти выстраиваются вдоль линий главных напряжений, 
т.е. вдоль главных направлений тензора напряжений и образуют арочную 
архитектуру в ветви нижней челюсти [1, 5] (рис. 1, 2). 
 

 

Рис. 1. Губчатая костная ткань нижней челюсти [5] 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Структура ветви нижней челюсти (а) [1], траектории ветви нижней 
челюсти (б) [1] и главные направления тензора структуры (а и б) [4] 

 
Ранее было показано [4, 6, 7], что тензор структуры с достаточной 

степенью точности может описывать структуру в ветви нижней челю-
сти, при этом главные оси тензора структуры совпадали с траекториями 
трабекул, полученными в работе [1], и траекториями напряжений, полу-
ченными в работе [16] методом фотоупругости. Таким образом, пред-
ставленная модель может описать особенности формирующейся под 
воздействием изменяющегося биомеханического давления структуры 
костной ткани в различных отделах зубочелюстной системы. 

Общая постановка данной задачи может быть представлена в 
следующем виде (рис. 3): 
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Рис. 3. Постановка задачи о перестройке губчатой 
костной ткани в ветви нижней челюсти человека 

В начальный момент времени структура губчатой костной ткани 
в ветви нижней челюсти считалась однородной и была задана норми-
рованным шаровым тензором структуры. Такая структура может соот-
ветствовать ситуации, когда на нижнюю челюсть не оказывали влия-
ния никакие нагрузки, т.е. челюсти новорожденного ребенка. 
В дальнейшем при приложении нагрузок структура нижней челюсти 
должна приобрести характерный вид (см. рис. 2, б). 
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Расчет напряженно-деформированного состояния производился с 
помощью метода конечных элементов в пакете ANSYS, определение 
параметров структуры (доли твердого объема кости и девиатора тензо-
ра структуры) осуществлялось в MATLAB [4, 7]. Была построена дву-
мерная конечно-элементная модель нижней челюсти [4, 7, 17], пока-
занная на рис. 4. Для ее задания использовался двумерный конечный 
элемент Plane182. Численное интегрирование кинетических уравнений 
осуществлялось методом Рунге – Кутты четвертого порядка. 
 

 

Рис. 4. Конечно-элементная модель нижней челюсти 

Были рассмотрены различные варианты приложения нагрузки 
в начальный момент времени [4, 17]. Необходимо отметить, что 
наиболее наглядно начальное напряженное состояние позволял 
представить вариант области без учета зубного ряда. В результате 
получилось, что показанная на рис. 5 интенсивность напряжений в 
ветви нижней челюсти качественно совпадает с траекториями на-
пряжений, полученными в работах [4, 16]. Результаты также совпа-
дают с результатами из работы [17] для данной области без учета 
параметров структуры. 

Что касается распределения трабекул в ветви нижней челюсти, 
то, как показали вычислительные эксперименты, отведенных 160 дней 
недостаточно для того, чтобы главные оси девиатора тензора струк-
туры стали соосными с главными осями тензора напряжений. Веро-
ятно, структуре требуется больше времени для ее адаптации к физио-
логическому напряженному состоянию. Это соответствует известным 
фактам: полностью трабекулярная структура формируется лишь к 
16–18 годам [5]. 
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Рис. 5. Интенсивность напряжений по Мизесу  

Однако же по истечении 200 дней в ветви нижней челюсти мож-
но наблюдать стремление тензора структуры ориентироваться таким 
образом, чтобы сформировать структуру, показанную на рис. 2, а. 
По истечении 300 дней можно заметить формирование характерной 
для данной области арочной структуры (рис. 6, а). Для удобства пред-
ставления главные направления девиатора тензора структуры показаны 
интегрально и наложены на картину интенсивности напряжений, на-
блюдаемой в ветви нижней челюсти. 
 

     
                                   а                                                                           б 

Рис. 6. Главные направления девиатора тензора структуры в ветви 
нижней челюсти (а) и упрощенное представление распределения 
напряжений: главные направления, полученные в ANSYS [7] (б) 
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Можно заметить также, что ориентация главных направлений 
тензора структуры в ветви нижней челюсти, которые показывают, как 
ориентированы трабекулы внутри костной ткани, качественно совпа-
дает с главными направлениями тензора напряжений (рис. 6, а, б). 

Более точное определение параметров модели и характерного 
времени перестройки является предметом нашего дальнейшего иссле-
дования. 

Полученная по истечении 160 сут доля твердого объема кости 
была подробно рассмотрена в работах [4, 7] и в данной работе не при-
водится. Отметим, что для заданных условий нагружения результаты 
распределения плотности костного вещества качественно совпадают 
с распределением пористости, которое было показано на рис. 1. 

Заключение 

В работе рассмотрена модель перестройки губчатой костной тка-
ни с учетом определяющего соотношения и кинетических уравнений 
феноменологической теории [4, 9], описывающих изменения трабеку-
лярной архитектуры на мезоуровне с помощью тензора структуры. 
Осуществлена постановка задачи о перестройке губчатой костной тка-
ни и рассмотрена перестройка костной ткани в ветви нижней челюсти. 
Полученные результаты достаточно схожи с траекториями напряжений 
и структуры, известными из литературы. Таким образом, представлен-
ная модель отражает закономерности формирования костной ткани в 
различных отделах скелета человека и может быть использована, на-
пример, для описания отклика зубочелюстной системы на изменяю-
щееся биомеханическое давление. 

В частности, представляет интерес моделирование поведения ко-
стной ткани в районе вживления имплантата, например при синдроме 
Попова – Годона [5] или какой-либо функциональной травме [1, 6], 
с последующим замещением дефектов зубного ряда. Одной из важ-
нейших проблем современной стоматологии является атрофия челюст-
ных костей при частичной или полной вторичной адентии. Потеря по-
стоянных зубов и отсутствие своевременного восстановительного ле-
чения являются основными этиологическими факторами развития 
«патологического» типа атрофии альвеолярного отростка. 

Решение подобных задач в дальнейшем позволит планировать 
лечение различных заболеваний зубочелюстной системы и глубже по-
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нять механизмы ее функционирования. Появляется возможность про-
гнозировать результаты отдаленного врачебного вмешательства при 
индивидуальном подходе к каждому пациенту. 
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