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О ПОСТРОЕНИИ ПРОГРАММНЫХ УПРАВЛЕНИЙ 

В ЗАДАЧЕ О ДОСТИЖИМЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ЦЕЛЕВЫХ 

ФУНКЦИОНАЛОВ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ЭКОНОМИКИ С ДИСКРЕТНОЙ ПАМЯТЬЮ  

Предлагаются основные конструкции и соотношения, позволяющие строить и программно реа-
лизовывать управляющие воздействия, решающие задачу о достижении заданных значений целевых 
функционалов для непрерывно-дискретной динамической экономико-математической модели с дискрет-
ной памятью при наличии полиэдральных ограничений на управляющие воздействия. Форма целевых 
функционалов, определяющих цель управления, охватывает широко распространенные конкретные 
виды функционалов, такие как многоточечные, интегральные и их линейные комбинации. Особенностью 
системы управления является наличие в ней фазовых переменных, одна часть которых зависит от не-
прерывного времени, другая – от дискретного времени. Эффекты последействия рассматриваемой сис-
темы ограничиваются ее дискретной памятью, сосредоточенной на заданной совокупности моментов 
времени. Полученные результаты базируются на основных положениях общей теории систем с непре-
рывным и дискретным временем. В конструктивной части исследования основная идея заключается в 
редукции исходной задачи к обобщенной проблеме моментов с учетом поточечных полиэдральных ог-
раничений. Это позволяет свести описание множества достижимых значений целевых показателей и 
построение соответствующих программных управлений к решению конечной последовательности задач 
линейного программирования. Решение каждой такой задачи дает значения компонент управляющего 
воздействия на частичном промежутке. Из этих значений конструируется программное управление на 
всем промежутке. Упомянутые процедуры существенно используют оператор Коши рассматриваемой 
гибридной системы. Свойства такого оператора исследованы в цитированных предыдущих работах. 

Полученные результаты представляют инструментальную основу для эффективного исследо-
вания и решения актуальных прикладных задач управления при ограниченных ресурсах управления. 

Ключевые слова: экономико-математические модели, задачи управления, гибридные систе-
мы с последействием, множества достижимости, программные управления, проблема моментов, за-
дачи оптимизации, полиэдральные ограничения, модели с дискретной памятью, управление с ограни-
ченными ресурсами. 
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ON THE CONSTRUCTION OF PROGRAM CONTROL 

IN THE PROBLEM ON ATTAINABLE VALUES OF ON-TARGET 

FUNCTIONALS FOR DYNAMIC ECONOMIC MODELS 

WITH DISCRETE MEMORY  

Main constructions and relationships for program control actions are proposed as applied to the prob-
lem on attainable prescribed values of on-target functionals for continuous-discrete dynamic economic math-
ematical model with discrete memory under given polyhedral constrains with respect to control. The form of 
on-target functionals covers widely used kinds of functionals such as multipoint, integral ones and linear com-
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binations of those. The feature of the control system under consideration is the presence of two kinds of the 
state variables, namely, a part of them depends on continues time, whereas others depend on discrete time. 
Aftereffect of the system is defined by its discrete memory located at a given collection of instants. The results 
are obtained on the basis of the principal statements from the general theory of continuous-discrete systems. 
In the constructive part of the research, the basic idea is the reduction of the original problem to a variant of 
the general moment problem with taking into account pointwise polyhedral constraints on controls. This allows 
us to construct estimates of the attainability set and to build program controls on the base of solutions to a 
series of linear programming problems. Every such a problem provides us with values of the program control 
on a partial segment. All these values are used while constructing the program control as a whole. The men-
tioned procedures use in essence the Cauchy operator to the hybrid system under consideration. The proper-
ty of this operator are studied in the cited previous papers. 

The obtained results constitute an instrumental basis for efficient studying and constructing so-
lutions to urgent applied problems with constrained resources of control. 

Keywords: economic mathematical models, control problems, hybrid systems with aftereffect, attain-
ability sets, program control, moment problem, optimization, polyhedral constraints, models with discrete 
memory, control with constrained resources.  

Введение 

В этой статье мы продолжаем исследование задач управления для 
непрерывно-дискретных (гибридных) динамических моделей с после-
действием и полиэдральными ограничениями на управление, сущест-
венно используя результаты предыдущих работ [1–5]. Для модели, 
рассмотренной в работе [5], на основе полученного в ней описания 
множества достижимых значений целевых функционалов предлагают-
ся конструкции и алгоритмы построения управляющих воздействий, 
позволяющих достигать заданных значений целевых показателей, если 
они принадлежат множеству достижимости. О роли множеств дости-
жимости в теории управления можно судить по многочисленным пуб-
ликациям, из которых мы здесь упомянем работы [6–15]. Следует от-
метить, что в подавляющем большинстве работ достижимость понима-
ется по отношению к значениям координат фазового вектора в 
конечный момент времени. Для задач управления моделями экономи-
ческих систем характерно более широкое понимание целей управле-
ния, при котором эти цели задаются с помощью конечной системы це-
левых показателей, в число которых входят не только локальные, со-
средоточенные в отдельных точках, но и интегральные характеристики 
поведения системы на всем промежутке управления в целом.  

Динамика системы управления описывается совокупностью 
дифференциальных уравнений с запаздыванием и разностных уравне-
ний с дискретным аргументом. Используемое в настоящей работе опи-
сание процессов (см. работу [5]) мотивируется наличием взаимодейст-
вия переменных, имеющих различный характер изменения – непре-
рывный (непрерывное производство) и дискретный (финансирование). 
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Для систем с непрерывным временем и кусочно-постоянным запазды-
вающим аргументом, определяющим дискретную составляющую па-
мяти входящих в уравнения операторов, подробное обсуждение макро-
экономических моделей можно найти в работе [15] и цитированных в 
ней источниках.  

1. Постановка задачи  

Напомним кратко данное в работе [5] описание рассматриваемой 
экономико-математической модели взаимодействия производственной 
подсистемы, описываемой уравнением  
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Здесь фазовая переменная nx R∈  зависит от непрерывного вре-

мени [0, ]t T∈ , а фазовая переменная z Rν∈  зависит от дискретного 

времени 1 0, 0,1,..., , , 0, .i i it i t t t t T− μ= μ > = =  Конкретный характер 

взаимодействия определяется заданными матричными коэффициен-

тами ( ), ( ), , .j j i j i jA t B t D H  Управления 1( ), :[0, ] ,ru t u T R→  и 

2( ), :[0, ] ,rv t v T R→  реализуются с помощью интегральных операторов 

с ядрами ( , )F t s  и ( )iG s  соответственно. Функции ( )f t  и ( )ig t  интер-

претируются как внешние воздействия на систему, например непред-
виденные потери или возможные погрешности моделирования.  

Начальное состояние системы (1)–(2) считается заданным: 

 (0) α, (0) .x z= = δ  (3) 
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Цель управления задается с помощью определенного на компо-
нентах ( )x ⋅  и ( )z ⋅  вектор-функционала :l  

 
μ

00

( , ) (0) ( ) ( ) ( ),
T

i i
i

l x z x s x s ds z t
=

= Ψ + Φ + Γ   (4) 

и представляет собой совокупность N равенств  

 ( , ) , ,Nl x z R= β β∈  (5) 

где β  – вектор заданных целевых значений. Постоянные ( )N n× -

матрица ,Ψ  ( )N ×ν -матрицы , 1,..., ,i iΓ = μ  и ( )N n× -матрица ( )sΦ  с 

измеримыми и ограниченными элементами считаются заданными. 

Общая форма (4) вектор-функционала l  со значениями в NR позволяет 
охватить разнообразные конкретные случаи целевых условий, возни-
кающих в прикладных задачах. Соответствующие примеры приведены 
в работе [5]. 

Задача достижения целей (5) решается в предположении, что 
управления ( )u ⋅  и ( )v ⋅ стеснены ограничениями 
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где Λ  – заданная матрица размерностью 1 1 2( );N r r× +  предполагается, 
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+⊂ решений системы линейных неравенств 
u
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Λ ⋅ ≤ γ 

 
 непусто и ограничено. 

 Цель этой статьи – предложить для задачи (1)–(6) конструкции и 
алгоритмы построения управлений ( )u ⋅  и ( )v ⋅ , приводящих к выполне-

нию целевых условий для достижимых значений показателей β .  

2. Основные конструкции 

Определим основные пространства для траекторий и управлений. 

Пусть [0, ]nL T  – пространство суммируемых функций :[0, ] ny T R→  с 

нормой 
0

|| || | ( ) |n

T

Ly y s ds=   (| |⋅ – норма в nR ); 2[0, ]rL T  – гильбертово 
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пространство функций :[0, ] ru T R→ с нормой, порожденной скаляр-

ным произведением 
0

( , ) ( ) ( )
T

u v u s v s ds′=  ( ( )′⋅ – символ транспониро-

вания); [0, ]nAC T  – пространство абсолютно непрерывных функций 

:[0, ] nx T R→  с нормой || || | (0) | || || .n nAC Lx x x= +   Зафиксируем множест-

во 0 1{ , ,..., },J t t tμ=  0 10 t t= < <  ... ,t Tμ< =  и обозначим через ( )FD Jν  

пространство функций :z J Rν→  с нормой 
0

|| || | ( ) |ii
z z t

μ
== . 

Дальнейшие построения этой работы используют представление 
общего решения системы (1)–(2) в операторной форме [3]: 
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Здесь Y  – фундаментальная матрица, 11 12
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μ  компоненты оператора Коши 

11 : [0, ] [0, ],n nC L T AC T→  12 : [0, ],v nC R AC Tμ →  21 : [0, ] ,n vC L T Rμ→  

22 : v vC R Rμ μ→  являются ограниченными операторами. Предполагает-

ся, что операторы 1

2: [0, ] [0, ],
r nF L T L T→  2

2: [0, ]
r vG L T Rμ→  также явля-

ются ограниченными операторами.  
Обозначим далее 

 1 2 1 2, ,
f

lY lC
g

α   
β = β = β = β−β −β   δ   

 . (8) 

Объединим компоненты ( )u ⋅  и ( )v ⋅  в общий вектор управлений 
1 2

2 2( ) col( ( ), ( )) [0, ] [0, ].
r rrw u v L T L T
+⋅ = ⋅ ⋅ ∈ =  
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Как показано в работе [5], целевые условия (5) приводятся к виду 
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M s w s dt = β   (9) 

где ( )M s  – моментная 1 2( ( ))N r r× + -матрица с элементами из 1
2[0, ]L T . 

В терминах этой матрицы дается описание множества достижимых це-
левых значений в задаче (1)–(6). 

Приведем для этой матрицы определяющие соотношения, вос-
пользовавшись представлением общего решения (7). Используя пред-
ставление (4) целевого вектор-функционала ,l  представление (7) 

и обозначения (8), получаем 
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где для μν -мерного вектор-столбца a  через ( )ia  обозначен i-й ν -мер-

ный вектор-столбец. Отсюда следует, что в блочном представлении 
моментной матрицы ( )M s = 1 2( ( ), ( ))M s M s  блоки 1M  и 2M  опреде-

ляются равенствами 
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после выполнения всех операций в правых частях и приведения по-
добных под знаками интегралов. Проведем в качестве примера соот-
ветствующие преобразования для равенства (10). Для этого в случае 
первого слагаемого воспользуемся представлением оператора 11C  и его 

свойствами [3]. Имеем 
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Обозначая через ( , )t sθ  выражение в фигурных скобках, получаем 
окончательно для первого слагаемого в равенстве (10): 

 11
0

( ) ( )( )
T d

s C Fu s ds
ds

Φ =
0

{ ( ) ( , ) } ( )
T T

s

s d u s dsΦ τ θ τ τ  . (12) 

Проводя аналогичные преобразования, для второго слагаемого в 
равенстве (10) получаем 
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где 21
i jC  – элементы матричного представления оператора 21;C  [0, ]( )

jt sχ  – 

характеристическая функция отрезка [0, ]jt . Таким образом, из ра-

венств (12), (13) следует представление 
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Напомним теперь некоторые обозначения из работы [5], исполь-
зуемые для описания множества достижимых значений целевых пока-

зателей. Для каждого NRλ∈  вводится функция 

 ( , ) max( ( ) : ).y t M t w w V′λ = λ ⋅ ⋅ ∈  (14) 

Далее для каждого [0, ]t T∈  и каждого λ  фиксируется совокуп-

ность точек 1{ ( , ),..., ( , )}kv t v tλ λ  множества ,V  доставляющих значение 

( , )y t λ  функционалу ( ) ,w M t w′→ λ ⋅ ⋅  и вводится функция 
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В таком случае множество S  достижимых значений вектора NRβ∈  

состоит из тех и только тех точек ,NRρ∈  для которых неравенство  

 
0

( ) ( , )
T

M t w t dt′ ′λ ρ ≤ λ λ  (16) 

выполняется для всех .NRλ∈  
Дадим описание алгоритма построения программных управлений 

( )u t  и ( )v t  с использованием построенной моментной матрицы ( ).M t  

1. Задание конечного набора 1,  ...,  Kλ λ  векторов, определяющих 

при каждом [0, ]t T∈  вместе с матрицей ( )M t  градиент ( )M t′λ ⋅  целе-

вой функции в задаче (14). 
2. Задание разбиения основного промежутка [0,T] точками :iτ  

0 1 20 ... .Tσ= τ < τ < τ < < τ =  

3. Для фиксированного kλ  последовательно в точках iτ  решается 

задача 

( , ) max( ( ) : ), 0,1,..., 1.i k k iy M w w i′τ λ = λ ⋅ τ ⋅ ∈ = σ−  

4. На каждом промежутке 1[ , ), 1,..., ,i i i−τ τ = σ  значение i kw  ус-

ловно оптимального (оптимального по направлению )kλ  кусочно-

постоянного управления определяется равенством 

arg max( ( ) : ), 0,1,  ...,  1.i k k iw M w w V i′= λ ⋅ τ ⋅ ∈ = σ− � 

В случае неоднозначности операции argmax (экстремальное зна-
чение функционала достигается на грани многогранника) используется 
конструкция (15).  

5. На основном промежутке [0, T] k-е условно оптимальное 
управление kw  определяется равенством 

1[ , )
1

( ) ( ), [0, ]
i ik i k

i

w t w t t T
−

σ

τ τ
=

= χ ∈ . 

6. Для каждого k  вычисляется  

0

( ) ( ) , 1,  ...,  .
T

k kM s w s dt k Kρ = =  
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По построению, каждое kρ  является достижимым значением для ,β  

оно достигается на построенном в п. 5 кусочно-постоянном управле-
нии ( ).kw t  

7. Совокупность точек , 1,..., ,N
k R k Kρ ∈ =  определяет выпуклый 

многогранник. Любая точка 0ρ этого многогранника может быть пред-

ставлена в виде выпуклой линейной комбинации точек :kρ  

0
1 1

, 0, 1.
K K

k k k k
k k= =

ρ = ω ρ ω ≥ ω =   

8. Управление 0 ( ),w t  под действием которого достигается целе-

вое значение 0 ,ρ  определяется равенством 

0
1

( ) ( ), [0, ].
K

k k
k

w t w t t T
=

= ω ∈  

Первые 1r  компоненты этого 1 2( )r r+ -мерного управления опре-

деляют компоненты управления ( )u t , остальные – компоненты управ-
ления ( ).v t  

3. Иллюстрирующий пример 

Построим программные управления для системы (15)–(16) рабо-
ты [5]:  

 
0

( ) 0,5 ( ) 0,3 ( ) ( ) , [0, 4];
t

i t i t

x t x i z i u s ds t
< <

= + + ∈    (17) 

 
0

( ) 0, 4 ( ) 0,2 ( ) ( ) , 1, 2,3,4,
i

j i j i

z i x j z j v s ds i
< <

= + + =    (18) 

с нулевым начальным состоянием  

 (0) 0, (0) 0x z= =  (19) 

и целевыми условиями 

 
4

0

( ) 10, (4) 6.x t dt z= =  (20) 
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Управления u  и v  стеснены следующими ограничениями: 

 0 ( ) 1; 0 ( ) 1; ( ) ( ) 1; [0,4].u t v t u t v t t≤ ≤ ≤ ≤ + ≤ ∈  (21) 

Приведем представления компонент оператора Коши для систе-
мы (17)–(18):  

1

11 1 2 3
0 0

2

2 3
0 0

3

3
0 0 0

( )( ) [0,5 ( ) 0,62 ( ) 1,994 ( )] ( )

[0,5 ( ) 0,87 ( )] ( )

[0,5 ( )] ( ) ( ) ;

t

t

t t

C f t s s s ds f s ds

s s ds f s ds

s ds f s ds f s ds

= χ + χ + χ ⋅ +

+ χ + χ ⋅ +

+ χ ⋅ +

 

 

  

 

12 1 2 3
0

( )( ) [0,3 ( ) 0,36 ( ) 1,134 ( )] (1)
t

C g t s s s ds g= χ + χ + χ ⋅ +  

2 3 3
0 0

[0,3 ( ) 0,51 ( )] (2) [0,3 ( )] (3),
t t

s s ds g s ds g+ χ + χ ⋅ + χ ⋅   

1

0

1 221

0 0

1 2 3

0 0 0

0

0, 4 ( )

,
0,88 ( ) 0, 4 ( )

2, 4 ( ) 1,08 ( )  0, 4 ( )

f s

C f
f s ds f s ds

f s ds f s ds f s ds

 
 
 
 =  + 
 
 + + 



 

  

 

22

(1)

0,2 (1) 1,0 (2)
,

0, 48 (1) 0,2 (2) 1,0 (3)

1,368 (1) 0,6 (2) 0,2 (3) 1,0 (4)

g

g g
C g

g g g

g g g g

 
 + =
 + +
 + + + 

 

где ( )i sχ  – характеристическая функция отрезка [0,  ].i  

В рассматриваемом случае для нахождения элементов моментной 

матрицы следует выполнить замену 
0

( ) ( ) ,
s

f s u d= τ τ  
0

( ) ( )
i

g i v s ds=   и 

подставить выражения для компонент решения ( , )x z в компоненты за-
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данного в этом примере целевого вектор-функционала (20). Действуя 
так, приходим к следующим выражениям: 
 

1 2 3 4
2

0 0 0 0

1 2 3

0 0 0

4

0

( 4, 487 ( ) 1, 435 ( ) 0, 25 ( ) 0)

2,637 + 0,855 ,15   

,5 (4 ) ( )

( )  ( ) 0 ( )  ;

u s ds u s ds u s ds s u s ds

v s ds v s ds v s ds

x t dt + + + −= +

+ +

    

  
 

1 2 3

0 0 0

3 1 2 3 4

0 0 0 0 0

(4) 2,4 (1 ) ( )  + 1,08 (2 ) ( )  + 0,4 (3 ) ( )

+ 0,4 (3 ) ( )   + 1,368 ( )  + 0,6 ( )  + 0,2 ( )  + 1,0 ( ) .

z s u s ds s u s ds s u s ds

s u s ds v s ds v s ds v s ds v s ds

= − − − +

−

  

    
 

 

Таким образом, для элементов ( ), , 1, 2,i jM s i j =  моментной мат-

рицы имеем: 
 

2
11 1 2 3( ) 4, 487 ( ) 1, 435 ( ) 0, 25 ( ) ;0,5(4 )M s s s s s= χ + χ + χ + −  

12 1 2 3( ) 2,638 ( ) 0,855 ( ) 0,5 ( );M s s s s= χ + χ + χ  

21 1 2 3( ) 2,4 ( ) 1,08 ( ) 0,4 ( );M s s s s= χ + χ + χ  

22 1 2 3( ) 1,368 ( ) 0,6 ( ) 0,2 ( ) 1.M s s s s= χ + χ + χ +  
 

Далее с помощью описанного выше алгоритма для 16K =  и 
σ 20=  находятся достижимые значения компонент целевого вектор-
функционала, они показаны на рис. 1. При этом черным цветом выде-
лены три точки, образующие треугольник, содержащий заданный век-
тор целевых значений (точка с координатами (10; 6)), и указаны номе-
ра соответствующих направлений градиента при поиске условно опти-
мальных управлений. 

Выделенным точкам соответствуют следующие управления: 

3 3 3 3( ) 1,0 ( ), ( ) 1,0(1 ( )), [0, 4]u s s v s s s= χ = −χ ∈  

(здесь и ниже индекс компонент управления соответствует номеру на-
правления оптимизации); 

14 14 1( ) 0, ( ) 1,0(1 ( )), [0, 4]u s v s s s= = −χ ∈ ; 

15 15( ) 0, ( ) 1,0, [0,4]u s v s s= = ∈ . 
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Рис. 1. Достижимые и заданные значения целевых показателей 

Для нахождения искомого управления остается найти коэффи-
циенты выпуклой линейной комбинации вершин упомянутого 
треугольника для внутренней точки (10; 6). Приведем координаты 
вершин треугольника с точностью до 0,001: (18,607; 6,760), 
(2,653; 4,634), (5,847; 7,168). Упомянутые коэффициенты выпуклой 
линейной комбинации определяются равенствами 1 0, 424,ω =  

2 30,393, 0,183.ω = ω =  Таким образом, поставленная задача решается 

управлением 0 0 0( ) col( ( ), ( )),w s u s v s=  где 

0 3 14 15

0 3 14 15

( ) 0,424 ( ) 0,393 ( ) 0,183 ( );

( ) 0,424 ( ) 0,393 ( ) 0,183 ( ).

u s u s u s u s

v s v s v s v s

= + +
= + +

 

 

Рис. 2. Графики компонент построенного программного управления 
 

Графики компонент этого управления представлены на рис. 2, где 
более тонкая линия соответствует компоненте 0 ( ).u s  
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