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ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ПРИ НАЛИЧИИ НЕИЗМЕРЯЕМЫХ ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

НА МОДЕЛИРУЕМЫЙ ОБЪЕКТ 

Получена новая теорема и алгоритм приближенной идентификации параметров и неиз-
меряемых внешних воздействий для математических моделей реальных объектов. Эта задача 
идентификации имеет ключевое значение для построения математических моделей в реальных 
приложениях математики. 
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THE PROBLEM OF IDENTIFICATION  

OF THE MATHEMATICAL MODEL IN THE PRESENCE  

OF IMMEASURABLE EXTERNALINFLUENCES  

ON THE SIMULATED OBJECT 

A theorem and an algorithm for approximate identification of parameters and immeasurable ex-
ternal influences for mathematical models of real objects are obtained. This identification problem is one 
of key importance for design the mathematical models in real mathematics applications. 
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Введение 

Ставится задача нахождения параметров приближенной матема-
тической модели реального объекта по измерениям его входа и выхода 
при наличии неизмеряемых внешних воздействий на этот объект. Цель 
работы – получение эффективных теорем и алгоритмов, дающих ре-
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шение этой задачи. Постановка задачи сформулирована в терминах 
функционального анализа для детерминированных моделей и несколь-
ко отличается от общепринятой, которую можно найти, например, в 
работах [1–5]. Вводится определение эпсилон-модели, которому соот-
ветствует постановка задачи идентификации. В этом состоит некоторая 
новизна подхода к задаче. В результате решения задачи идентифика-
ции получена приближенная оценка неизмеряемых воздействий на 
объект, т.е. произведена приближенная идентификация этих воздейст-
вий. При этом вектор-функция неизмеряемых внешних воздействий 
рассматривается как вектор параметров модели, который нужно найти 
в задаче идентификации, а параметрами модели могут быть не только 
действительные числа, но и функции одного или нескольких аргумен-
тов (в частности, времени). Иными словами, задача идентификации 
сводится к случаю, когда все входные воздействия доступны измере-
нию, который рассматривался авторами в работах [6–10]. Актуаль-
ность задачи идентификации несомненна, так как к ней сводится зада-
ча построения математических моделей реальных объектов, а наличие 
неизмеряемых внешних воздействий усложняет эту задачу и приводит 
к необходимости решать ее в нестандартной постановке. Эта задача 
рассматривалась в работах [1–5] и [11] в вероятностной постановке, но 
в силу упомянутой сложности недостаточно исследована. Предлагае-
мый нами подход позволяет свести задачу идентификации к задаче на-
хождения условного минимума функций многих переменных (в част-
ности, к задаче линейного или квадратичного программирования), ко-
торая рассматривается в курсах обычного вузовского математического 
анализа и для решения которой есть стандартные программы в широко 
используемых пакетах MATLAB, Maple, Exel, MathCad, Mathematica и 
др. Таким образом, полученная теорема и алгоритм позволяют эффек-
тивно решать задачу идентификации для широкого класса реальных 
объектов.  

1. Постановка задачи 

Через Rn обозначим n-мерное евклидово пространство векторов 

{ }1 2, ,..., nr r r r= , компонентами которых являются действительные чис-

ла 
____

,1, niri = ; [ ] [ ] [ ]1 2 3, , , , ,m n qB T B T B Tθ  θ  θ  – нормированные [12] про-
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странства n, m и q-мерных вектор-функций, определенных на отрезке 

[ ] 1,T Rθ ⊂ ; Y, Z и W – нормированные пространства; x  – норма эле-

мента х в том пространстве, которому он принадлежит; 1R+  – множест-

во неотрицательных чисел из R1.  
Пусть имеется реальный объект, который мы будем рассматривать 

на отрезке времени [ ],Tθ . Через ( )v t  обозначим m-мерный вектор па-

раметров, характеризующих измеряемые внешние воздействия на объ-

ект в момент времени [ ] ( ), , ,mt T v t R∈ θ  ∈  через ( )f t  – q-мерный век-

тор параметров, характеризующих неизмеряемые внешние воздействия 

на объект в момент времени [ ] ( ), , qt T f t R∈ θ ∈ , а через ( )x t  – n-мер-

ный вектор параметров, характеризующих реакцию объекта на внеш-

ние воздействия в момент времени [ ] ( ), , nt T x t R∈ θ ∈ . Будем считать, 

что вектор-функции , ,v f x  удовлетворяют условиям , ,v V f F∈ ∈  

x X∈ , где V, F, X – некоторые подмножества из [ ]1 , ,mB Tθ  [ ]3 , ,qB Tθ  

[ ]2 ,nB Tθ  соответственно. Вектор-функцию { },v f  будем называть вхо-

дом, а вектор-функцию x  – выходом объекта соответственно. 

Определение 1. Уравнение ( ), , 0x v fΦ =  назовем ε-моделью 

объекта, если: 
1) : X V F WΦ × × →  – непрерывный оператор; 

2) уравнение ( ), , 0x v fΦ =  имеет единственное решение x X∈  

при каждом v V∈  и при каждом f F∈ ; 

3) выполняется неравенство ( ), ,x v fΦ ≤ ε , где ε – достаточно 

малое положительное число или нуль. 
Будем строить ε-модель в виде 

 ( ), , , 0,x v fΦ ω =  (1) 

где 4 4, , , ,x X v V f F B B∈ ∈ ∈ ω∈Ω ⊆  – нормированное пространство; ω – 

вектор неизвестных параметров модели; : X V F WΦ × × × Ω →  – не-
прерывный оператор, который удовлетворяет условиям определения 1 
при некотором ω∈ Ω . 
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Определение 2. Уравнения 

 ( ) ( ),y P v z Q x= + ξ = + η  (2) 

назовем измерениями входа и выхода объекта, если: 
1) :P V Y→  и :Q X Z→  – непрерывные операторы; 

2) ξ и η – ошибки измерений, о которых известно лишь то, что 

,Yξ∈  ,Zη∈  1,ξ ≤ ε  2 ,η ≤ ε  где 1ε  и 2ε  – малые положительные 

числа или нули (рисунок). 

Задача идентификации: по известным 1 2, , , , , , ,y z P Q Φ ε ε ε  найти 

такие ω и f , при которых уравнение ( ), , , 0x v fΦ ω =  является ε-моделью 

объекта (т.е. выполнено неравенство ( ), , ,x v fΦ ω ≤ ε ). 

Определение 3. Уравнение ( ), , 0x v fΦ =  назовем приближенной 

ε-моделью объекта, если: 
1) : X V F WΦ × × →  – непрерывный оператор; 

2) уравнение ( ), , 0x v fΦ =  имеет единственное решение x X∈  

при каждом v V∈  и при каждом f F∈ ; 

3) выполняется неравенство Ф( , , ) ε,x v f ≤   где , ,x v f   – некото-

рые приближения к , ,x v f  соответственно. 

 

Рис. Блок-схема объекта 

Задача приближенной идентификации: по известным 

  1 2, , , ,Ф,ε,ε ,εy z P Q  найти такие ω  и f , при которых уравнение 
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( ), , , 0x v fΦ ω =  является приближенной ε-моделью (т.е. выполняется 

неравенство ( ), , ,x v fΦ ω ≤ ε   ). 

2. Основные результаты 

Теорема. Пусть 

1) { }, 0,1, 2,...i iϕ =  – полная система элементов в пространстве 

[ ]1 , ,mB Tθ  { }, 0,1, 2,...i iψ =  – полная система элементов в пространстве 

[ ]2 , ,nB Tθ  { }, 0,1, 2,...ig i =  – полная система элементов в пространстве 

[ ]3 , ,qB Tθ  { }, 0,1, 2,...ie i =  – полная система элементов в пространстве В4; 

2) найдутся такие N и ( )1, 0, ,i R i Nα ∈ =  что 
0

N

i i
i

y P
=

 − α ϕ = 
 
   

{ } 1
0

min
i

N

i i
i

y P
α =

 = − α ϕ ≤ ε 
 
  при условиях 1

0

,
N

i i i
i

V R
=

α ϕ ∈  α ∈ ; 

3) найдутся такие М и ( )1, 0, ,i R i Mβ ∈  =  что 
0

M

i i
i

z Q
=

 − β ψ = 
 
   

{ } 2
0

min
i

M

i i
i

z Q
β =

 = − β ψ ≤ ε 
 
  при условиях 1

0

,
M

i i i
i

X R
=

β ψ ∈ β ∈ ; 

4) существует такое ω∈ Ω , что ( ), , ,x v fΦ ω ≤ ε ; 

5) выполняются неравенства ( ) ( ) 1P v P v c v v− ≤ −  , 

( ) ( )Q x Q x− ≤  2c x x−  , где 
0

,
N

i i
i

v
=

= α ϕ   1 1
1 2

0

, ,
M

i i
i

x c R c R+ +
=

= β ψ ∈ ∈  ; 

6) выполняются неравенства 1 1 2 22 , 2c v v c x x− ≤ ε  − ≤ ε  ; 

7) найдутся такие K, ( )1 1, , 0, ,i iR R i Kγ ∈  μ ∈  =   что 

 
{ },

0 0 0 0

, , , , min , , , ,
i i

K K K K

i i i i i i i i
i i i i

x v g e x v g e
γ μ= = = =

   Φ γ  μ = Φ γ  μ ≤ ε   
   

         (3) 

при условиях 1 1

0 0

, , ,
K K

i i i i i i
i i

g F e R R
= =

γ ∈  μ ∈ Ω  γ ∈  μ ∈  ; 
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8) существует такой оператор 
1 :G X V W Fε× × → , что 

( ) ( )1 1, , , , ,f G x v w f G x v w=  =     и ( ) ( )1 1, , , , xG x v w G x v w c x x− ≤ − +     

v wc v v c w w+ − + −  , где 
0

, Ф( , , , ),
K

i i
i

f g w x v f
=

= γ = ω  Ф( , , , ),w x v f= ω     

{ }: ,W w W wε = ∈ ≤ ε  
0

,
K

i i
i

e
=

ω = μ   1 ,xc R+∈  1 ,vc R+∈ 1
wc R+∈ ; 

9) существует такой оператор 
2 :G X V Wε× × → Ω , что 

( ) ( )2 2, , , , ,G x v w G x v wω =  ω =     и ( ) ( )2 2, , , , xG x v w G x v w c x x− ≤ − +      

v wc v v c w w+ − + −  , где 1 1 1, ,x v wc R c R c R+ + +∈  ∈  ∈   ; 

10) уравнение Ф( , , ,ω) 0x v f =  имеет единственное решение 

x X∈  при каждом v V∈  и при каждом f F∈ . 

Тогда вектор { }ω, f  является приближенным решением задачи 

идентификации для ε-модели (1) при измерениях входа и выхода объ-
екта (2), причем выполняются неравенства  

 1 2
1 2

2 ε ε ε ,v x
w

c c
f f c

c c

 
− ≤ + + 

 
   (4) 

 1 2
1 2

ω ω 2 ε ε ε ,x
w

cc
c

c c

 
− ≤ + + 

 

    (5) 

а уравнение Ф( , , ,ω) 0x v f =  является приближенной ε-моделью объекта. 

Доказательство. В силу условий 1–3, 5, 6 получаем 1

1

2ε
,v v

c
− ≤  

2

2

2ε
x x

c
− ≤ , где 

0 0

α φ , β ψ .
N M

i i i i
i i

v x
= =

= =     Далее в силу условий 7–9  

имеем 1 1( , , ) ( , , ) x vf f G x v w G x v w c x x c v v− = − ≤ − + − +     

wc w w+ −  2 1
1 2

2 1 1 2

2 ε 2 ε
( ) 2 ε ε εx v v x

w w

c c c c
c w w c

c c c c

 
≤ + + + ≤ + + 

 
  и 

ω ω− ≤ xc x x−  2 1

2 1

2 ε 2 ε
( )x v

v w w

c c
c v v c w w c w w

c c
+ − + − ≤ + + + ≤      
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1 2
1

2 ε ε ε .
2

v x
w

c c
c

c c

 
≤ + + 

 

    Отсюда в силу малости величин 1 2ε ,ε ,ε  имеют 

место приближенные равенства , , ,ω ω.x x v v f f≈ ≈ ≈ ≈    

Таким образом, в силу условия 10 вектор { }ω, f  является при-

ближенным решением задачи идентификации для ε-модели (1) при из-
мерениях входа и выхода объекта (2), причем выполняются неравенст-

ва (4) и (5), а уравнение Ф( , , ,ω) 0x v f =  является приближенной 

ε-моделью объекта. Теорема доказана.  
Обсудим условия этой теоремы. Условие 1 означает, что в про-

странствах 1 2 3 4[θ, ],  [θ, ],  [θ, ],  m n qB T B T B T B  имеются базисные системы 

элементов, т.е. элементы этих пространств могут быть приближены 
конечными линейными комбинациями базисных элементов с любой 
степенью точности. Условия 2, 3 дают приближения ,v x   к , ,v x  сводя 

их вычисление к условной минимизации соответствующих функций 
многих переменных (эти приближения нужны для решения задачи 
идентификации). Условие 4 необходимо для разрешимости задачи 
идентификации. Условие 5 – это обобщенное условие Липшица для 
операторов P и Q, которое получается применением теоремы Лагранжа 
о среднем и ее обобщений, если эти операторы непрерывно дифферен-
цируемы в соответствующем смысле. Проверка условия 6 затрудни-
тельна, так как v  и x  не известны, а известны только v  и x   

Но 1( ) ( )P v P v c v v− ≤ −   и ( ) ( )P v P v− = ( ) ( )P v y y P v− + − ≤

( ) ( ) 12y P v y P v≤ − + − ≤ ε , поэтому естественно предположить, что 

1 12c v v− ≈ ε  (что, как правило, бывает на практике) и 2 22c x x− ≈ ε  

(аналогично), тогда неравенства (4) и (5) дают приближенную оценку 

отклонения f  и ω  от f  и ω, которую можно использовать при прак-

тической идентификации. Условие 7 сводит задачу нахождения f  и ω  

к задаче условной минимизации функции многих переменных в про-

странстве ( )2 1KR +  и к проверке неравенства (3) при K = 0, 1, 2, … 
(до тех пор, пока оно не выполнится). Условия 8, 9 сводятся к реше-

нию уравнения ( ), , ,x v f wΦ ω =  относительно { },f ω  и проверке 

обобщенных условий Липшица для операторов G1 и G2, дающих это 
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решение в виде { } ( ) ( ){ }1 2, , , , , ,f G x v w G x v wω = . Условие 10 вытекает 

из определения 3, так как задача идентификации решается приближен-
но, и в результате мы получаем приближенную ε-модель 

( ), , , 0x v fΦ ω = . 

 Замечание 1. Величину ε можно взять согласно неравенству 

1ε 0,01 Ф ( , )x v≤   , если оператор Φ  имеет вид ( ), , ,x v fΦ ω =  

( ) ( )1 2, , , ,x v x v f= Φ − Φ ω , так как из неравенства Ф( , , ,ω)x v f =    

1 2 1Ф ( , ) Ф ( , , ,ω) 0,01 Ф ( , )x v x v f x v= − ≤        следует 1 2

1

Ф ( , ) Ф ( , , ,ω)

Ф ( , )

x v x v f

x v

−
≤

    
 

 

0,01≤  (т.е. в этом случае невязка Ф( , , , )w x v f= ω     достаточно мала). 

При этом следует отметить, что оператор Φ  имеет указанный вид для 
весьма широкого класса математических моделей реальных объектов. 

Замечание 2. Мы здесь считаем, что x x≈ , если 0,01
x x

x

−
≤




 

(т.е. если 0,01x x x− ≤  ), где x  и x  – элементы соответствующего 

нормированного пространства. Но не всегда запись x x≈  означает вы-
полнение этого неравенства. 

Из доказанной теоремы с учетом вышесказанного вытекает сле-
дующий алгоритм идентификации. 

3. Алгоритм 

1. Положить 0, 0, 0.N M K=  =  =  

2. Вычислить α , 0,i i N=  согласно условию 2 теоремы и прове-

рить неравенство 1
0

α φ ε
N

i i
i

y P
=

 − ≤ 
 
  . Если оно выполняется, то пе-

рейти к пункту 3, а если нет, то положить np 1N N= + , где npN  – пре-

дыдущее значение N, и перейти к пункту 2. 

3. Вычислить β , 0,i i M=  согласно условию 3 теоремы и прове-

рить неравенство 2
0

β ψ ε .
M

i i
i

z Q
=

 − ≤ 
 
   Если оно выполняется, то пе-
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рейти к пункту 4, а если нет, то положить np 1M M= +  и перейти 

к пункту 3. 
4. Проверить условие 4 теоремы. Если оно выполняется, то пе-

рейти к пункту 5, а если нет, то выдать ответ «задача идентификации 
не разрешима» и закончить алгоритм. 

5. Проверить условия 5 теоремы, вычислив с1 и с2. Если они вы-
полняются, то перейти к пункту 6, а если нет, то выдать ответ «теорема 
не применима» и закончить алгоритм. 

6. Вычислить γ , 0, ,i i K=  и μ , 0,i i K=  согласно условию 7 теоре-

мы и проверить неравенство 
0 0

Ф , , γ , μ ε.
K K

i i i i
i i

x v g e
= =

  ≤ 
 

      Если оно вы-

полняется, то перейти к пункту 7, а если нет, то положить np 1K K= +  

и перейти к пункту 6. 
7. Построить операторы 

1 2,G G  согласно условиям 8 и 9 теоремы. 

Если это удалось, то перейти к пункту 8, а если нет, то выдать ответ 
«теорема не применима» и закончить алгоритм. 

8. Проверить условие 10 теоремы. Если оно выполняется, то пе-
рейти к пункту 9, а если нет, то выдать ответ «теорема не применима» 
и закончить алгоритм. 

9. Вычислить  

1 2
1 2

ε 2 v x
f w

c c
c

c c

 
= ε + ε + ε 

 
 и 1 2

1 2

ε 2 v x
w

c c
c

c cω

 
= ε + ε + ε 

 

   . 

10. Выдать ответ: вектор { }, fω   является приближенным реше-

нием задачи идентификации для ε-модели (1) при измерениях входа и 
выхода объекта (2), причем выполняются приближенные неравенства 

,ff f ω− ≤ ε  ω − ω ≤ ε  , а приближенная ε-модель имеет вид 

( ), , , 0x v fΦ ω = . 

11. Конец алгоритма. 
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4. Практический пример 

Рассмотрим три отрасли Российской Федерации: 
1) добыча полезных ископаемых; 
2) обрабатывающие производства; 
3) производство и распределение электроэнергии, газа и воды. 

Через ( )ix t  обозначим сумму основных производственных фон-

дов (ОПФ) i-й отрасли в момент времени [ , ], ( 1,2,3)t T i∈ θ = , 1θ = −  со-

ответствует 2003 г., 11T =  соответствует 2015 г. (время исчисляется в 

годах), ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 30, , ,ix x t x t x t x t≥ = . Через ( )iv t  обозначим интен-

сивность внешних инвестиций в i-й отрасль в момент времени 

{ }1 2 3[ , ], ( 1,2,3), ( ) 0, ( ) ( ), ( ), ( )it T i v t v t v t v t v t∈ θ = ≥ = . 

Пусть , 0,10,jt j j= =  где 
0 0t =  соответствует 2004 г., t10 соответ-

ствует 2014 г., а измерения входа и выхода объекта (системы из трех 
отраслей РФ) имеют вид 

___ ____

0,53 10
2

1
1 0

( ) ξ , 1,3, 0,10,

ξ ξ 0,005 (трлн руб.),

ij i j ij

ij
i k

y v t i j

= =

= + = =

 = ≤ ε = 
 


 

___ ____

0,53 10
2

2
1 0

( ) , 1,3, 0,10,

η 0,005 (трлн руб.).

ij i j ij

ij
i k

z x t i j

= =

= + η = =

 = η ≤ ε =   
 


 

Значения ijy  и ijz  определяются по табл. 1 и 2 соответственно 

(согласно данным Федеральной службы государственной статистики 
России) в триллионах рублей. 

Таблица 1 

Исходные данные параметров zij 

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
z1j 2,62 3,31 4,08 4,98 6,37 7,86 9,08 10,57 12,24 14,11 15,73 
z2j 3,20 3,64 4,22 5,12 6,00 6,95 7,99 8,88 9,86 11,38 13,56 
z3j 3,03 3,41 3,61 4,09 4,93 5,74 6,77 8,53 9,76 10,68 11,80 
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Таблица 2 

Исходные данные параметров yij 

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y1j 0,44 0,50 0,69 0,93 1,17 1,11 1,26 1,53 1,85 2,00 2,14 
y2j 0,47 0,59 0,74 0,99 1,13 1,14 1,21 1,41 1,69 1,95 2,08 
y3j 0,20 0,24 0,30 0,47 0,62 0,68 0,82 1,02 1,17 1,19 1,19 

 

Математическую ε-модель будем строить по аналогии с работами 
[13], [14] в модифицированном виде: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), [0, ],

( ) λ( ), [θ,0],

x t Ax t B Hx t Rv t f t t T

x t t t

= − + + + ∈
 = ∈


  (6) 

где { } { }1 2 3 1 2 3( ) col ( ), ( ), ( ) , ( ) col ( ), ( ), ( ) ,x t x t x t x t v t v t v t v t= =  

1 11 12 13 1

2 21 22 23 2

3 31 32 33 3

0 0 0 0

0 0 ,  ,  0 0 ,

0 0 0 0

a b b b r

A a B b b b R r

a b b b r

     
     = = =     
     
     

 

{ } { }1 1 2 2 3 3 1 2 3( )( ) col ( ),  ( ),  ( ) ,  ( ) col ( ), ( ), ( )Hx t x t h x t h x t h f t f t f t f t= − − − = , 

{ } { }1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ,λ( ) col λ ( ),λ ( ),λ ( ) , 0, 0, 0,h h h h t t t t h h h= = > > > 3
2[θ, ],x D T∈  

3 3 3 3
2 2 2 2[θ, ],  [θ, ],  λ [θ,0],  [θ, ]v L T f L T D L T∈ ∈ ∈  – пространство квадратич-

но суммируемых на [θ, ]T  трехмерных вектор-функций с нормой 
0,5

3
2 3

2
1 θ

( ) ,  [θ, ]
T

i
i

v v t dt D T
=

 
=  
 
  – пространство абсолютно-непрерывных 

на [θ, ]T  трехмерных вектор-функций с производной из 3
2[θ, ]L T  и нор-

мой { }
0,5

3 _____
2 2 3

1 θ

[ (θ) ( ) ] , [θ, ] : ( ) 0 , 1,2,3,
T

i i i
i

x x x t dt V v C T v t i
=

 
= + = ∈ ≥ = 
 
    

{ }
_____

3 3 3 3
2 [θ, ] : [θ, ], ( ) 0 , 1,2,3, [θ, ], [θ, ]iX x D T x C T x t i F C T C T= ∈ ∈ ≥ = =  – 

пространство непрерывных на [θ, ]T  трехмерных вектор-функций 

с нормой из 3
2[θ, ],L T  { }ω , , , , λ ( ) ,i ij i i ia b r h t=  1,2,3,i =  1,2,3,j =  

{ω : [0,1],iaΩ = ∈ 3
2[0,1],  [0,1],  [0,1;1],  λ [θ, 0],ij i ib r h D∈ ∈ ∈ ∈ 3λ [θ, 0],C∈  

λ ( ) 0}.i t ≥  
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Здесь ограничения на параметры взяты из практических сообра-
жений. 

Оператор Ф : X V F W× × × Ω →  в этом случае имеет вид 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), [0, ],
Ф( , , ,ω)( )

( ) λ( ), [θ,0],

x t Ax t B Hx t Rv t f t t T
x v f t

x t t t

+ − − − ∈
=  − ∈


 

где [ ] [ ]3 3
2 20, ,0W L T D= × θ  – линейное пространство векторов 

{ }1 2,w w w=  c нормой { }1 2 1 2,w w w w w= = + , [ ]3
1 2 0, ,w L T∈  

[ ]3
2 2 ,0w D∈ θ . 

Возьмем 1 2 30,65, 0,76, 0,68,a a a= = =    согласно данным о степени 

износа ОПФ для рассматриваемых отраслей, а , ,i i iv x f   будем искать 

в виде 

_____

0 0 0

( ) α , ( ) β , ( ) γ , 1,2,3.
N M K

j j j
i ij i ij i ij

j j j

v t t x t t f t t i
= = =

= = = =     

Тогда согласно алгоритму получаем 

2 3
1( ) 0,391 18 0,198 52 0,014 77 0,001 38 ;v t t t t= + − +  

2 3
2 ( ) 0,444 40 0,211 08 0,017 93 0,001 30 ;v t t t t= + − +  

2 3
3( ) 0,217 99 0,024 66 0,039 42 0,002 77 ;v t t t t= − + −  

1 2

3

( ) 1,579 38 1,337 84 , ( )

2,382 49 0,992 34 , ( ) 1,92889 0,930 34 ;

x t t x t

t x t t

=  +  =
=  +  =  +  

 


 

0,65 0 0 0,30 0,30 0,20

0 0,76 0 ,  0,10 0,51 0,10 ,

0 0 0,68 0,10 0,30 0,33

A B

   
   = =   
   
   

   

1

2

3

0,1,

0,1,

0,1,

h

h

h

=

=

=





 

_____
0,4 0 0

0 1,0 0 ,λ ( ) ( ), [θ,0], 1,2,3,

0 0 0,1
i iR t x t t i

 
 = = ∈ = 
 
 

   

2 3
1( ) 0,704 99 0,109 83 0,005 91 0,000 55 ,f t t t t= − + −  
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2 3
2 ( ) 0,877 03 0,185 21 0,017 93 0,001 30 ,f t t t t= − + −  

2 3
3 ( ) 0,783 20 0,104 15 0,003 94 0,000 28 .f t t t t= − − +  

При этом { } { }( ) (0), (1),..., (10) , ( ) (0), (1),..., (10)P v v v v Q x x x x= = , 

а 1 214,36, 53,89.c c≈ ≈  Операторы 1 2,G G  в этом случае можно постро-

ить приближенно, решая (приближенно) систему 

1

2

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), [0, ],

( ) λ( ) ( ), [θ, 0]

x t Ax t B Hx t Rv t f t w t t T

x t t w t t

 + − − − = ∈
 − = ∈


 

относительно { },f ω , где { }, , , ,A B R hω = λ  { }1 1( )( ) col ( ,Hx t x t h= −  

2 2 3 3( ), ( )x t h x t h− − , а { }1 2,w w w= , т.е. { } ( ) ( ){ }1 2, , , , , ,f G x v w G x v wω ≈   , 

где 1 1 2 2,G G G G≈ ≈  . 

При этом 1, 2,27, 1, 55,02, 55,02, 0,5v x w v x wc c c c c c≈ ≈ ≈ ≈ ≈ ≈   , 

ωε 0,182,ε 0,138f ≈ ≈ . 

Согласно пункту 10 алгоритма имеют место приближенные нера-
венства 

ωε , ω ω ε ,ff f− ≤ − ≤   где 
0,518

2

1

ω ω λi
i=

 = + 
 
 , 

1 1 2 2 3 3 4 11 5 12 6 13 7 21 8 22 9 23, , , , , , , , ,a a a b b b b b bω = ω = ω = ω = ω = ω = ω = ω = ω =  

10 31 11 32 12 33, , ,b b bω = ω = ω =  
13 1 14 2 15 3, , ,r r rω = ω = ω =  

16 1 ,hω =  
18 3 ,hω =  

17 2 ,hω =  ( ) ( ) ( )19 1 20 2 21 3, ,t t tω = λ  ω = λ ω = λ . Здесь пространство 

[ ]18 3
4 2 , 0B R D= × θ , а 

4 .BΩ ⊂  

Таким образом, приближенное решение задачи идентификации 

для ε-модели (6) в этом примере имеет вид { },f ω  , где f  и ω  опреде-

лены выше, причем имеют место приближенные неравенства (4) и (5), 

а относительные отклонения 
ε

0,0125f

f
≈  и ωε 0,0129

ω
≈

 , т.е. они не 

превышают 1,3 %. 
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Приближенная ε-модель системы из трех вышеуказанных отрас-
лей РФ имеет вид 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), [0, ],

( ) ( ), [θ, 0],

x t Ax t B Hx t Rv t f t t T

x t t t

 = − + + + ∈


= λ ∈

   
  

где ( ) { }1 1 2 2 3 3( ) col ( ), ( ), ( ) ,Hx t x t h x t h x t h= − − −    а ε 0,01 0,09.x= ≈  

Как видно из этих вычислений, задача приближенной идентифи-
кации для этого примера решается достаточно эффективно. 

Замечание 3. Компьютерную реализацию алгоритма для этого 
примера сделал аспирант М.В. Милюша с помощью пакета Maple. 

Замечание 4. Задача идентификации ε-модели при наличии неиз-
меряемых внешних воздействий на объект рассматривалась нами в ра-
боте [15], где были получены теоремы и алгоритмы приближенной 
идентификации для случая малых неизмеряемых внешних воздейст-
вий, а в предлагаемой здесь работе сформулирована новая теорема и 
алгоритм решения обновленной задачи идентификации, который го-
дится и для достаточно больших внешних неизмеряемых воздействий. 

Замечание 5. О необходимости оценки неизмеряемых внешних 
воздействий и ее значении для прикладных задач свидетельствует ин-
тересная и ценная работа [16]. 

Замечание 6. Вычисления производились с точностью до пяти 
знаков после запятой, а результаты округлялись по обычным правилам. 

Заключение 

В результате исследований получены новые теорема и алгоритм, 
дающие приближенное решение задачи идентификации математиче-
ских моделей реальных объектов при наличии неизмеряемых внешних 
воздействий на эти объекты. Эффективность этого алгоритма провере-
на на реальном примере системы из трех взаимосвязанных отраслей 
экономики Российской Федерации. Поставленная задача рассматрива-
лась также в относительно недавних работах [17–22] для разных случа-
ев математических моделей в вероятностной постановке, но не полу-
чила достаточно простого и общего решения. В процессе решения за-
дачи идентификации нами получены приближенные значения не 
только параметров модели, но и неизмеряемых внешних воздействий 
на объект. Предлагаемая методика идентификации может быть распро-
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странена на математические модели, в которых значения входных 
и выходных вектор-функций времени принадлежат не , , ,m n qR R R  а бо-

лее общим нормированным пространствам (например, на модели в ви-
де систем уравнений в частных производных и т.д.). Таким образом, 
эту методику можно рекомендовать для практического использования 
при построении математических моделей реальных объектов. 
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