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Введение 

При решении задачи определения макроскопических свойств ма-
териалов по данным о микроструктуре важным является вопрос пред-
ставительности исходных данных. Для более точной оценки интере-
сующих нас физико-механических свойств металлов, например преде-
ла текучести, требуется получение данных о микроструктуре как 
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можно более глубоких масштабных уровней, поскольку известно [1, 2], 
что деформация материалов определяется эволюцией микростуктуры 
на уровне зерен, границ зерен или на уровне ансамблей дефектов кри-
сталлической решетки. Причем желательно получение данных именно 
о реальной трехмерной структуре.  

Получение данных о трехмерной структуре на глубоких мас-
штабных уровнях сопряжено со значительными затратами, а зачастую 
вовсе невозможно. Применяются различные методы, например рентге-
новского анализа структуры [3], томографический анализ [4] или по-
следовательного получения микрошлифов [5]. Наиболее распростра-
ненным методом анализа структуры является получение наборов фото-
графий микрошлифов. Несмотря на то что существуют работы, 
направленные на получение данных о трехмерной структуре на основе 
плоских изображений [6], чаще всего исходными измерениями явля-
ются только плоские изображения микрошлифов. Так что в дальней-
шем, говоря о микроструктуре, будем рассматривать именно фотогра-
фии микрошлифов. 

При попытке судить по данным микростуктуры о макроскопиче-
ских свойствах возникает проблема представительности полученных 
фотографий, которую можно сформулировать в виде следующего во-
проса: «Достаточно ли структурных элементов отображено на иссле-
дуемом снимке микростуктуры, чтобы судить о свойствах макроско-
пического образца?». Понятие представительности данных о микро-
стуктуре можно считать расширением понятия представительного 
объема, являющегося классическим для механики сплошной среды. 
Представительным называют объем, который содержит достаточное 
для статистического осреднения количество структурных элементов 
материала. Необходимость расширения этого понятия обусловлена 
тем, что в рамках эксперимента не всегда удается получить с необхо-
димым разрешением данные об объемной структуре материала, из-за 
чего оказывается некорректным говорить о представительном объеме. 

При проведении любого исследования, посвященного изучению 
макроскопических свойств материалов, ключевым вопросом оказыва-
ется определение необходимого и достаточного количества элементов 
структуры, которое позволило бы делать достоверные и обоснованные 
выводы о величинах физических свойств. Исследованию представи-
тельного объема различных материалов посвящено множество работ. 
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При этом довольно часто для исследования представительного объема 
прибегают к вычислительному эксперименту [7–10] или исследования 
проводятся на основе натурных экспериментов [11]. 

В рассмотренных работах можно выделить общие принципы 
и подходы к решению задачи определения представительного объема: 
свойства и характеристики материала вычисляются или эксперимен-
тально определяются для некоторого набора характерных размеров. 
Далее из рассмотренных выбирается наименьший размер, после увели-
чения которого точность определения характеристики существенно не 
изменяется. 

Отметим, что в большинстве работ ставится задача определения 
размеров представительного объема. Особенностью данной работы яв-
ляется определение размеров, относящихся именно к плоским изобра-
жениям. 

Постановка задачи. Пусть имеется цифровая фотография мик-
рошлифа исследуемого материала. Рассмотрим задачу определения 
представительности фотографии микрошлифа. Содержательно задачу 
можно сформулировать следующим образом: требуется определить 
площадь отображаемого на фотографии среза объемной структуры ма-
териала, необходимую и достаточную для оценки физико-механичес-
ких свойств макроскопического образца с требуемой точностью. Ис-
ходными данными являются параметры распределений объемной 
структуры материала. 

Оценка точности определения свойств материала представляет 
собой отдельную задачу, которая не будет рассматриваться в данной 
работе. 

Будем полагать, что макроскопические свойства материала одно-
значно определяются его микроструктурой, т.е. для заданного набора 
параметров среза микроструктуры существует единственный набор 
физико-механических свойств, однако одинаковые значения макроско-
пических свойств могут достигаться при различной микроструктуре. 
Таким образом появляется возможность определения размеров пред-
ставительного изображения без рассмотрения задачи оценки физико-
механических параметров по данным микроструктуры. 

Метод решения. Предлагаемый метод построен на основе симу-
ляции структуры методом Монте-Карло и состоит из следующих эта-
пов: генерация объемной структуры, вычисление сечения сгенериро-
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ванной структуры плоскостью, вычисление размеров представительно-
го изображения на основе статистического критерия. Рассмотрим эта-
пы более подробно. 

1. Генерация объемной структуры. Исходными параметрами яв-
ляются параметры исходной трехмерной структуры. В качестве модели 
объемной структуры материала примем набор эллипсоидов. Такая мо-
дель позволяет учесть разнородность размеров зерен, их анизотропию 
и ориентацию. Соответственно, представительность изображения бу-
дем определять в терминах этих параметров. Также к сгенерированной 
модели структуры необходимо предъявить следующие требования: мо-
дель должна содержать существенные свойства исследуемого объекта, 
в модельной структуре должно содержаться представительное количе-
ство структурных элементов, но при этом связанные с генерацией 
структуры вычисления должны производиться достаточно быстро. 

Рассмотрим существующие методы генерации структуры поли-
кристаллических материалов. Обычно генерация структуры сводится 
к генерации набора структурных элементов и их плотной упаковке 
с применением оптимизационных [5, 12–14] или механистических [15] 
подходов. 

В рассмотренных работах одной из ключевых проблем при моде-
лировании структуры материалов является задача упаковки сгенериро-
ванных частиц. Применяются различные подходы к ее решению, одна-
ко можно утверждать, что в современных условиях данная задача мо-
жет достаточно быстро решаться для количества зерен порядка 10 000. 
Такая ситуация связана с тем, что численная упаковка большого числа 
эллипсоидов связана или с вычислительной сложностью задачи опти-
мизации для столь большого числа степеней свободы, или с большим 
количеством вычислений при механическом моделировании. 

Проведем оценку, какое количество структурных элементов ма-
териала необходимо сгенерировать, чтобы полученное сечение было 
гарантированно представительным. Оценим представительное количе-

ство зерен в объеме материала как 310N  . Соответственно будем счи-
тать, что на плоском сечении должно присутствовать количество эл-
липсов, достаточное, чтобы судить о геометрических характеристиках 
N  эллипсоидов. Оценим это количество как на порядок большее, чем 

представительное количество зерен, т.е. 4
1 10 10N N  . Теперь задача 
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сводится к определению количества эллипсоидов в контейнере, при 
сечении которого плоскостью количество пересечений будет равно 
принятой оценке. Полагая, что зерна распределены в объеме достаточ-
но равномерно, форма эллипсоидов близка к сферической и размер зе-
рен варьируется незначительно, получим приблизительную оценку для 

количества зерен в искомой генерируемой структуре 
3

62
2 1 10 .N N   

Полученная оценка является достаточно грубой, для более точной 
оценки числа зерен в генерируемой структуре нужно опираться на 
контекст решаемой задачи. 

На основе полученной оценки количества зерен можно сделать 
вывод, что решение задачи упаковки для столь большого числа эллип-
соидов невозможно за разумное время с использованием существую-
щих методов. С другой стороны, в контексте задачи можно сформули-
ровать критерий близости построенной трехмерной структуры в таком 
виде, который позволит частично или полностью отказаться от задачи 
упаковки сгенерированных эллипсоидов. Вопрос соответствия полу-
ченной синтетической структуры реальной – это отдельная задача, ре-
шение которой будет зависеть от вида генерируемой структуры 
и имеющихся экспериментальных данных об этой структуре. 

Для изучения применимости предлагаемого метода оценки раз-
меров представительного изображения будем генерировать синтетиче-
скую эллипсоидальную структуру, в которой полуоси эллипсоидов 
распределены равномерно и ориентации их главных осей равномерно 
распределены в пространстве поворотов. Центры полученных эллип-
соидов равномерно распределены в кубическом контейнере, объем ко-
торого равен суммарному среднему объему эллипсоидов. 

2. Получение сечения сгенерированной структуры. Очевидно, что в 
случае изотропной структуры секущая плоскость может быть расположе-
на произвольным образом. Необходимым условием является лишь то, что 
в пересечении должно находиться достаточное число структурных эле-
ментов (эллипсоидов), оценка которого приведена в предыдущем пункте. 

Рассмотрим решение задачи получения сечения структуры плос-
костью. Сечением структуры плоскостью будем называть набор урав-
нений эллипсов, получающихся при сечении плоскостью эллипсоидов, 
моделирующих структуру. Решение этой задачи будем проводить ана-
литически. 
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После генерации модельной структуры имеем набор эллипсои-
дов, заданных в виде соответствующего набора уравнений в лабора-
торной системе координат, связанных с контейнером, в котором про-
водилось размещение элементов структуры: 

  1 2 3 2, , 0,  1, .iF x x x i N   (1) 

Секущая плоскость задана направлением нормали и точкой начала 
локальных координат плоскости. Необходимо получить набор уравне-
ний эллипсов, полученных в результате пересечения плоскости и эллип-
соидов. Для этого перепишем уравнения эллипсоидов в новой системе 
координат, полученной поворотом направления вертикальной оси лабо-
раторной системы координат так, чтобы в полученной системе коорди-
нат вертикальная ось совпадала с направлением нормали к плоскости 
и переносом начала лабораторной системы координат в точку, задаю-
щую плоскость. Таким образом уравнения эллипсоидов примут вид 

  * * * *
1 2 3 2, , 0,  1, .iF x x x i N   (2) 

Далее, принимая *
3 0x   и исключая сечения с нулевой площадью, 

получим искомые уравнения эллипсов: 

    * * * * *
1 2 1 2 1, , , 0 0,  1, .j jf x x F x x j N    (3) 

Зная уравнения эллипсов, можно рассчитать их характеристики: 
размер (радиус круга равной площади), ориентация большей полуоси 
(угол между большей полуосью и положительным направлением оси 
абсцисс в интервале [0; π)), анизотропия (отношение длины меньшей 
полуоси к длине большей), координаты центра. 

3. Вычисление размера представительного изображения на осно-
ве статистического критерия. После получения сечения и геометри-
ческих характеристик составляющих его эллипсов необходимо провес-
ти вычисления характерного линейного размера для представительного 
изображения. Под изображением микроструктуры будем понимать на-
бор эллипсов, центры которых будут находиться в некотором окне, 
лежащем внутри полученного сечения. Размер соответствующего окна 
и будет искомым размером представительного изображения. 

Для определения размеров такого окна вычислим для множества 
окон заданных размеров значения статистических характеристик на 
них. В качестве таких характеристик будем рассматривать среднее 
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значения размера зерна, коэффициент вариации размера зерна, средние 
анизотропию и ориентацию. Можно предположить, что оценки вы-
бранных характеристик распределены нормально. 

Для оценки погрешности оценок для каждого выбранного разме-
ра окна будем использовать выборочное среднеквадратичное отклоне-
ние, отнесенное к истинному значение характеристики (среднему зна-
чению по всему сгенерированному сечению), т.е. для характеристики α 
формула статистического критерия примет вид 

 
 2

1
*

1
1

,

n

i
in

V 


 





 (4) 

где n  – количество окон, по которым проводилась оценка параметра; 

i  – значение оценки в i-м окне;   – среднее значение оценки по всем 

окнам; *  – значение оценки для всего сечения. 

Целевое значения критерия критV  выберем таким, чтобы при 

нормальном распределении оценки характеристики   вероятность 

верной оценки составляла критP . Так, значению крит 0,95P   будет 

приближенно соответствовать крит 0,025.V   

Анализ результатов. Предложенный метод был реализован для 
синтетической структуры, представляющей собой набор случайных эл-
липсоидов. Для каждого эллипсоида генерировались значения длин полу-
осей по равномерному закону и ориентация. Все значения длин рассмат-
риваются в безразмерном виде. В качестве единицы длины принимается 
средний радиус объемных зерен. Были проведены два численных экспе-
римента с различными параметрами распределения длин полуосей эллип-
соидов. Предполагалось, что при большей дисперсии длин полуосей в ис-
ходной структуре увеличится размер представительного изображения. 
В обоих случаях генерировалось 10 000 000 эллипсоидов, среднее значе-
ние длин полуосей было одинаковым. 

На рисунках представлены зависимости статистического крите-
рия от размера окна. Для расчета критерия составлялась выборка из 
100 окон для каждого размера. 

В таблице представлены исходные параметры и результаты рас-
четов. Размер представительного изображения определялся с точно-
стью до целых. 
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Размеры представительного изображения  
для исследуемых характеристик структуры 

Интервал  
значений длин 

полуосей 

Средний  
размер зерна 

Коэффициент 
вариации  

размера зерна

Средняя  
анизотропия 

зерен 

Средняя  
ориентация 

зерен 
(0,5; 1,5) 20 46 12 33 
(0,2; 1,8) 24 34 21 31 

 
Отметим, что при повторных реализациях наблюдается повто-

ряемость получаемых результатов, однако требуются дополнительные 
исследования точности и устойчивости получаемых оценок размеров 
представительного изображения структуры.  

 

 

          а      б 

 

          в      г 

Рис. 1. Зависимость статистического критерия от размера окна для характеристик: 
а – средний размер зерна; б – коэффициент вариации размера зерна; в – средняя 
анизотропия зерен; г – средняя ориентация зерен. Интервал длин полуосей  
                        объемной структуры (0,5; 1,5) (авторские результаты) 
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Рис. 2. Зависимость статистического критерия от размера окна для характеристик:  
а – средний размер зерна; б – коэффициент вариации размера зерна; в – средняя  
анизотропия зерен; г – средняя ориентация зерен. Интервал длин полуосей  
                       объемной структуры (0,2; 1,8) (авторские результаты) 

 
Как и предполагалось, при увеличении дисперсии распределения 

полуосей исходных эллипсоидов увеличивается и требуемый размер 
представительного окна для определения среднего размера зерна и 
средней анизотропии зерен. Уменьшение размера окна в случае опре-
деления средней ориентации зерен можно считать незначительным. 
Значительное же уменьшение требуемого размера окна для оценки ко-
эффициента вариации размеров зерна требует дополнительных иссле-
дований. Можно предположить, что выбранный статистический крите-
рий не подходит для этой характеристики материала. 

Заключение. Поставлена задача определения размеров предста-
вительного изображения для оценки структурных характеристик мате-
риалов. Предложен метод решения поставленной задачи с использова-
нием моделирования структуры материала методом Монте-Карло. 
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Приведены результаты расчетов для синтетической трехмерной эллип-
соидальной структуры. Полученные результаты позволяют сделать 
вывод, что предложенный метод позволяет получить приблизительные 
оценки размеров представительного изображения. 

Применение предложенного метода для оценок по реальным ма-
териалам требует дальнейших исследований соответствия смоделиро-
ванной трехмерной структуры реальной структуре материала. Также 
общая концепция метода может быть расширена для неэллипсоидаль-
ных структур. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства 
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