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ного типа, для которого изучаются асимптотические свойства решения. Приводятся необходимые 
и достаточные условия экспоненциальной устойчивости, которым придана геометрическая фор-
ма области в пространстве параметров. Отдельно анализируется поведение решения на грани-
цах области, где потеря устойчивости происходит различными способами: за счет появления 
стационарных решений и за счет появления периодических режимов. Наряду с асимптотически-
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Введение. Настоящая работа посвящена исследованию асимпто-

тических свойств одного класса функционально-дифференциальных 
уравнений нейтрального типа:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t ax t h bx t cx t h f t− − + − − =   0t > ,  (*) 
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где , ,a b c  – произвольные вещественные числа, 0h > , f – заданная 

локально-суммируемая функция. 
Это уравнение возникает в прикладных задачах: в работе [1] с его 

помощью описывается динамика популяции клеток, в работе [2] – 
движение плоских упругих плит с учетом трения.  

Но не менее интересно оно с теоретической точки зрения. Урав-
нение (*) являет собой удачный пример уравнения нейтрального типа: 
с одной стороны – достаточно простой, чтобы получить эффективные 
признаки устойчивости тривиального решения, с другой – достаточно 
сложный, чтобы на нем проявилось все разнообразие асимптотических 
свойств решений. Это подтверждается значительным количеством чис-
то теоретических исследований (см., например, [3–10]), в которых изу-
чается уравнение (*). 

Особое внимание в статье уделяется асимптотическим свойствам 
производной решения (*). Как во всяком дифференциальном уравне-
нии, информацию о производной следует учитывать и правильно ее 
использовать. Для уравнений запаздывающего типа (таким будет урав-
нение (*) при 0a = ) асимптотические свойства производной легко вы-
водятся из свойств самого решения. Но при 0a ≠  уравнение (*) уже не 
является разрешенным относительно производной и для него вопрос 
об асимптотических свойствах производной, оставаясь содержатель-
ным, перестает быть тривиальным. 

1. Формулы представления решения и его производной. Пусть 

  – множество натуральных чисел, 0 {0}= ∪  , ( , ),= −∞ ∞  

[0, ),+ = ∞   – множество комплексных чисел, ( )pL E  – пространство 

суммируемых на множестве E функций с нормой 
1/

( )

p
p

p
E

y y t dt
 
 =
 
 
 (1 p≤ < ∞ ), ( )L E∞  – пространство измеримых 

и ограниченных в существенном на множестве E функций с нормой 

vraisup ( )
t E

y y t∞
∈

= . Символом I  будем обозначать единичный (тожде-

ственный) оператор. 
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Введем в рассмотрение оператор сдвига, действующий в про-
странстве измеримых (кусочно-непрерывных, суммируемых) на каж-
дом конечном отрезке функций: 

( 1), если 1,
( )( )

0, если 1.

y t t
Sy t

t

− >
=  ≤

 

Легко видеть, что в этих пространствах при любом a ∈  опера-
тор I aS−  ограниченно обратим. 

Изменяя масштаб времени t ht  и коэффициенты b hb , 
c hc , перепишем уравнение (*) в эквивалентной форме, более удоб-
ной для дальнейшего изучения: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),I aS x t bI cS x t f t− + − =  0t > .  (1) 

Как известно [12, с. 35], уравнение (1) с заданным начальным ус-
ловием однозначно разрешимо в классе локально абсолютно непре-
рывных функций и его решение имеет вид ([12, с. 84], [6]): 

 
0

( ) ( ) (0) ( ) ( )
t

x t X t x Y t s f s ds= + − , t +∈ .  (2) 

Функция X  называется фундаментальным решением, функция 
Y  – функцией Коши. Представление (2) принято называть формулой 
Коши.  

Фундаментальное решение X  является локально абсолютно не-
прерывной функцией и однозначно определяется как решение уравне-
ния (1) при 0f =  с начальным условием (0) 1X = . 

На каждом интервале ( , 1)n n + , 0n ∈ , функция Y абсолютно 

непрерывна, но имеет разрывы первого рода во всех точках t n= , при-

чем ( 0) ( 0) nY n Y n a+ − − =  [6]. Как показано в [6], [9], Y  однозначно 

определяется через X  равенством 

 ( ) ( ) ( )I aS Y t X t− = , t +∈ .  (3) 

Получим еще одну полезную формулу, которая связывает функ-

ции Y  и X . 
Лемма 1. Для фундаментального решения и функции Коши урав-

нения (1) справедливо соотношение 
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 ( ) ( ) ( )bI cS Y t X t− + =  , t +∈ .  (4) 

Доказательство. В силу определения фундаментального реше-
ния при любом t +∈  справедливо равенство 

( ) ( ) ( ) ( )I aS X t bI cS X t− = − + . 

Применяем формулу (4) и учитываем перестановочность опера-
торов I aS−  и bI cS− : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )bI cS X t bI cS I aS Y t I aS bI cS Y t− + = − + − = − − + . 
Следовательно, 

( ) ( ) ( )( ) ( )I aS X t I aS bI cS Y t− = − − + , 
что, в силу отмеченной выше обратимости I aS− , эквивалентно (4). ▲ 

Наряду с X и Y введем функцию Z , которая (однозначно) опре-
деляется на +  по следующему правилу:  

 ( ) ( ) ( )I aS Z t X t− =  , t +∈ . (5) 

Имея в виду изучение асимптотического поведения решения 
уравнения (1) вместе с производной, было бы полезно располагать для 
x  формулой, аналогичной формуле (2).  

Заметим, что прямое дифференцирование равенства (2) невоз-
можно, так как функция Y  разрывна и, следовательно, не имеет произ-
водной в классическом смысле. Тем не менее удается доказать сле-
дующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть x – решение уравнения (1). Тогда при любом 

t +∈  справедливо представление  

 
0 0

( ) ( ) (0) ( )( ) ( ) ( )
t

k k

k

x t X t x a S f t Z t s f s ds
∞

=
= + + −  .  (6) 

Доказательство. Пусть [ , 1)t n n∈ + . Используя определение опе-

ратора S , равенства (5), (4), (2) и свойства фундаментального решения, 
имеем: 

1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )( ) ( )( )
n n

k k k k

k k

I aS x t I aS X t x a S f t a S f t+ +

= =
− = − + − +   
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0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )
t t

I aS Z t s f s ds bI cS X t x f t X t s f s ds+ − − = − + + + − =    

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t

bI cS X t x f t bI cS Y t s f s ds= − + + + − + − =  

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

bI cS X t x Y t s f s ds f t bI cS x t f t
 
 = − + + − + = − + +
 
 

 . 

При заданных начальных условиях x и x  определяются уравне-
нием (1) однозначно, следовательно, справедливость представления (6) 
доказана. ▲ 

Замечание 1. Если допустить дифференцирование разрывных 
функций за счет выхода в класс обобщенных функций [13, гл. IV, § 4], 

то для производной функции Коши получаем 
0

( ) ( ) ( )k

k

Y t a t k Z t
∞

=
= δ − + . 

Теперь, если продифференцировать равенство (2) в обобщенном смыс-

ле и подставить вместо ( )Y t s−  найденное представление, мы получим 

другое доказательство формулы (6). 
Обозначим 

( ) (1 ) , ,p pg p p ae b ce p− −= − + − ∈  

характеристическую функцию уравнения (1).  

Из определения функций X , X , Y , Z  следует, что они непре-
рывны или кусочно-непрерывны на + . При отрицательных значениях 

аргументов не нарушая общности их можно доопределить нулем. 
В работе [9] доказано, что функции X и Y при t → +∞  растут не быст-
рее экспоненты. Из равенств (4) и (5) следует, что тем же свойством 

обладают функции X и Z . Следовательно, ко всем четырем функциям 
применимо преобразование Лапласа: 

 
1

( ) ( )
( )

pae
X t X p

g p

−−÷ = , 
1

( ) ( )
( )

Y t Y p
g p

÷ = ,  (7) 

( ) ( ) 1
( )

pb ce
X t pX p

g p

−− +÷ − = , ( ) ( )
(1 ) ( )

p

p

b ce
Z t Z p

ae g p

−

−
− +÷ =
−

. 
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Приведем в удобной для нас формулировке одно хорошо извест-
ное утверждение. 

Лемма 2 [14, с. 497–498]: 

0, 0,1

1, 0.2

i pt

i

если te dp

если ti p

μ+ ∞

μ− ∞

μ <
=  μ >π 

  

Следствие 1. При любом τ∈  

( ) 0, ( ) 0,1

1, ( ) 0.2

i p t

i

если te dp

если ti p

μ+ ∞ −τ

μ− ∞

μ − τ <
=  μ − τ >π 

  

Лемма 3. Пусть 1a < . Тогда при любом ( , 1)t n n∈ + , где 0n ∈ , 

имеет место равенство 

1

1

1
, 0,

1 1
2 (1 )

, ln 0.
1

n

i pt

p n
i

a
если

e dp a
i p ae a

если a
a

+
μ+ ∞

− +
μ− ∞

 − μ > −= π −  < μ < −

  

Доказательство. В условиях леммы 
1

1
1

p
p

ae
ae

−
− = + +

−
 

2 2 ...pa e−+ + , значит 

( 1) 2 ( 2)
...

(1 )

pt pt t p t p

p

e e ae a e

p p pp ae

− −

− = + + +
−

. 

При ( , 1)t n n∈ +  в силу следствия 1 при 0μ >  получаем: 

1
21 1

1 ... .
2 1(1 )

i pt n
n

p
i

e dp a
a a a

i ap ae

μ+ ∞ +

−
μ− ∞

−= + + + + =
π −−  

Аналогично, при 0μ <  имеем 

1
1 2 31

...
2 1(1 )

i pt n
n n n

p
i

e dp a
a a a

i ap ae

μ+ ∞ +
+ + +

−
μ− ∞

= + + + =
π −− ,  

что и требовалось. ▲ 
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2. Экспоненциально устойчивые решения. Начнем исследова-
ние асимптотических свойств решений уравнения (1) с самого сильно-
го типа устойчивости – экспоненциального. Найдем условия на пара-
метры уравнения, при которых введенные выше функции – ,X  ,X  Y, 

Z – имеют экспоненциальные оценки. 

Теорема 2. Пусть 1a <  и все корни характеристической функ-

ции g  лежат слева от мнимой оси. Тогда существуют , 1, 4,kN k =  

и 0,γ >  такие, что при всех t +∈  справедливы оценки: 

а) 1( ) tX t N e−γ≤ , 

b) 2( ) tY t N e−γ≤ , 

c) 3( ) tX t N e−γ≤ , 

d) 4( ) tZ t N e−γ≤ . 

Доказательство. Поскольку 1a < , при Re lnp a>  функция 

1 pae−−  не обращается в нуль. Следовательно, характеристическая 
функция 

( ) (1 ) 1
p

p p p b ce
g p p ae b ce p ae

p

−
− − − −= − + − = − +  

 
 

не имеет нулей в области { }: ln Re 0; Imp a p p∈ < < ≥ Δ  при доста-

точно большом 0Δ > . Поскольку g  – аналитическая функция, в пря-

моугольнике { }: ln Re 0; Imp a p p∈ < < ≤ Δ  она может иметь лишь 

конечное число нулей. Значит, среди них есть корень с наибольшей 
(отрицательной, в силу условий теоремы) вещественной частью. Сле-

довательно, существует такое число γ: 0 ln a< γ < − , что в полуплос-

кости { }: Rep p∈ > −γ  функция g  не обращается в нуль.  

Из (7) заключаем, что при Re p > −γ  функция ( )X p  является 

аналитической. По формуле обратного преобразования Лапласа и лем-
ме 2 имеем: 
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2 2

1 (1 ) 1 1 1
( )

2 ( ) 2 ( )

1 1
,

2 ( )

i ip pt p
pt

i i

i p
pt t

i

ae e dp ae
X t e dp

i g p i g p p

ce b
e dp e O d

i pg p

−γ+ ∞ −γ+ ∞− −

−γ− ∞ −γ− ∞
−γ+ ∞ +∞−

−γ

−γ− ∞ −∞

 − −= = − =  π π  

 −= = ζ  π γ + ζ 

 

 
  (8) 

откуда следует утверждение а.  

Для оценки Y применим формулу (3). Так как 1a < , оператор 

I aS−  обратим в пространстве функций, ограниченных на полуоси [13, с. 

230], причем ( ) 1 ... ...n nI aS I aS a S−− = + + + + , следовательно, 

( )( ) ... ... ( ) ( ) ( 1) ... ( ) ...n n nY t I aS a S X t X t aX t a X t n= + + + + = + − + + − + , 

и, с учетом установленной выше оценки на Х, а также следующего из 

определения γ неравенства 1a eγ < , получаем утверждение b:  

1
1 2( ) (1 ... ...) .

1

t
nt n tN e

Y t N e a e a e N e
a e

−γ
−γ γ γ −γ

γ≤ + + + + ≤ =
−

 

Оценка на X  следует из формулы (4): 

( )2 3( ) ( ) ( 1) t tX t b Y t c Y t N e b c e N e−γ γ −γ≤ + − ≤ + = . 

Наконец, оценка на Z  следует из формулы (5): 

3
4( ) ( ) ( 1) ... ( ) ... .

1

t
n tN e

Z t X t a X t a X t n N e
a e

−γ
−γ

γ≤ + − + + − + ≤ =
−

    ▲ 

Следствие 2. Пусть 1a < . Тогда из оценки а следуют  

оценки b, c и d. 

Следствие 3. Пусть 1a < . Тогда оценка а эквивалентна оценке 

b, а оценка c – оценке d. 
Остановимся подробнее на одной важной постановке начальной 

задачи для уравнения (*), отличной от принятой в разделе 1. Будем 
предполагать, что при отрицательных значениях аргумента решение 
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уравнения доопределено начальными функциями, заданными на от-
резке [ 1,0]− : 

 
( ) ( 1) ( ) ( 1) 0, 0,

( ) ( ), ( ) ( ), 0.

x t ax t bx t cx t t

x x

− − + − − = >
 ξ = ϕ ξ ξ = ψ ξ ξ <

 


  (9) 

Если понимать под решением уравнения (9) непрерывное про-
должение начальной функции [15–17], то функцию ϕ  естественно счи-

тать частью решения. Тогда логично требовать, чтобы ϕ  была абсо-

лютно непрерывна, а ψ суммируема на [ 1,0]−  и выполнялись равенст-

ва ψ = ϕ , (0) (0)x = ϕ .  

С другой стороны, можно не рассматривать начальные функции 
как часть решения, а считать, что мы доопределяем функции x и x  при 
отрицательных значениях аргумента некоторыми суммируемыми на 
[ 1,0]−  функциями ,ϕ ψ  соответственно. Здесь равенство (0) (0)x = ϕ  

уже не обязательно.  
Отметим, что начальная задача для уравнения (1) во многих ра-

ботах ставится в виде (9), а в определения устойчивости решения 
включаются начальные функции ,ϕ ψ  [15–18]. Поэтому имеет смысл 

получить утверждения об асимптотических свойствах решения и его 
производной с явными оценками начальных функций.  

Независимо от понимания решения, задачу (9) можно переписать 
в виде (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1),I aS x t bI cS x t t− + − = σ −  0t > ,  (10) 

где роль внешнего возмущения f  играет функция σ , определяемая 

по правилу 

( ) ( ), если [ 1,0],
( )

0, если [ 1,0].

a t c t t
t

t

ψ + ϕ ∈ −
σ =  ∉ −

 

В такой постановке (9) оказывается частным случаем (1) со спе-

циальной правой частью ( ) ( 1)f t t= σ − . В любом случае 1[ 1,0]Lσ∈ − , 

но если окажется, что [ 1,0]pLσ∈ −  при 1p > , то, учитывая это, можно 

получать более тонкие оценки. 
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Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, а [ 1,0]pLσ∈ − . 

Тогда найдутся такие , 0Nγ > , что для решения уравнения (10) спра-

ведливы оценки: 

1. Если 1 p≤ ≤ ∞ , то ( )( ) (0)t
p

x t Ne x−γ≤ + σ , t +∈ . 

2. Если 1 p≤ < ∞ , то ( )
1/

1

( ) (0)

pt
p t

p
t

x s ds Ne x−γ

−

 
  ≤ + σ
 
 
  , 

t +∈ . 

3. Если p =∞, то ( )( ) (0) ,tx t Ne x−γ
∞≤ + σ  t +∈ . 

Доказательство. Для 1p =  первое утверждение теоремы вытека-

ет из формулы (2) и пп. a, b теоремы 2:  

1

0

( ) ( ) (0) ( ) ( 1)x t X t x Y t s s ds≤ + − σ − ≤  

( )( 1)
1 2 1 1

(0) (0)t t tN e x N e Ne x−γ −γ − −γ≤ + σ ≤ + σ . 

Для 1p >  применяем неравенство Гельдера, где 1 1 1p q+ = : 

1/1

1
0 1

( ) ( ) (0)

( ) ( 1) (0) ( )

qt
qt

p
t

x t X t x

Y t s s ds N e x Y s ds−γ

−

≤ +

 
 + − σ − ≤ + σ ≤
 
 

 
 

( )
1/

1 2
1

(0) (0)

qq
t t t

p p
e

N e x N e Ne x
q

γ
−γ −γ −γ −+ σ ≤ + σ  γ 

. 

Докажем второе утверждение. Пусть ( , 1)t n n∈ + , [ 1, ]s t t∈ − . То-

гда по формуле (6) имеем 

1

0

( ) ( ) (0) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
s

n nx s X s x a s n a s n Z s d−= + σ − + σ − − + − τ σ τ − τ . 

Далее интегрируем это равенство на отрезке [ 1, ]t t−  и применяем 

пп. c, d теоремы 2. В итоге при 1p =  получаем 
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( )
0

1

1 1 1

( ) (0) ( ) ( )
t t

n n

t t

x s ds x X s ds a a s ds−

− − −

 
 ≤ + + σ +
 
 

    

1
( 1)

3
1 0

( ) ( 1) (0)
t

t

t

Z s d ds N e x−γ −

−

 
 + − τ σ τ − τ ≤ +
 
 
   

( )( 1)
41 1 12

1 1
(0)t t ta e

e N e Ne x
a

γ
−γ −γ − −γ + −+ σ + σ ≤ + σ  γ 

. 

При 1 p< < ∞  применяем неравенство Гельдера, где 1 1 1p q+ = : 

( )

1/ 1/

1 1

1/0
1

1

( ) ( ) (0)

( )

p pt t
pp

t t

p
n n p

x s ds X s ds x

a a s ds

− −

−

−

   
   ≤ +
   
   

 
 + + σ +
 
 

 





 

1/
1/1

3
1 0

1
( ) ( 1) (0)

pp pt p
t

t

e
Z s d ds N e x

p

γ
−γ

−

    −  + − τ σ τ − τ ≤ +      γ     
   

( )

1/

42

1/

1 1

1
(0) .

pp
t t

p

qq
t

p p

a e
e N e

pa

e
Ne x

q

γ
−γ −γ

γ
−γ

 + −+ σ + ×  γ 

 −× σ ≤ + σ  γ 

 

Наконец, при p =∞ имеем 

1
3( ) (0) 2 ntx t N e x a −−γ

∞≤ + σ +  

( )4
1

(0) .t te
N e Ne x

γ
−γ −γ

∞ ∞
 −+ σ ≤ + σ  γ 

 ▲ 

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 2, а 
[ 1,0]L∞σ∈ − . Тогда тривиальное решение уравнения (10) экспоненци-

ально устойчиво вместе с производной. 
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Для уравнения (1) можно указать эффективно проверяемые необ-
ходимые и достаточные условия экспоненциальной устойчивости ре-
шения. Эти условия – в аналитической и геометрической форме – были 
найдены в работах [4] и [8]. 

Зададим в пространстве Oabc криволинейную поверхность и три 
плоскости: 

{ }Г ( , , ) : cos sin , sin cos , [0, )a b c a b c b= = θ + θ θ = −θ θ + θ θ∈ π , 

{ }P ( , , ) :a b c b c= = , { }1,2 ( , , ) : 1Q a b c a= = ± . 

Пересечение Г и Р обозначим Г PR = ∩ . 

Поверхности 1 2Г, P, ,Q Q  ограничивают в пространстве Oabc об-

ласть D. Из результатов работы [8] следует, что условия теоремы 2  
выполнены тогда и только тогда, когда ( , , )a b c D∈ , т.е. область D 

является областью экспоненциальной устойчивости уравнения (2). 
Теоремы 2 и 3 усиливают этот результат: в области D имеет экспонен-
циальную оценку не только решение уравнения (1), но и его произ-
водная. 

Интересен вопрос о том, как меняется асимптотика решения рас-
сматриваемого уравнения при переходе через границу области D. 
В следующих двух разделах мы изучим поведение решения на плоско-

сти Р, поверхности Г и «ребре» R. Поведение решения на плоскостях 

1Q , 2Q  наиболее сложно и требует отдельного исследования. 

3. Стабилизирующиеся решения. Изучим асимптотическое по-
ведение решения уравнения (1) и его производной в случае, когда не-

равенство 1a <  остается справедливым, а точка ( , , )a b c  лежит на 

плоскости P.  

Теорема 4. Пусть 1a <  и ( , , ) \a b c P R∈ . Тогда существуют та-

кие , 1,4, 0kN k = γ > , что при всех t +∈  справедливы оценки: 

а) 1
1

( )
1

ta
X t N e

a b
−γ−− ≤

− +
, 

b) 2
1

( )
1

tY t N e
a b

−γ− ≤
− +

, 
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c) 3( ) tX t N e−γ≤ , 

d) 4( ) tZ t N e−γ≤ . 

Доказательство. Характеристическая функция уравнения (1) 
в этом случае имеет вид 

( ) (1 ) (1 )p pg p p ae b e− −= − + − . 

Разделяя в уравнении ( ) (1 ) (1 ) 0i ig i i ae b eϕ ϕϕ ≡ ϕ − + − =  вещест-

венную и мнимую часть, получаем 0ϕ = , т.е. на мнимой оси функция 

g  имеет единственный корень 0p = . Так как (0) 1 0g a b′ = − + > , то 

корень 0p =  – простой. Применяя теорему Руше [14, с. 454], убежда-

емся, что справа от мнимой оси у функции g  нулей нет.  

Аналогично тому, как это было доказано в теореме 2, устанавли-
ваем, что при некотором 0Δ >  в области 

{ }: ln Re 0; Imp a p p∈ < < ≥ Δ  функция g  не обращается в нуль. 

Следовательно, существует такое число γ: 0 ln a< γ < − , что в полу-

плоскости { }: Rep p∈ > −γ  функция g  не имеет иных нулей, кроме 

единственного простого корня 0p = .  

Зафиксируем 0δ > , 0μ >  и рассмотрим в плоскости  прямо-

угольник ABCD , вершины которого находятся в точках A i= δ − μ , 

B i= δ + μ , C i= −γ + μ , D i= −γ − μ , с ориентацией границы против ча-

совой стрелки. Разобьем интеграл от функции ( ) ptX p e  по границе 

этого прямоугольника на четыре интеграла: 

 1 2 3 4
( )

1
( )

2
pt

ABCDA

X p e dp I I I I
i

= + + +
π  ,  (11) 

и оценим каждый из них. По формуле обратного преобразования Лап-
ласа 

1
( )

1
( )

2

1 1
( ) ( ) ( ).

2 2

pt

AB

i i
pt pt

i i

I X p e dp
i

X p e dp X p e dp X t
i i

δ+ μ δ+ ∞

μ→∞δ− μ δ− ∞

= =
π

= → =
π π
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Применяя установленную при доказательстве теоремы 2 оценку 
(8), получаем: 

 3
( )

1 1
( ) ( )

2 2

i
pt pt

DC i

I X p e dp X p e dp
i i

−γ+ μ

μ→∞−γ− μ
− = = →

π π    (12) 

2 2

1 ( 1) 1

2 ( )

i p
pt t

i

b e
e dp e O d

i pg p

−γ+ ∞ +∞−
−γ

μ→∞ −γ− ∞ −∞

 −→ = ζ  π γ + ζ 
  . 

Далее,  

 

2
( )

( )

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

i
pt pt

CB i

i t

I X p e dp X p e dp

X i e d

δ+ μ

−γ+ μ

δ
ζ+ μ

−γ

= = =
π π

= ζ + μ ζ ≤
π

 



  (13) 

2 2

2 2 2 2
( ) ln 0

2

t
t te d

X i d Ne Ne
δ δδ

δ δ
μ→∞−γ −γ

δ + δ + μζ≤ ζ + μ ζ ≤ = →
π ζ + μ −γ + γ + μ
  . 

Аналогично, 

 

4
( )

( )

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

i
pt pt

DA i

i t

I X p e dp X p e dp

X i e d

δ− μ

−γ− μ

δ
ζ− μ

−γ

= = =
π π

= ζ − μ ζ ≤
π

 



  (14) 

2 2

2 2 2 2
( ) ln 0

2

t
t te d

X i d Ne Ne
δ δδ

δ δ
μ→∞−γ −γ

δ + δ + μζ≤ ζ − μ ζ ≤ = →
π ζ + μ −γ + γ + μ
  . 

С другой стороны, по теореме Коши о вычетах [14, c. 85], 

( )
0

( )

1 1 1
( ) res ( )

2 (0) 1
pt pt

p
ABCDA

a a
X p e dp X p e

i g a b=

− −= = =
′π − + . 
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Переходя в равенстве (11) к пределу при μ →∞ , получаем ут-

верждение а. 

Для оценки Y  применим формулу (4). Поскольку 1a < , то опе-

ратор I aS−  обратим, ( ) 1 ... ...n nI aS I aS a S−− = + + + + , следовательно, 

( )( ) ... ... ( ) ( ) ( 1) ... ( ) ...n n nY t I aS a S X t X t aX t a X t n= + + + + = + − + + − + , 

1 1 1
( ) ( ) ( 1)

1 1 1

1
... ( ) ...

1
n

a a
Y t X t a X t

a b a b a b

a
a X t n

a b

− −   − = − + − − +   − + − + − +   
− +  + − − + − + 

 

С учетом установленной выше оценки на X  и следующего из 

определения γ неравенства 1a eγ < , получаем утверждение b:  

1
1 2

1
( ) (1 ... ...) .

1 1

t
nt n tN e

Y t N e a e a e N e
a b a e

−γ
−γ γ γ −γ

γ− ≤ + + + + ≤ =
− + −

 

Оценка на X следует из формулы (4) и утверждения b: 

( )( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

1 1
( 1) ( ) ,

1 1

X t b I S Y t b Y t Y t

b Y t Y t
a b a b

= − + = − − =

 = − − − + − + − + 



 

( )2 3

1 1
( ) ( ) ( 1)

1 1

1 .t t

X t b Y t Y t
a b a b

N e b e N e−γ γ −γ

 ≤ − + − − ≤ − + − + 

≤ + =


 

И наконец, оценка на Z  вытекает из следствия 2 и утвер- 
ждения с. ▲ 

Соответствующий результат получается и для уравнения (10). 
Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда при лю-

бом [ 1,0]pLσ∈ −  найдутся такие , 0Nγ > , что при любом t +∈  для 

решения уравнения (10) справедливы оценки: 
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1. Если 1 p≤ ≤ ∞ , то 
0

1

1 1
( ) (0) ( )

1 1

a
x t x s ds

a b a b −

−− − σ ≤
− + − +   

( )(0)t
p

Ne x−γ≤ + σ . 

2. Если 1 p≤ < ∞ , то ( )
1/

1

( ) (0)

pt
p t

p
t

x s ds Ne x−γ

−

 
  ≤ + σ
 
 
  . 

3. Если p =∞, то ( )( ) (0)tx t Ne x−γ
∞≤ + σ . 

Доказательство. Первое утверждение следует из формулы (2) и 
пп. a, b теоремы 4. Доказательство второго и третьего утверждений до-
словно повторяет рассуждения теоремы 3. ▲  

Следствие 5. В условиях теоремы 4 тривиальное решение урав-
нения (10) является равномерно устойчивым, но не является асим-
птотически устойчивым. 

Следствие 6. Пусть выполнены условия теоремы 4, 

а [ 1,0]L∞σ∈ − . Тогда производная тривиального решения уравнения 

(10) экспоненциально устойчива. 
Теорема 5 описывает класс уравнений вида (10), для которых ре-

шение не является асимптотически (и тем более экспоненциально) ус-

тойчивым. При переходе через плоскость P уравнение теряет устой-
чивость за счет появления решений, имеющих на бесконечности нену-
левой предел. Однако производная любого решения имеет 
экспоненциальную оценку: интегральную при 1 p≤ < ∞  и равномер-

ную при p =∞.  

4. Асимптотически периодические решения. В этом разделе мы 
рассмотрим асимптотическое поведение решения уравнения (1) и его 

производной в случае, когда неравенство 1a <  выполнено, а точка 

( , , )a b c  принадлежит поверхности Г.  

Теорема 6. Пусть 1a <  и ( , , ) \a b c Г R∈ . Тогда существуют 

0γ >  и такие постоянные , , , 1,4,k k kA B N k = что при всех t +∈  

справедливы оценки: 
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а) 1 1 1( ) cos sin tX t A t B t N e−γ− θ − θ ≤ , 

b) 2 2 2( ) cos sin tY t A t B t N e−γ− θ − θ ≤ , 

c) 3 3 3( ) cos sin tX t A t B t N e−γ− θ − θ ≤ , 

d) 4 4 4( ) cos sin tZ t A t B t N e−γ− θ − θ ≤ , 

причем во всех оценках а–d 
2 2

21

c b

a
+

−θ = ∈
−

 . 

Доказательство. В условиях теоремы 6 характеристическая 
функция g  уравнения (1) имеет на мнимой оси два простых комплекс-

но-сопряженных корня p i= ± θ , где 
2 2

21

c b

a
+

−θ = ∈
−

 . Справа от 

мнимой оси функция g  не имеет нулей. Аналогично тому, как это бы-

ло доказано в теореме 2, устанавливаем, что при некотором 0Δ >  в 

области { }: ln Re 0; Imp a p p∈ < < ≥ Δ  функция g  не обращается 

в нуль. Следовательно, существует такое число γ: 0 ln a< γ < − , что 

в полуплоскости { }: Rep p∈ > −γ  функция g  не имеет иных корней, 

кроме пары чисто мнимых p i= ± θ . 

 Зафиксируем 0δ > , 0μ >  и рассмотрим в плоскости  прямо-

угольник ABCD , вершины которого находятся в точках A i= δ − μ , 

B i= δ + μ , C i= −γ + μ , D i= −γ − μ , с ориентацией границы против ча-

совой стрелки. Рассмотрим интеграл от функции ( ) ptX p e  по контуру 

( )ABCDA  и представим его в виде (11). Заметим, что полученные при 

доказательстве теоремы 4 оценки (12)–(14) на интегралы 2 3 4, ,I I I  ос-

таются в силе. По теореме Коши о вычетах [14, c. 85] имеем 

( )
( )

( )

1 1

1
( ) res ( )

2

res ( ) ,

pt pt

p i
ABCDA

pt i t i t

p i

X p e dp X p e
i

X p e e e

=+ θ

θ − θ
=− θ

= +
π

+ = ω + ω
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где 1
1

( )

iae

g i

− θ−ω =
′ θ

.  

Переходя в равенстве (11) к пределу при μ → ∞  и используя 

формулу обратного преобразования Лапласа, получаем 

 1 1 1( ) i t i t tX t e e N eθ − θ −γ− ω − ω ≤ .  (15) 

Из формулы (3) имеем 

( ) ( ) ( 1) ... ( ) ...nY t X t aX t a X t n= + − + + − +  

Заметим, что  

( )
( )

( ) ( )
1 1

( ) ( )
1 1

( ) ( )

,

n n i t n i t n

n i t n i t n

a X t n a X t n e e

a e e

θ − − θ −

θ − − θ −

− = − − ω − ω +

+ ω + ω
 

( ) ( )

( )

( ) ( )
1 1 1

0 0

1 2 2
0

,

nn i t n i t n i t i

n n

ni t i i t i t

n

a e e e ae

e ae e e

∞ ∞
θ − − θ − θ − θ

= =
∞

− θ θ θ − θ

=

ω + ω = ω +

+ω = ω + ω

 


 

где 1
2

1 iae− θ
ωω =

−
.  

Следовательно, 

 2 2 2( ) i t i t tY t e e N eθ − θ −γ− ω − ω ≤ .  (16) 

Далее, легко видеть, что 

( )( 1) ( 1)
2 2( ) ( 1) ( 1) i t i tbY t cY t c Y t e eθ − − θ −− + − = − − ω − ω −  

( )2 2 3 3( ) ,i t i t i t i tb Y t e e e eθ − θ θ − θ− − ω − ω + ω + ω  

где ( )3 2
ice b− θω = ω − .  

С учетом формулы (4) имеем: 

 3 3 3( ) i t i t tX t e e N eθ − θ −γ− ω − ω ≤ .  (17) 
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Наконец, полагая 3
4

1 iae− θ
ωω =

−
, на основе формулы (5) устанав-

ливаем оценку 

 4 4 4( ) i t i t tZ t e e N eθ − θ −γ− ω − ω ≤ .  (18) 

Теперь, чтобы получить все четыре утверждения теоремы, доста-

точно обозначить k k kA = ω + ω , ( )k k kB i= ω − ω , 1, 4k =  и воспользо-

ваться оценками (15)–(18). ▲ 
Соответствующий результат получается также для уравнения (10). 
Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда при лю-

бом [ 1,0]pLσ∈ −  найдутся , 0N γ >  и такие , , 1,3k kA B k = , что при 

всех t +∈  для решения уравнения (10) справедливы оценки: 

1. Если 1 p≤ ≤ ∞ , то 1 1( ) cos sinx t A t B t− θ − θ ≤  

( )(0)t
p

Ne x−γ≤ + σ . 

2. Если 1 p≤ < ∞ , то 

1/

2 2
1

( ) cos sin

pt
p

t

x s A s B s ds
−

 
 − θ − θ ≤
 
 
   

( )(0)t
p

Ne x−γ≤ + σ . 

3. Если p =∞, то ( )3 3( ) cos sin (0)tx t A t B t Ne x−γ
∞− θ − θ ≤ + σ . 

Доказательство проводится по той же схеме, что и теорема 3: 
для доказательства первого утверждения используется формула (2) 
и пп. a, b теоремы 6, для доказательства второго и третьего утвержде-
ний – формула (6) и пп. c, d теоремы 6. ▲ 

Следствие 7. В условиях теоремы 6 тривиальное решение урав-
нения (10) является равномерно устойчивым, но не является асим-
птотически устойчивым. 

Следствие 8. Пусть выполнены условия теоремы 6, а 
[ 1,0]L∞σ∈ − . Тогда тривиальное решение уравнения (10) равномерно 

устойчиво вместе с производной. 
Теорема 7 описывает класс уравнений вида (1), решения которых 

асимптотически сближаются с периодическими функциями. Анало-
гичным свойством обладают и производные, если оценивать расстоя-
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ние до периодической функции по норме пространства [ 1, ]pL t t− . Сле-

довательно, при переходе через поверхность Г уравнение (1) теряет 
устойчивость за счет появления периодических решений. 

5. Неустойчивые решения с устойчивой производной. Осталось 
рассмотреть поведение решения уравнения (2) в случае, когда точка 

( , , )a b c  принадлежит Г PR = ∩ . Это означает, что коэффициенты 

уравнения (1) связаны соотношениями: 1b c a= = − , причем ( 1,1)a ∈ − , 

а задача (9) принимает вид 

 
( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) 0, 0,

( ) ( ), ( ) ( ), 0.

x t ax t a x t a x t t

x x

− − + − − − − = >
 ξ = ϕ ξ ξ = ψ ξ ξ <

 


  (19) 

Покажем, что уравнение (20) не является равномерно (и тем бо-
лее асимптотически) устойчивым. Выберем в качестве начальных 
функций ( )t tϕ = , ( ) ( ) 1t tψ = ϕ = . Подставляя в (19) ( )x t t= , убеждаем-

ся, что эта функция является решением. Следовательно, уравнение (19) 
имеет неограниченные решения. 

Исследуем для уравнения (19) поведение функций X и Z .  

Теорема 8. Пусть 1a <  и ( , , )a b c R∈ . Тогда существуют такие 

1 2, , 0N N γ > , что при всех t +∈  справедливы оценки: 

а) 1
2(1 )

( )
1

ta
X t N e

a
−γ−− ≤

+
 , 

b) 2
2

( )
1

tZ t N e
a

−γ− ≤
−

. 

Доказательство. Характеристическая функция уравнения (1) 
в этом случае имеет вид 

 ( ) (1 ) ( 1)(1 )p pg p p ae a e− −= − + − − . 

Разделяя в уравнении ( ) (1 ) ( 1)(1 ) 0i ig i i ae a eϕ ϕϕ ≡ ϕ − + − − =  веще-

ственную и мнимую часть, получаем 0ϕ = , т.е. на мнимой оси функ-

ция g  имеет единственный корень 0p = . Так как (0) 0g ′ = , а (0) 0g ′′ ≠ , 

то корень 0p =  имеет кратность 2. Справа от мнимой оси у функции 

g  нулей нет.  

Аналогично тому, как это было доказано в теореме 2,  
устанавливаем, что при некотором 0Δ >  в области 
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{ }: ln Re 0; Imp a p p∈ < < ≥ Δ  функция g  не обращается в нуль. 

Следовательно, существует такое число γ: 0 ln a< γ < − , что в полу-

плоскости { }: Rep p∈ > −γ  функция g  не имеет иных нулей, кроме 

двукратного корня 0p = .  

Зафиксируем 0δ > , 0μ >  и рассмотрим в плоскости  прямо-

угольник ABCD , вершины которого находятся в точках A i= δ − μ , 

B i= δ + μ , C i= −γ + μ , D i= −γ − μ , с ориентацией границы против ча-

совой стрелки. Разобьем интеграл от функции ( ) ptY p e  по границе это-

го прямоугольника на четыре интеграла: 

 1 2 3 4
( )

1
( )

2
pt

ABCDA

Y p e dp I I I I
i

= + + +
π  ,  (20) 

и оценим каждый из них.  
По формуле обратного преобразования Лапласа 

1
( )

1
( )

2

1 1
( ) ( ) ( ).

2 2

pt

AB

i i
pt pt

i i

I Y p e dp
i

Y p e dp Y p e dp Y t
i i

δ+ μ δ+ ∞

μ→∞δ− μ δ− ∞

= =
π

= → =
π π



 
 

Пусть ( , 1)t n n∈ + . По лемме 3 имеем 

11 1 1 1
( )

2 2 ( ) 1(1 )

i i n
pt pt

p
i i

a
Y p e dp e dp

i i g p ap ae

−γ+ ∞ −γ+ ∞ +

−
−γ− ∞ −γ− ∞

 
= − + =  π π −− 

    

1 1

2 2

1 (1 )(1 ) 1

2 1 1(1 ) ( )

i p n n
pt t

p
i

a e a a
e dp e O d

i a ap ae g p

−γ+ ∞ +∞− + +
−γ

−
−γ− ∞ −∞

 − −= + = ζ +  π − −− γ + ζ 
  , 

откуда следует 

3
( )

1 1
( ) ( )

2 2

i
pt pt

DC i

I Y p e dp Y p e dp
i i

−γ+ μ

μ→∞−γ− μ
− = = →

π π   
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1

2 2

1 1
( ) .

2 1

i n
pt t

i

a
Y p e dp e O d

i a

−γ+ ∞ +∞ +
−γ

μ→∞ −γ− ∞ −∞

 
→ = ζ +  π −γ + ζ 

   

Далее,  

2
( )

( )

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

i
pt pt

CB i

i t

I Y p e dp Y p e dp

Y i e d

δ+ μ

−γ+ μ

δ
ζ+ μ

−γ

= = =
π π

= ζ + μ ζ ≤
π

 



  

2 2

2 2 2 2
( ) ln 0

2

t
t te d

Y i d Ne Ne
δ δδ

δ δ
μ→∞−γ −γ

δ + δ + μζ≤ ζ + μ ζ ≤ = →
π ζ + μ −γ + γ + μ
  . 

Аналогично, 

4
( )

( )

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

i
pt pt

DA i

i t

I Y p e dp Y p e dp

Y i e d

δ− μ

−γ− μ

δ
ζ− μ

−γ

= = =
π π

= ζ − μ ζ ≤
π

 



 

2 2

2 2 2 2
( ) ln 0

2

t
t te d

Y i d Ne Ne
δ δδ

δ δ
μ→∞−γ −γ

δ + δ + μζ≤ ζ − μ ζ ≤ = →
π ζ + μ −γ + γ + μ
  . 

С другой стороны, по теореме Коши о вычетах, 

( )
0

( )

1
( ) res ( )

2
pt pt

p
ABCDA

Y p e dp Y p e
i =

= =
π   

2

2
0

2 2 1 2
.

( ) 1 3 (1 )

pt

p

d p e t a

dp g p a a=

  += = + ⋅   + + 
 

Переходя в равенстве (20) к пределу при μ → ∞ , с учетом выбора 

γ получаем оценку:  
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2

2 2 1 2
( )

1 3 (1 )
tt a

Y t Ne
a a

−γ+− − ⋅ ≤
+ +

.  (21) 

Далее, применяя формулу (5), имеем: 

( )( ) ( 1) ( 1) ( )

2( 1) 2 2(1 )
( 1) ( 1) ( ) ,

1 1 1

X t a Y t Y t

t t a
a Y t Y t

a a a

= − − − =

− − = − − − − + + + + + 



 

откуда следует утверждение а. Утверждение b получается из формулы 
(5) и оценки а. ▲ 

Для производной любого решения уравнения (19) имеет место 
следующее утверждение. 

Теорема 9. Пусть выполнены условия теоремы 8, а [ 1,0]pLσ∈ − . 

Тогда найдутся такие 1 2, , 0N N γ > , что при всех t +∈  для производ-

ной решения уравнения (19) справедливы оценки: 
1. Если 1 p≤ < ∞ , то 

( )
1/

0

1 1

2(1 ) 2
( ) (0) ( ) (0)

1 1

ppt
t

p
t

a
x s x s ds ds Ne x

a a
−γ

− −

 
− − − σ ≤ + σ + + 

 
  . 

2. Если p =∞, то 

( )
0

1

2(1 ) 2
( ) (0) ( ) (0)

1 1
ta

x t x s ds Ne x
a a

−γ
∞

−

−− − σ ≤ + σ
+ +  . 

Доказательство проводится по той же схеме, что и теорема 3: 
применяем формулу (6) и пп. а, b теоремы 8. ▲ 

Следствие 9. Пусть выполнены условия теоремы 8, а 
[ 1,0]L∞σ∈ − . Тогда производная тривиального решения уравнения (19) 

равномерно устойчива.  
Замечание 2. В процессе доказательства теоремы 8 была уста-

новлена формула (21), которая весьма точно характеризует асимптоти-
ческое поведение функции Коши. Используя равенство (3), из оценки 
(21) легко получить формулу асимптотического поведения фундамен-
тального решения.  
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2

2 2 1 2
( ) ( ) ( 1) ( )

1 3 (1 )

t a
X t Y t aY t Y t

a a

+= − − = − − ⋅ −
+ +

  

2

2 2

2( 1) 2 1 2 2 (1 ) 2 4 1
( 1)

1 3 1 3(1 ) (1 )

t a t a a a
a Y t

a aa a

 − + − + +− − − − ⋅ + + ⋅  + ++ + 
, 

следовательно, 

 
2

2

2(1 ) 2 4 1
( )

1 3 (1 )
ta t a a

X t Ne
a a

−γ− + +− − ⋅ ≤
+ +

.  (2) 

Таким образом, несмотря на то что уравнение (19) не является 
устойчивым, с помощью оценок (21) и (22) можно дать хорошее опи-
сание асимптотического поведения любого его решения. 

Замечания и комментарии. Идея изучения асимптотического по-
ведения решений уравнений нейтрального типа вместе с производной 
выдвигалась и развивалась многими авторами [17, 19–21], но конкрет-
ное воплощение этой идеи осуществлялась ими по-разному. Чаще всего 
реализовался подход, при котором в пространстве решений априорно 
выбиралась норма, учитывающая и решение, и ее производную.  

Например, в монографии [17, c. 161] для уравнений нейтрального 
типа вводится понятие 1C -устойчивости, суть которого в том, что 

классические определения устойчивости (по Ляпунову, асимптотиче-
ской и т.д.) применяются к сумме ( ) ( )x t x t+  . В задачах вида (9) на-

чальная функция также предполагается непрерывно дифференцируе-
мой (причем ψ = ϕ , а (0) (0)x = ϕ ). Такой подход позволяет доказать 
утверждения типа следствий 4 и 8 (ситуация одинакового асимптоти-
ческого поведения x и x), но непригоден для случаев, когда их асим-
птотика различна. Кроме того, из формулы (6) следует, что в рамках 

1C -устойчивости невозможно расширить класс начальных функций до 

[ 1,0]pL −  при p <∞ .  

Другой пример – работа [20], где норма решения задается равен-

ством ( )
2

1 2

2 2
[ 1, ]

1

( ) ( ) ,
t

W t t
t

x x s x s ds−
−

 
 = +
 
 
   результаты формулируют-

ся в терминах оценок вида 
2 2[ 1, ] [ 1,0]

t m
W t t W

x Me tκ
− −≤ ϕ , а κ  и m  оп-

ределяются корнями характеристической функции. 
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Сопоставим этот подход с теоремами 3, 5, 7 и 9. Как отмечалось 
выше, выбор интегральной нормы для функции x  оправдан и задается 
пространством, которому принадлежат начальные функции. В [20] пред-
полагается, что 2[ 1,0]Wϕ∈ − , поэтому квадратичная норма для производ-

ной выбрана правильно. Но для самого решения такая норма невыгодна, 
так как для функции x можно получать более тонкие поточечные оценки. 
Другой недостаток выбора общей нормы для x и x  заключен в том, что 
полученная оценка неизбежно будет диктоваться той функцией, которая 
растет на бесконечности быстрее, и мы утратим информацию об асим-
птотическом поведении второй функции. Между тем результаты разде-
лов 4 и 6 этой статьи показывают, что x и x  могут вести себя существен-
но по-разному: производная стремится к нулю, а решение – нет; произ-
водная ограничена, а решение неограниченно возрастает.  

 
Работа выполнена в рамках госзадания Минобрнауки РФ (проект 

№ 1.5336.2017/8.9) при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00928). 
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