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формула приращения функционала качества второго порядка. Затем при предположении выпук-
лости области управления доказано необходимое условие оптимальности первого порядка 
в форме линеаризованного условия максимума. Рассмотрен случай вырождения линеаризован-
ного условия максимума (квазиособый случай). Установлены необходимые условия оптимально-
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TO OPTIMALITY OF QUASI-SINGULAR CONTROL  

IN VARIABLE STRUCTURE CONTROL PROBLEM 

In the proposed paper, we study one composite optimal control problem described by a set of 
ordinary differential and integral equations. Admissible controls are selected from the class of piece-
wise-continuous functions. First, the calculated formula for the increment of the second-order quality 
functional. Then, assuming that the control domain is convex, a necessary first-order optimality condi-
tion is proved in the form of a linearized maximum condition. The case of degeneration of the linearized 
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Введение 

В работах [1–6] и других исследованы различные аспекты задач 
оптимального управления системами с переменной структурой, опи-
сываемые дифференциальными уравнениями. 

В предлагаемой же работе изучается одна задача оптимального 
управления системами с переменной структурой, описываемая сово-
купностью дифференциальных и интегральных уравнений. 

Используя модификацию метода приращений при помощи мето-
дики, предложенной в работах [7–11] и других, построена формула 
второго порядка для приращения критерия качества, отвечающего 
двум произвольным допустимым управлениям. 

В результате исследования полученной формулы приращения 
с помощью специальных вариаций управления сначала доказано необ-
ходимое условие оптимальности в форме линеаризованного условия 
максимума. Отдельно рассмотрен случай вырождения линеаризован-
ного условия максимума (квазиособый случай [12]). 

1. Постановка задачи 

Пусть управляемый объект на заданном отрезке времени 

1 2T T T       1 0 1 2 1 2, , ,T t t T t t   описывается совокупностью инте-

гральных и дифференциальных уравнений: 

       
0

1, , , , ,
t

t

x t f t s x s u s ds t T    (1) 

   , , ,y g t y v  2t T ,  (2) 

     1 2y t G x t .  (3) 

Здесь  , , ,f t s x u    , ,g t y v  – заданная n  m -мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частны-

ми производными по     , ,x u y v  до второго порядка включительно; 

 G x  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая m-мерная 

вектор-функция, 0 1 2t t t  ,  u t    v t  – r  q -мерный кусочно-

непрерывный (с конечным числом точек разрыва первого рода) вектор 
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управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ог-

раниченного и выпуклого множества U   V , т.е. 

 
 
 

1

2

, ,

, .

r

q

u t U R t T

v t V R t T

  

  
  (4) 

Пару     ,o ou t v t  с вышеприведенными свойствами назовем 

допустимым управлением. 
Предполагается, что при каждом фиксированном допустимом 

управлении     ,o ou t v t  уравнение (1) (задача (2)–(3)) имеет единст-

венное непрерывное (кусочно-гладкое) решение  ox t    oy t . 

На решениях системы (1)–(3), порожденных всевозможными 
допустимыми управлениями, определим аналог терминального функ-
ционала 

        1 1 2 2I u,v x t y t   .  (5) 

Здесь  1 x ,  2 y  – заданные дважды непрерывно дифферен-

цируемые скалярные функции. 

Допустимое управление     ,o ou t v t , доставляющее минимум 

функционалу (5) при ограничениях (1)–(4), назовем оптимальным 

управлением, а соответствующий процесс         , , ,o o o ou t v t x t y t  – 

оптимальным процессом. 
Нашей целью является установление необходимого условия оп-

тимальности первого порядка в форме линеаризованного условия мак-
симума и исследование случая его вырождения (квазиособый слу-
чай [12]). 

С этой целью применяется методика, предложенная и развитая 
в работах [7–11]. 

2. Специальное приращение функционала качества 

Допустим, что         , , ,o o o ou t v t x t y t  – заданный допустимый 

процесс. Через       ,ou t u t u t          ,ov t v t v t  
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      ,ox t x t x t        oy t y t y t   обозначим произвольный 

допустимый процесс и при помощи формулы Тейлора запишем при-
ращение критерия качества (5). 

Имеем 

 

          

 
    

    

 
          

1 1

1

2
1 1 2 2

1 1 22

2
2 22 2

2 2 1 1 2 22

, , ,

1

2

1
.

2

o

o o o o

o o

o

x t
I u v I u v I u v x t

x

x t y t
x t x t y t

x y

y t
y t y t o x t o y t

y


     


  

     
 

 
      



  (6) 

Здесь и в дальнейшем   есть норма вектора  1 2, ,..., n

      

в ,nR  определяемая формулой 
1

n

i
i

   , ́ (штрих) есть операция 

транспонирования, а  2o   есть величина, имеющая более высокий 

порядок малости, чем 2 , т.е.  2 2 0o     при 0 . 

Далее ясно, что приращение     ,x t y t   траектории 

    ,o ox t y t  есть решение задачи 

            
0

, , , , , ,
t

o o

t

x t f t s x s u s f t s x s u s ds     , 1t T ,  (7) 

            , , , , ,o oy t g t y t v t g t y t v t    2,t T   (8) 

           1 1 1 1
oy t G x t G x t G x t     .  (9) 

Пусть  o t ,  op t  – пока неизвестные n- и m-мерные соответст-

венно вектор-функции. 

Умножая обе части соотношения (7)–(8) слева скалярно на  o t  

  op t , а затем интегрируя обе части полученного тождества по 1T  

 2 ,T  будем иметь 
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1
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0 0
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t
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t

t t
o o o

t t

t x t dt

s f s t x t u t f s t x t u t ds dt





  

 
       



 
 (10) 

                
2 2

1 1

, , , , .
t t

o o o o

t t

p t y t dt p t g t y t v t g t y t v t dt         (11) 

Используя формулу интегрирования по частям и полагая 

     1,o oN p x p t G x , тождество (11) запишем в виде 

    

   

             

2

1

2

1

2 2 1 1, , .

t
o

t

t
o o o o o

t

p t y t dt

p t y t N p x t N p x t p t y t dt



 

 

       








  (12) 

С учетом тождеств (10)–(12) формула приращения (6) представ-
ляется в виде 

        
    

      
        

           

   
    

 
  

1

0

1 1

0

2
1 1 1 1

1 1 12

2
2 2 2 2

2 2 22

1

2 2 1

2
1

1

1
,

2

1

2

, , , , , ,

,

,1

2

o o

o o
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o

t

t t
o o o

t t

o o

o

o o

x t x t
I u v x t x t x t

x x

y t y t
y t y t y t t x t dt

y y

s f s t x t u t f s t x t u t ds dt

N p x t
p t y t x t

x

N p x t
x t
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1
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12

, , , ,
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o

t

t
o o o

t

x t p t y t dt
x

p t g t y t v t g t y t v t dt





   

    







 

         2 2 2

1 1 2 2 3 1 .o x t o y t o x t       (13) 
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Из (7) ясно, что 

            
1

0

1 1 1, , , , , ,
t

o o

t

x t f t t x t u t f t t x t u t dt     . (14) 

Учитывая (14), в формуле приращения (13) получим 

    1

0

1 1
,

ot
o o

t

x t
I u v

x


  

  

              

   

           

1

0

1 1

0

2 2

1 1 2, , , , , ,

, , , , , ,

o

o o

t
o

t

t t
o o o

t t

y t
f t t x t u t f t t x t u t dt y t

y

t x t dt

s f s t x t u t f s t x t u t ds dt




       

   

 
        



 

 

 

            

 
            

           

 
      

    

1

0
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1

2

1

1

1 1

2
1

1 1 2 22

2 2
1 1 2 2

1 1 2 22 2

,
, , , , , ,

,1

2

, , , ,

1 1

2 2

o ot
o o

t

o o t
o o

t

t
o o o

t

o o

N p x t
f t t x t u t f t t x t u t dt

x

N p x t
x t x t p t y t p t y t dt

x

p t g t y t v t g t y t v t dt

x t y t
x t x t y t y t

x y

 




    


       



    

   
       

 








  

         2 2 2

1 1 2 2 3 1 .o x t o y t o x t       (15) 

Если ввести аналоги функции Гамильтона – Понтрягина в виде 

     

       

1

1 1 1

1

, , , , , ,

,
, , , ,

t
o o

t

o o o

H t x u s f s t x u ds

N p x t x t
f t t x u

x x
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   , , , , , ,o oM t y v p p g t y v   

то формула приращения (15) примет вид 
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o
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M t y t v t p t M t y t v t p t dt

x t
x t x t

x

 

       

    

 
   






 

 
      

    

           
    

1 2

0 1

2 2
2 2 1

2 2 1 12 2

2 2

2 2 2

,1 1

2 2

o o o

ot t
o o o

t t

y t N p x t
y t y t x t x t

y x

y t
t y t dt p t y t p t y t dt y t

y
  

  
       

 


         

  
 

         2 2 2

1 1 2 2 3 1 .o x t o y t o x t       (16) 

Из (16), используя формулу Тейлора, будем иметь 

              

            

        

          

          

     

2

1

1 1

0 0

1

0

1

0

2 2

2 2 2,

, , ,

, , ,

1
, , ,

2

2 , , ,

, , ,

o t
o o o o

t

t t
o o o o

u

t t

t
o o o

x

t

t
o o o

xx

t

o o o
ux

o o
uu

y t
I u v y t p t y t p t y t dt
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2

1

, , ,
t

o o o
v

t

M t y t v t p t v t dt    
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1

1

0

, , ,

1
, , ,

2

t
o o o

y

t

t
o o o

yy

t

M t y t v t p t y t dt

y t M t y t v t p t y t

  

    




 

          

          

 
      

    

 
    

        

2 2
1 1 2 2

1 1 2 22 2

2
1

1 12

2 2 2

1 1 2 2 3 1

2 , , ,

, , ,

1 1

2 2

,1

2

o o o
vy

o o o
vv

o o

o o

v t M t y t v t p t y t

v t M t y t v t p t v t dt

x t y t
x t x t y t y t

x y

N p x t
x t x t

x

o x t o y t o x t

   

  

   
       

 


   



      

 

          1 2

0 1

2 2

4 5 .
t t

t t

o x t u t dt o y t v t dt                (17) 

Допустим, что     ,o ot p t  удовлетворяет соотношениям: 

         , , ,o o o o
xt H t x t u t t   , 1t T ,  (18) 

         , , ,o o o o
yp t M t y t v t p t  , 2t T   (19) 

  
  2 2

2

o

o
y t

p t
y


 


.  (20) 

Соотношение (18) есть относительно  t  линейное неоднород-

ное интегральное уравнение типа Вольтерра, а соотношение (19) – от-

носительно  p t  линейное однородное дифференциальное уравнение. 

Систему (18)–(19) с начальным уравнением (20) назовем сопряженной 
системой для задачи (1)–(5). 

Учитывая (18)–(20) из формулы приращения (17), получим 
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          1 2

0 1

2 2

4 5 .
t t

t t

o x t u t dt o y t v t dt                (21) 

В дальнейшем нам понадобятся оценки для  x t  и  y t . 

Из (7)–(9), используя условие Липшица, получаем: 

      
0

1

t

t

x t L x s u s ds       , 1t T ,  (22) 

        
1

2 3 1 ,
t

t

y t L y v d L x t              (23) 

где const 0iL   , 1,3i   – некоторые постоянные. 
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Применяя к неравенству (22), (23) аналог леммы Гронуолла – 
Беллмана (см., например, [13]), будем иметь 

    
1

0

4

t

t

x t L u s ds   , 1t T ,  (24) 

      
2

1

5 6 1 ,
t

t

y t L v s ds L x t      2t T .  (25) 

Учитывая оценку (24) в (25), получим 

      
2 1

1 0

5 6 ,
t t

t t

y t L v s ds L u s ds       2t T .  (26) 

По предположению, множества U  и V  выпуклые. Поэтому спе-

циальное приращение допустимого управления     ,o ou t v t  можно 

определить по формуле 

 
     

     

,

,

o

o

u t u t u t

v t v t v t





       
      

  (27) 

где  0,1  – произвольное число, а   ru t R , 1t T    2,rv t R t T   – 

произвольная кусочно-непрерывная в 1T   2T  r(q)-мерная вектор-

функция. 

Через     ,x t y t    обозначим специальное приращение траек-

тории     ,o ox t y t , отвечающее приращению (27) управления 

    ,o ou t v t . 

Из оценок (24), (26) следует, что 

 
 
 

8 1

9 2

, ,

, ,

x t L t T

y t L t T





   

   
  (28) 

где 8 9,L L  – некоторые положительные постоянные. 

Из (7)–(9) следует, что     ,x t y t    есть решение линеаризо-

ванной задачи 
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  (29) 
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(30) 

          1 1 1 8 1xy t G x t x t x t
        .  (31) 

С учетом оценки (28) при помощи (29)–(31) доказывается: 

Теорема 1. Для специального приращения     ,x t y t    траек-

тории     ,o ox t y t  имеют место разложения: 

      1 ; ,x t t o t      1t T ,  (32) 

      2 ; ,y t t o t      2t T ,  (33) 

где  i t , 1, 2,i   являются решениями систем уравнений: 

 
        

         
0

1 1
, , ,

, , , ,

t
o o

x

t

o o
u

t f t s x s u s s

f t s x s u s u s v s ds

 

  

 
 (34) 

                   2 2, , , ,o o o o o
y vt g t y t v t t g t y t v t v t v t    ,  (35) 

       2 1 1 1 1
o

xt G x t t  .  (36) 

Учитывая (27) и разложения (32), (33) в формуле прираще-
ния (21), получаем справедливость разложения 
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Из разложения (37) следует, что вдоль оптимального процесса 
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Отсюда в силу произвольности  0,1  следует, что 
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Из последнего неравенства, в силу произвольности и независимо-

сти управляющих функций  u t  и   ,v t  приходим к утверждению: 

Теорема 2. Для оптимальности допустимого управления 

    ,o ou t v t  необходимо, чтобы выполнялись соотношения: 

            
1

0

, , , 0
t

o o o o
u

t

H t x t u t t u t u t dt     (38) 

для всех  u t U , 1t T ,  

            
2

1

, , , 0
t

o o o o
v

t

M t y t v t p t v t v t dt    (39) 

для всех   2,v t V t T  . 

Соотношения (38), (39) являются интегральными линеаризован-
ными условиями оптимальности. Используя лемму из [14, с. 8], можно 
доказать, что теорема 2 эквивалентна следующему утверждению: 

Теорема 3. Вдоль оптимального управления     ,o ou t v t  вы-

полняются соотношения: 

          , , , 0uH x u u u             (40) 

для всех  0 1,t t , u U , 

          , , , 0vM y v p v v            (41) 

для всех  1 2,t t , v V . 
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Здесь  0 1,t t    1 2,t t  есть произвольная точка непрерывно-

сти управления  u t    v t . 

Неравенства (40) и (41) являются поточечными линеаризованны-
ми необходимыми условиями оптимальности для задачи (1)–(5). 

Перейдем к исследованию случая вырождения линеаризованного 
условия максимума. 

Определение 1. Допустимое управление     , ,u t v t   следуя, 

например, [12], назовем квазиособым в задаче (1)–(5), если для всех 

 0 1,t t , u U  и  1 2,t t , v V  соответственно выполняются со-

отношения: 

          , , , 0uH x u u u            ,  (42) 

          , , , 0vM y v p v v           .  (43) 

Из определения 1 ясно, что для квазиособых управлений линеа-
ризованное необходимое условие оптимальности, вырождаясь, теряет 
свое содержательное значение. 

Поэтому надо иметь необходимые условия оптимальности ква-
зиособых управлений. 

Из разложения (37) следует: 
Теорема 4. Для оптимальности квазиособого управления 

    ,o ou t v t  необходимо, чтобы неравенство 
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 (44) 

выполнялось для всех  u t U , 1t T ,   2,v t V t T  . 

Неравенство (44) есть неявное необходимое условие оптимально-
сти квазиособых управлений. 

Опираясь на его, получим необходимое условие оптимальности, 
выраженное через параметры задачи (1)–(5). 

Используя произвольность  u t  и   ,v t  положим    ov t v t . 

Тогда неравенство (44) примет вид 
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3 3, , , 0,
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t M t y t v t p t t dt     (45) 

где  1 t  – решение уравнения (34), а  3 t  является решением задачи 

         3 3
, ,o o

yt g t y t v t t  ,  (46) 

       3 1 1 1 1
o

xt G x t t  .  (47) 

 
 



К.Б. Мансимов, А.А. Алекберов 

 

22 

Пусть  ,R t    n n  – матричная функция, удовлетворяющая 

матричным интегральным уравнениям типа Вольтерра [15–17]  

             , , , , , , , , ,
t

o o o o
x xR t R t s f s x u ds f t x u



          

             , , , , , , , , .
t

o o o o
x xR t f s x u R s ds f s x u



           

Через  ,F t   обозначим  m m -матричную функцию, являю-

щуюся решением матричного дифференциального уравнения 

        , , , ,o o
yF t F t g y v        , 

с начальным условием 

 ,F t t E , 

E  –  m m -единичная матрица. 

Решение  1 t  линейного интегрального уравнения (34) допуска-

ет представление [15, 16] 
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При помощи формулы Дирихле, преобразуя правую часть, эту 
формулу можно записать в виде 

         
0

1 ,
t

o

t

t Q t u u d      ,  (48) 

где по определению 

             , , , , , , , ,
t

o o o o
u uQ t f t x u R t s f s x u d



          . 

Решение задачи Коши (46)–(47) допускает представление 
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        3 1 1 1 1, o
xt F t t G x t t  . 

Отсюда, в силу (48), будем иметь 
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t F t t G x t Q t u u d      .  (49) 

Полагая 
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xL t F t t G x t Q t    

формулу (49) запишем в виде 
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При помощи представлений (47), (49) доказывается, что 
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  (55) 

          

               

2

1

1 1 2

0 0 1

3 3, , ,

, , , , ,

t
o o o

yy

t

t t t
o o o o

yy

t t t

t M t y t v t p t t dt

u u L t M t y t v t p t L t s dt

 

 
      

  



  

 

 

      .ou s u s ds d    (56) 

Вводя обозначение 
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и учитывая тождества (51)–(56) в неравенстве (45), получим, что 
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Теперь предположим, что    ou t u t ,    ov t v t . Тогда из не-

равенств (44) и (45) следует, что 
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 (59) 

где  4 t  является решением задачи 

               4 4, , , , ,o o o o o
y vg t y t v t g t y t v t v t v t      (60) 

  4 1 0.t    (61) 

Запишем представление решения задачи Коши (60)–(61): 
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t F t g y v u u d           (62) 

С использованием представления (62) доказывается справедли-
вость тождеств: 
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Пусть по определению 
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Принимая во внимание обозначение (66) и тождества (63)–(65) 
в неравенстве (59), получим 
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2

1

, , , 0.
t

o o o o o
vv

t

u t u t M t y t v t p t u t u t


     (67) 

Сформулируем полученный результат: 
Теорема 5. Для оптимальности квазиособого управления 

    ,o ou t v t  необходимо, чтобы неравенства (58) и (67) выполнялись 

соответственно для всех  u t U , 1t T  и  v t V , 2t T . 

Неравенства (58), (67) являются интегральными необходимыми 
условиями оптимальности и носят довольно общий характер. Из них 
можно получить аналог условия Лежандра – Клебша. 

Следствие 1. Для оптимальности квазиособого управления 

    ,o ou t v t  необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

            , , , 0o o o o o
uuu u H x u u u


           

для всех u U  и  0 1,t t , 

            , , , 0o o o o o
vvv v M x u v v


           

для всех v V  и  0 1,t t . 
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