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Введение 

Задачи оптимального управления, описываемые системами Гур-
са–Дарбу и с управляемым граничным условиям, начали изучаться еще 
в работах А.И. Егорова [1, 2]. Отметим работы [3–9], в которых полу-



К.Б. Мансимов, В.А. Сулейманова  
 

 8

чен ряд необходимых условий оптимальности и доказаны теоремы су-
ществования оптимальных граничных управлений. 

В предлагаемой статье исследуется одна граничная задача опти-
мального управления, описываемая системой Гурса–Дарбу при пред-
положении выпуклости области управления. Установлено необходи-
мое условие оптимальности в форме линеаризованного условия мак-
симума, и исследован случай его вырождения (квазиособый случай). 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1,I u a t G z t x= ϕ +   (1) 

при ограничениях 

 ( ) ,ru t U R∈ ⊂  [ ]0 1,t T t t∈ = ,  (2) 

 ( ) ( ), , , , ,t x t xz B t x z f t x z z= +  ( ) [ ] [ ]0 1 0 1, , ,t x D t t x x∈ = × ,  (3) 

  
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0 0 1

0 0 1

, , , ,

, , , ,

z t x a t t T t t

z t x b x x X x x

= ∈ =

= ∈ =
  (4) 

 ( ) ( )0 0 0a t b x a= = ,  

  ( ), , , ,a g t a u t T= ∈�   (5) 

  ( )0 0.a t a=   (6) 

 Здесь ( ), , , xf t x z z  – заданная n-мерная вектор-функция, непре-
рывная по совокупности переменных вместе с частными производны-

ми по , xz z  до второго порядка включительно; ( ),B t x  – заданная изме-

римая и ограниченная (n × n)-матричная функция; ( )b x  – заданная  

n-мерная абсолютно непрерывная вектор-функция; 0 1 0 1, , ,t t x x  – 

( )0 1 0 1;t t x x< <  заданы; 0a  – заданный постоянный вектор; ( ), ,g t a u  – 

заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности пе-
ременных вместе с частными производными по ( ),a u  до второго по-

рядка включительно; ( )aϕ  и ( )G z  – заданные дважды непрерывно 
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дифференцируемые скалярные функции; U  – заданное непустое огра-
ниченное и выпуклое множество; ( )u t  – измеримая и ограниченная  

r-мерная управляющая вектор-функция. 

Каждую управляющую функцию ( )u t  с вышеприведенными 

свойствами назовем допустимым управлением. 

Предполагается, что при заданном допустимом управлении ( )u t  

задача Коши (5)–(6) и задача Гурса (3)–(4) имеют единственное абсо-

лютно непрерывное решение (в смысле [10–13]) ( )a t  и ( ),z t x  соот-
ветственно. 

Допустимое управление ( ) ,u t  доставляющее минимум функцио-

налу (1) при ограничениях (2)–(6), назовем оптимальным управлением, 

а соответствующий процесс ( ) ( ) ( )( ), , ,u t a t z t x  – оптимальным про-

цессом. 

2. Специальное приращение функционала качества 

Считая ( ) ( ) ( )( ), , ,u t a t z t x  фиксированным допустимым процес-
сом, введем обозначения 

 ( ) ( ), , , , ,M t a u q q g t a u′= , 

 ( ) ( ), , , , , , ,x xH t x z z f t x z z′ψ = ψ , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,a aM t a t u t q t M t= , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,aa aaM t a t u t q t M t= , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,ua uaM t a t u t q t M t= , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,uu uuM t a t u t q t M t= , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , , , ,z x zH t x z t x z t x t x H t xψ = , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , , , ,zz x zzH t x z t x z t x t x H t xψ = , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , , , ,
x xzz x zzH t x z t x z t x t x H t xψ = , 
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 ( ) ( )( ) ( ), ,a ag t a t u t g t= , 

 ( ) ( )( ) ( ), , , , , ,z x zf t x z t x z t x f t x= , 

 ( ) ( )( ) ( ), , , , , ,
x xz x zf t x z t x z t x f t x= , 

где ( ),t xψ = ψ  и ( )q q t=  пока неизвестные n-мерные вектор-функции. 

Через ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ), , , ,u t u t u t a x a x a x z t x z t x= + ∆ = + ∆ = +  

( )),z t x+ ∆  обозначим произвольный допустимый процесс и запишем 

приращение критерия качества: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1, , .I u I u I u a t a t G z t x G z t x∆ = − = ϕ −ϕ + −   (7) 

Далее ясно, что приращение ( ) ( )( ), ,a t z t x∆ ∆  состояния 

( ) ( )( ), ,a t z t x  есть решение задачи 

 ( ) ( ), , , , ,a g t a u g t a u∆ = −�   (8) 

 ( )0 0a t∆ = ,  (9) 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,t x t x xz B t x z f t x z z f t x z z∆ = ∆ + −   (10) 

  
( ) ( )
( )

0

0

, , ,

, 0, .

z t x a t t T

z t x x X

∆ = ∆ ∈

∆ = ∈
  (11) 

Умножая обе части соотношения (8) ((10)) слева скалярно на 
( )q t  ( )( ),t xψ , а затем интегрируя обе части полученного соотноше-

ния по T  (по D ), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , , ,
t t

t t

q t a t dt M t a t u t q t M t a t u t q t dt ′ ∆ = − ∫ ∫�  (12) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

, , , , ,
t x t x

t x t
t x t x

t x z t x dx dt t x B t x z t x dx dt′ ′ψ ∆ = ψ ∆ +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , , ,
t x

x
t x

H t x z t x z t x t x+ ψ −∫ ∫   
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 ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , .xH t x z t x z t x t x dx dt− ψ   (13) 

С учетом тождеств (12) и (13) формула приращения (1) записыва-
ется в виде 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1, ,I u a t a t G z t x G z t x∆ = ϕ −ϕ + − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , ,
t t

t t

q t a t dt M t a t u t q t M t a t u t q t dt ′+ ∆ − − + ∫ ∫�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

, , , , ,
t x t x

t x t
t x t x

t x z t x dx dt t x B t x z t x dx dt′ ′+ ψ ∆ − ψ ∆ −∫ ∫ ∫ ∫   

( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , , , , , ,
t x

x
t x

H t x z t x z t x t x− ψ −∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ), , , , , , , .xH t x z t x z t x t x dx dt− ψ   

Отсюда, используя формулу Тейлора, будем иметь 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1

1

2a aaI u a t a t a t a t a t′= ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ +  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
, , , , ,

2z zzG z t x z t x z t x G z t x z t x′+ ∆ + ∆ ∆ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

t t

a u
t t

q t a t dt M t u t M t u t dt′ ′ ′+ ∆ − ∆ + ∆ −  ∫ ∫�   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1
2

2

t

aa ua uu
t

a t M t a t u t M t a t u t M t u t dt′ ′ ′− ∆ ∆ + ∆ ∆ +∆ ∆ +  ∫  

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , ,
t x

t
t x

t x B t x z t x dx dt′+ ψ ∆ −∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , , ,
x

t x

z z x
t x

H t x z t x H t x z t x dx dt ′ ′− ∆ + ∆ − ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
, , , , , ,

2 x

t x

zz x z z
t x

z t x H t x z t x z t x H t x z t x ′ ′− ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
x x xzz x x z z xz t x H t x z t x z t x H t x z t x dx dt′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

0

22 2

1 1 2 1 1 3,
t

t

a t z t x u t a t dt + ∆ + ∆ − ∆ + ∆ − ∫ο ο ο  

 ( ) ( )( )1 1

0 0

2

4 , , .
t x

x
t x

z t x z t x dx dt − ∆ + ∆ ∫ ∫ ο   (14) 

где ( )2 2 0α α →ο  при 0α→ . 

Ясно, что 

 ( ) ( )
0

t

t

a t a d∆ = ∆ τ τ∫ � ,  (15) 

  ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
t x

s
t x

z t x a t z s ds dτ∆ = ∆ + ∆ τ τ∫ ∫ ,  (16) 

 ( ) ( ) ( )
0

, ,
x

t ts
x

z t x a t z t s ds∆ = ∆ + ∆∫� ,  (17) 

  ( ) ( )
0

, ,
t

xx
t

z t x z x dτ∆ = ∆ τ τ∫ .  (18) 

Используя формулы (15)–(18) и применяя формулу Фубини (см., 
например, [10]), можно доказать, что 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

t tt

a a
t t t

M t a t dt M d a t dt
 ′ ′∆ = τ τ ∆ 
 

∫ ∫ ∫ � ,  (19) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

, , , , ,
t x t x

t
t x t x

t x B t x z t x dx dt t x B t x a t dx dt′ ′ψ ∆ = ψ ∆ +∫ ∫ ∫ ∫ �   

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0

, , , ,
t x x

tx
t x s

t s B t s ds z t x dx dt
 ′+ ψ ∆ 
 

∫ ∫ ∫  (20) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

, , ,
t x t x

z z
t x t x

H t x z t x dx dt H t x a t dx dt′ ′∆ = ∆ +∫ ∫ ∫ ∫   

 ( ) ( )
1 1 1 1

0 0

, , ,
t x t x

z s
t x t x

H t x z s ds d dx dtτ
 ′+ ∆ τ τ 
 

∫ ∫ ∫ ∫  (21) 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0

, ,
t x t x t

z z
t x t x t

H t x a t dx dt H x d a t dx dt
 ′ ′∆ = τ τ ∆ + 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ �  

( ) ( )
1 1 1 1

0 0

, , ,
t x t x

z tx
t x t x

H s ds d z t x dx dt
 ′+ τ τ ∆ 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0

, , , , ,
x x

t x t x t

z x z tx
t x t x t

H t x z t x dx dt H x d z t x dx dt
 ′ ′∆ = τ τ ∆ 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0

1 1 1 ,
t

a a
t

a t a t a t a t dtϕ ∆ = ϕ ∆∫ �  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0

1 1 1 1 1 1, , ,
t

z z
t

G z t x z t x G z t x a t dt′ ′∆ = ∆ +∫ �   

 ( )( ) ( )
1 1

0 0

1 1, , .
t x

z tx
t x

G z t x z t x dx dt′+ ∆∫ ∫  (22) 

С учетом доказанных тождеств (19)–(22) формула (14) для при-
ращения функционала качества (1) представляется в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1

0

1 1 1,
t t t

a z au t
t t t

I u M t dt a t q t G z t x M d


∆ = − ∆ + ϕ + + − τ τ −


∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0

, , ,
x t x

z
x t x

H x dx d B t x t x dx a t dt

′


′ ′− τ τ − ψ ∆ +


∫ ∫ ∫ �  

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0

1 1, , , ,
t x x

z
t x s

G z t x t x B t s t s ds


′+ −ψ − ψ −


∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1 1 1

, , ,
x

t x t

z z tx
t x t

H s d ds H x d z t x dx dt

′


′ ′− τ τ − τ τ ∆ +


∫ ∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
, , ,

2 2aa zza t a t a t z t x G z t x z t x′ ′+ ∆ ϕ ∆ + ∆ ∆ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1
2

2

t

aa ua
t

a t M t a t u t M t a t′ ′− ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫  
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( ) ( ) ( )uuu t M t u t dt′+ ∆ ∆ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
, , , , , ,

2 x

t x

zz zz x
t x

z t x H t x z t x z t x H t x z t x ′ ′− ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
x x xx z z x z z xz t x H t x z t x z t x H t x z t x dx dt′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

0

2

1 1

1

2

t

aau t
t

a t M t a t dt a t′− ∆ ∆ ∆ + ∆ +∫ ο  

( )( ) ( ) ( )( )1

0

22

2 1 1 3,
t

t

z t x a t u t dt + ∆ + ∆ + ∆ − ∫ο ο  

 ( ) ( )( )1 1

0 0

2

4 , , .
t x

x
t x

z t x z t x dx dt − ∆ + ∆ ∫ ∫ ο   (23) 

Если предполагать, что ( ) ( )( ), ,t x q tψ  является измеримым и ог-
раниченным решением системы интегральных уравнений типа Воль-
терра 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1 1, , , ,
x

z
s

t x G z t x B t s t s ds′ψ = − + ψ +∫   

 ( ) ( )
1 1 1

, , ,
x

t x t

z z
t x t

H s ds d H x d+ τ τ + τ τ∫ ∫ ∫  (24) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1,
t

a z aa
t

q t a t G z t x M d= −ϕ − + τ τ−∫   

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0

, , , ,
x t x

z
x t x

H x dx d B t x t x dx′− τ τ + ψ∫ ∫ ∫  (25) 

то формула приращения (23) примет вид 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
, , ,

2 2aa zzI u a t a t a t z t x G z t x z t x′∆ = ∆ ϕ ∆ + ∆ ∆ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
2

2

t t

u aa ua
t t

M t u t dt a t M t a t u t M t a t′ ′ ′− ∆ − ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  
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( ) ( ) ( )uuu t M t u t dt′+ ∆ ∆ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
, , , , , ,

2 x

t x

zz zz x
t x

z t x H t x z t x z t x H t x z t x ′ ′− ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
x x xx z z x z z xz t x H t x z t x z t x H t x z t x dx dt′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

0

22 2

1 1 2 1 1 3,
t

t

a t z t x a t u t dt + ∆ + ∆ − ∆ + ∆ − ∫ο ο ο  

 ( ) ( )( )1 1

0 0

2

4 , , .
t x

x
t x

z t x z t x dt dx − ∆ + ∆ ∫ ∫ ο   (26) 

Пусть [ ]0, 1ε∈  – произвольное число, а ( ) ,v t U∈  t T∈  – произ-
вольная измеримая и ограниченная r-мерная вектор-функция (допус-
тимое управление). 

В силу выпуклости области управления U  специальное прира-
щение управления ( )u t  можно определить по формуле 

 ( ) ( ) ( )u t v t u tε∆ = ε −   , t T∈ .  (27) 

Через ( ) ( )( ); , , ;a t z t x∆ ε ∆ ε  обозначим специальное приращение 

вектора состояния ( ) ( )( ), , ,a t z t x  отвечающее приращению (27) управ-

ления ( )u t . 

Из оценок, приведенных, например, в работах [1–4, 6, 7, 11–13], 
следует, что 

 ( );a t L∆ ε ≤ ε ,  (28) 

 ( ) ( ) ( ), ; , , ; , ,xz t x L z t x L t x D∆ ε ≤ ε ∆ ε ≤ ε ∈ , 

где L – некоторая постоянная, const 0.L = >  
Используя эти оценки и формулу (27), при помощи (8)–(9),  

(10)–(11) доказывается следующее. 
Теорема 1. Для специального приращения ( ) ( )( ); , , ;a t z t x∆ ε ∆ ε  

состояния ( ) ( )( ), ,a t z t x  имеют место разложения 
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( ) ( ) ( ); ;a t t t∆ ε = ε + ο εA , 

 ( ) ( ) ( ), ; , ; ,z t x m t x t x∆ ε = ε + ο ε ,  (29) 

  ( ) ( ) ( ), ; , ; ,x xz t x m t x t x∆ ε = ε + ο ε ,  

где ( ) ( )( ), ,t m t xA  является решением аналога уравнения в вариациях 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) , ,a ut g t t g t v t u t t T= + − ∈�A A   (30) 

 ( )0 0t =A ,  (31) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,t x t zm t x B t x m t x f t x m t x= + +   

 ( ) ( ), , , ( , ) ,
xz xf t x m t x t x D+ ∈  (32) 

  
( ) ( )
( )

0

0

, , ,

, 0, .

m t x t t T

m t x x X

= ∈

= ∈

A
  (33) 

С учетом разложений (29) из формулы приращения (26) получа-
ем, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

t

u
t

I u I u u I u M t v t u t dtε ε ′∆ = + ∆ − = −ε − +∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ,
2 aa zzt a t t m t x G z t x m t x
ε ′ ′+ ϕ + −A A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0

2
t

aa ua
t

t M t t v t u t M t t
′ ′− + − +∫

A A A  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , ,
t x

uu zz
t x

v t u t M t v t u t dt m t x H t x m t x
′  ′+ − − + + ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
x xzz x x z zm t x H t x m t x m t x H t x m t x′ ′+ + +  

 ( ) ( ) ( ) } ( )2, , , .
x xx z z xm t x H t x m t x dx dt′+ + + ε ο   (34) 
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3. Необходимые условия оптимальности 

Из разложения (34) сразу следует теорема 2.  

Теорема 2. Для оптимальности допустимого управления ( )u t  в 

рассматриваемой задаче необходимо, чтобы для всех ( )v t U∈ , t T∈  

выполнялось соотношение 

 ( ) ( ) ( )( )
1

0

0
t

u
t

M t v t u t dt′ − =∫ .  (35) 

Необходимое условие оптимальности (35) есть аналог интеграль-
ного линеаризованного (см., например, [14]) условия максимума для 
рассматриваемой задачи. Следуя работам [15, 16], можно доказать ни-
жеприведенное утверждение. 

Теорема 3. Необходимое условие оптимальности (35) имеет  
место тогда и только тогда, когда для всех правильных точек (точек 
Лебега) управления ( )u t  (см., например, [17–19]) и для всех w U∈  вы-

полняется неравенство 

 ( ) ( )( ) 0uM w u′ θ − θ ≤ .  (36) 

Соотношение (36) есть аналог линеаризованного (дифференци-
ального) (см., например, [14]) условия максимума, принадлежит классу 
необходимых условий оптимальности первого порядка и нередко вы-
рождается (см., например, [20]). Такие случаи называются квазиосо-
быми. 

Определение 1. Допустимое управление ( )u t  назовем квазиосо-

бым управлением в задаче (1)–(6), если для всех w U∈  [ )0 1,t tθ∈  

 ( ) ( )( ) 0uM w u′ θ − θ = .  (37) 

Из разложения (34) в силу (35), (36) следует теорема 4. 

Теорема 4. Для оптимальности квазиособого управления ( )u t  

в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0

1 1 1 2
t

aa aa ua
t

t a t t t M t t v t u t M t t
′ ′ϕ − + − +∫

A A A A A   
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ,uu zzv t u t M t v t u t dt m t x G z t x m t x
′  ′+ − − + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , , , , ,
x

t x

zz zz
t x

m t x H t x m t x m t x H t x m t x ′ ′− + +∫ ∫   

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , 0
x x xx z z x z z xm t x H t x m t x m t x H t x m t x dx dt′ ′+ + ≥  (38) 

выполнялось для всех ( )v t U∈ , t T∈ . 

Неравенство (38) есть неявное необходимое условие оптимально-
сти квазиособых управлений. Используя его, можно получить необхо-
димые условия оптимальности квазиособых управлений, непосредст-
венно выраженные через параметры задачи (1)–(6). 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравне-
ния (30) с начальным условием (31) допускает представление [10, 21] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

, ,
t

u
t

t F t g v u d= τ τ τ − τ τ∫A   (39) 

где ( ),F t τ  – (n × n)-матричная функция, являющаяся решением задачи 

( ) ( ) ( ), , aF t F t gτ τ = − τ τ , 

( ),F t t E= , 

E  – (n × n)-единичная матрица. 
С помощью результата работы [22] решение краевой задачи запи-

сывается в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0, , ; , ,
x

t

z
t

m t x R t x x f x d = τ τ − τ τ τ ∫ �A A ,  (40) 

где ( ), ; ,R t x sτ  – (n × n)-матричная функция решения интегрального 

уравнения. 

( ) ( ) ( ), ; , , ; , ,
t x

z
s

R t x s E R t x f d d
τ

τ = + α β α β α β+∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ), ; , , , ; , , .
x

t x

z
s

R t x s f s d R t x B d
τ

+ α α α + τ β τ β β∫ ∫  
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Из (40) с учетом (16) имеем 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0 0

,

, ; , ,
x

t

a u z
t

m t x

R t x x g g v u f x d

=

 = τ τ τ + τ τ − τ − τ τ τ = ∫ A A
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0, ; ,
t

u
t

R t x x g v u d= τ τ τ − τ τ +∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0, ; , , .
x

t

a z
t

R t x x g f x d + τ τ − τ τ τ ∫ A   (41) 

Полагая, что 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , ; , ,
xa zQ t x R t x x g f x τ = τ τ − τ  ,  (42) 

из (41) получим 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0

0, , ; , , ,
t t

u
t t

m t x R t x x g v u d Q t x d= τ τ τ − τ τ + τ τ τ∫ ∫ A . 

Отсюда в силу представления (39) имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0

0 0

0

0

0

0

, , ; ,

, , ,

, ; ,

, , , .

t

u
t

t

u
t t

t

u
t

t t

u
t

m t x R t x x g v u d

Q t x F s g s v s u s ds d

R t x x g v u d

Q t x s F s ds g v u d

τ

τ

= τ τ τ − τ τ +

 
+ τ τ − τ = 

  

= τ τ τ − τ τ +

 + τ τ τ − τ τ 
 

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

Полагая, что 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , , ; , , , , ,
t

L t x R t x x Q t x s F s ds
τ

τ = τ + τ∫   (43) 

окончательно будем иметь 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, , , .
t

u
t

m t x L t x g v u d= τ τ τ − τ τ∫   (44) 
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Следовательно,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, , , .
t

x x u
t

m t x L t x g v u d= τ τ τ − τ τ∫  (45) 

Используя представления (39), (44), (45), займемся преобразова-
нием отдельных слагаемых в (38). 

При помощи представления (39) получим 

( ) ( )( ) ( )1 1 1aat a t t′ ϕ =A A  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

1 1,
t t

u aa
t t

v u g F t a t
′ ′ ′= τ − τ τ τ ϕ ×∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,uF t s g s v s u s ds d× − τ   (46) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0

t

ua
t

v t u t M t t dt
′

− =∫ A  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

,
t t

ua u
t t

u M F t d g t v t u t dt
 

′= δ τ τ τ τ − 
  
∫ ∫ ,  (47) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0 0

,
t t t

aa u aa
t t t

t M t t dt F t g v u d M t

′
 

′ = τ τ τ − τ τ ×  
 

∫ ∫ ∫A A  

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

,
t

u
t

F t s g s v s u s ds dt
 

× − =  
 
∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1

0 0 max ,

, ,
t t t

u aa
t t s

v u g F t M t F t s dt
τ

 ′  ′ ′= τ − τ τ τ × 
  

∫ ∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )( ) .ug s v s u s ds d× − τ   (48) 

Далее при помощи (44), (45) доказывается справедливость тож-
деств 

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , ,
t x

zz
t x

m t x H t x m t x dx dt′ =∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0 0

, , ,
t x t

u zz
t x t

L t x g v u d H t x

′
 

= τ τ τ − τ τ ×  
 

∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, ,
t

u
t

L t x s g s v s u s ds dx dt
 

× − =  
 
∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1

0 0 0 max ,

, , , , ,
t x x t

u zz
t x x s

v u g L t x H t x L t x s dx dt
τ

 ′  ′ ′= τ − τ τ τ × 
  

∫ ∫ ∫ ∫   

 ( ) ( ) ( )( ) ,ug s v s u s ds d× − τ  (49) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

0 0

1 1

0 0 0

0

1 1 1 1

0 0 0 max ,

, , ,

, , ,

, ,

, , , , ,

x

x

x

t x

zz x
t x

t x t

u zz
t x t

t

x u
t

t x x t

u zz x
t x x s

m t x H t x m t x dx dt

L t x g v u d H t x

L t x s g s v s u s ds dx dt

v u g L t x H t x L t x s dx dt
τ

′ =

′
 

= τ τ τ − τ τ ×  
 
 

× − =  
 

 ′  ′ ′= τ − τ τ τ × 
  

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

 ( ) ( ) ( )( ) ,ug s v s u s ds d× − τ   (50) 

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

, , ,
x x

t x

x z z x
t x

z t x H t x z t x dx dt′∆ ∆ =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1

0 0 0

, , ,
x x

t x t

x u z z
t x t

L t x g v u d H t x

′
 

= τ τ τ − τ τ ×  
 

∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

, ,
t

x u
t

L t x s g s v s u s ds dx dt
 

× − =  
 
∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1

0 0 0 max ,

, , , , ,
x x

t x x t

u x z z x
t x x s

v u g L t x H t x L t x s dx dt
τ

 ′  ′ ′= τ − τ τ τ × 
  

∫ ∫ ∫ ∫   
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 ( ) ( ) ( )( ) .ug s v s u s ds d× − τ  (51) 

Введем обозначения 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1, , ,aaK s F t a t F t s′τ = − τ ϕ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

0max ,

, , , , , , ,
t x

aa zz
s x

F t M t F t s L t x H t x L t x s
τ


′ ′+ τ + τ + 


∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , ,
x xzz x x z zL t x H t x L t x s L t x H t x L t x s′ ′+ τ + τ +  

 ( ) ( ) ( ) }, , , , , .
x xx z z xL t x H t x L t x s dx dt′+ τ    (52) 

Матричная функция ( ),K sτ  является аналогом матричных функ-

ций, введенных в рассмотрение в работах [18, 23, 24]. 
С учетом обозначения (52) и тождества (46)–(51) неравенство (38) 

записывается в виде 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

,
t t

u u
t t

v u g K s g s v s u s ds d
′ ′τ − τ τ τ − τ+∫ ∫   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

2 ,
t t

ua u
t t

v u M F t d g t v t u t dt
 ′

+ τ − τ τ τ τ − − + 
  
∫ ∫  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

0.
t

uu
t

v t u t M t v t u t dt
′

+ − − ≤∫  (53) 

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 5. Для оптимальности квазиособого управления ( )u t  в 

задаче (1)–(6) необходимо, чтобы неравенство (53) выполнялось для 

всех ( )u t U∈ , t T∈ . 

Неравенство (53) есть интегральное необходимое условие опти-
мальности квазиособых управлений и носит довольно общий характер. 

Из него можно получить, используя произвольность ( )v t , ряд более 
легко проверяемых условий оптимальности. 

Непосредственным следствием теоремы 5 является теорема 6. 
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Теорема 6. Для оптимальности квазиособого управления ( )u t   

в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы для всех [ )0 1,t tθ∈ , w U∈  выпол-

нялось неравенство 

 ( )( ) ( ) ( )( ) 0.uuw u M w u′− θ θ − θ ≤   (54) 

Неравенство (54) есть аналог условия Лежандра–Клебша в случае 
выпуклой области управления. 

Теперь изучим случай вырождения аналога условия Лежандра–
Клебша. 

Определение 2. Квазиособое управление ( )u t  назовем квазиосо-

бым второго порядка управлением, если для всех w U∈ , [ )0 1,t tθ∈  

 ( )( ) ( ) ( )( ) 0uuw u M w u′− θ θ − θ = .  (55) 

Теорема 7. Если ( )u t  – квазиособое второго порядка управление, 
то для его оптимальности необходимо, чтобы 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), 0u u ux uw u g K g H g w u
′ ′− θ θ θ θ θ + θ θ − θ ≤     (56) 

выполнялось для всех w U∈  и [ )0 1,t tθ∈ . 

Неравенство (56) есть аналог условия Габасова–Кирилловой, по-
лученный в работах [25, 26] в случае обыкновенной динамической сис-
темы другим способом. 
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