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О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

 ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ  

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

Рассматривается краевая задача для квазилинейного дифференциального уравнения 
нейтрального типа. Краевое условие задачи задается линейным ограниченным функционалом 
общего вида, определенным на пространстве абсолютно непрерывных функций. Для рассматри-
ваемой задачи получены достаточные условия существования хотя бы одного решения. 
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ON THE SOLVABILITY OF THE BOUNDARY-VALUE PROBLEM 

FOR A QUASILINEAR NEUTRAL TYPE EQUATION 

The boundary problem for a quasi-linear differential neutral-type equation is considered. The 
boundary condition of the problem is given by a general linear bounded functional defined on the space 
of absolutely continuous functions. For the problem in question, the sufficient conditions of the existence 
of at least one solution are obtained. 
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Рассмотрим задачу 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , [0;1],                          

,                                                                                        

x t a t x kt f t Tx t t

lx

γ ′ ′+ = ∈


= α
 

в предположениях: [ ] 1: 0;1a R→  – измеримая и ограниченная в суще-

ственном функция, 0 1k< ≤ , 1γ ≥ , функция [ ] 1 1: 0;1f R R× →  удовле-
творяет условиям Каратеодори, T  – линейный оператор, l  – линейный 

функционал, 1.Rα∈  

(1)
 
 
 
 
 
 
 
 

(2)
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Пусть [ ]2 2 0;1L L=  – пространство суммируемых по Лебегу с 

квадратом функций с нормой ⋅ . Через [ ]2 2 0;1D D=  обозначим про-

странство таких абсолютно непрерывных функций [ ] 1: 0;1x R→ , что 

2x L′∈ . Норму на 2D  определим равенством ( )
2

0
D

x x x′= + . 

Решением задачи (1)–(2) будем называть такой элемент 2x D∈ , 

который почти всюду на [ ]0;1  удовлетворяет уравнению (1) и для ко-

торого выполнено краевое условие (2). 
Уравнение вида (1) возникает, в частности, в квантовой механи-

ке [1]. Как известно, уравнения нейтрального типа традиционно изу-

чают относительно старшей производной без отклонения, т.е. ( ).x t′  

Остальные слагаемые в левой части уравнения играют роль возмуще-
ний, которые не нарушают разрешимость уравнения без отклонения. 
Особенность полученного в предлагаемой работе результата состоит в 
следующем: в уравнении (1) ведущая роль в разрешимости отводится 
слагаемому с отклонением аргумента в левой части уравнения.  

п1. Рассмотрим оператор 2 2:A L L→ , определенный равенством  

( )( ) ( ) ( )Ay t a t y kt γ= , 

где 0 1k< ≤ , 1γ ≥ . Этот оператор является оператором внутренней су-

перпозиции [2] со специальным запаздыванием вида ( ) .h t kt γ=  

Лемма 1. Пусть существует константа 0 ,a  такая что ( )
1

2
0a t a t

γ−

≤  

почти всюду на [ ]0;1 . Тогда оператор 2 2:A L L→  ограничен, причем 

0a
A

k
≤

γ
. 

Доказательство. Произведем в интеграле замену переменной, 

полагая s kt γ= , и оценим полученный интеграл с учетом условия на 
( )a t . Получим  

( ) ( ) ( )
1 1 21 12 22 2 2 2 0

0 0

k as
Ay a t y kt dt a y s s ds y

k k

−γγ γ
 
  = = ≤   γ 
 

∫ ∫ . 
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Следовательно, оператор A  ограничен. Из последнего неравенст-
ва следует требуемая оценка нормы оператора .A  Лемма доказана. 

Для оператора 2 2:A L L→  равенством ( )
*

0
inf

A
q A

ω ≠

ω
=

ω
 опреде-

лим коэффициент сюръективности, где *
2 2:A L L→  – сопряженный с 

A  оператор [3]. Отметим, что сопряженный с A  оператор имеет пред-
ставление 

( )( )
1 1 1

1

*

1
,    0 ,

0,                                                   1.

t t t
a t k

A t k k k k

k t

−
γ γ γ

    
         ω ≤ ≤         ω = γ      
   

 < ≤

 

Лемма 2. Пусть существует константа 0 0,q >  такая что почти 

всюду на отрезке [ ]0;1  выполняется неравенство ( )
1

2
0a t q t

γ−

≥ . Тогда 

оператор A  сюръективен, причем ( ) 0q
q A

k
≥

γ
. 

Доказательство. Имеем  

1 1 1
2 1

2* 2 2
2 2

0

1 k t t t
A a dt

k k kk

 − γ γ γ 
   
        ω = ω        γ      
   

∫ . 

Преобразуем интеграл в правой части равенства 

( ) ( )
12* 1 2

0

1
A s a s s ds

k
−γω = ω

γ ∫
. 

Оценим интеграл снизу, используя условия леммы. Отсюда полу-

чим 
22 2* 0q

A
k

ω ≥ ω
γ

. Лемма доказана. 

Далее рассмотрим оператор 2 2:Q L L→ , ( )( ) ( )Qy t y t= +  

( ) ( )a t y kt γ+ . Отметим, что оператор Q  является главной частью опе-

ратора [2], стоящего в левой части уравнения (1). 
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Теорема 1. Пусть существует константа 0 ,a  такая что 

( )
1

2
0a t a t

γ−

≤  почти всюду на [ ]0;1  и 0a k< γ . Тогда оператор 

2 2:Q L L→  обратим, причем 1

0

k
Q

k a
− γ

≤
γ −

. 

Доказательство. Для оператора Q  справедливо представление 

Q I A= + . В силу леммы 1 в условиях теоремы имеем 0 1
a

A
k

≤ <
γ

, 

поэтому оператор Q  обратим и 1

0

1

1

k
Q

A k a
− γ≤ ≤

− γ −
. Теорема до-

казана. 
Теорема 2. Пусть существует константа 0 0,q >  такая что почти 

всюду на отрезке [ ]0;1  выполняется неравенство ( )
1

2
0a t q t

γ−

≥ и 

0q k> γ . Тогда оператор Q  сюръективен, при этом ( ) 0 1
q

q Q
k

≥ −
γ

. 

Доказательство. В силу свойств коэффициента сюръективности 
имеем 

( ) ( ) ( ) 01 1 0
q

q Q q I A q A
k

= + ≥ − ≥ − >
γ

. 

Здесь при оценке ( )q A  мы воспользовались утверждением лем-

мы 2. Теорема доказана. 
Замечание 1. Отметим, что при 0 1k< <  оператор Q  является 

сюръективным, но необратимым. В этом случае существует ограни-
ченный правый обратный для оператора Q . 

п2. Сформулируем условия, при выполнении которых будем рас-
сматривать задачу (1)–(2): 

i) существуют неотрицательные константы ,b d , такие что нера-

венство ( ),f t u b d u≤ +  выполнено при почти всех [ ]0;1t∈  и произ-

вольного u R∈ ; 
ii) линейный оператор 2 2:T D L→  вполне непрерывен. 
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Выполнение условия i обеспечивает непрерывность оператора Не-
мыцкого 2 2:N L L→ , определенного равенством ( )( ) ( )( ),Nu t f t u t= . 

Следовательно, оператор 2 2:NT L L→  вполне непрерывен.  

Замечание 2. В случае когда правая часть имеет вид ( )( ),f t x t , 

в качестве оператора T  выступает оператор вложения 2 2:J D L→ , 

Jx x= , который обладает свойством полной непрерывности. 
Рассмотрим вспомогательную краевую задачу  

 
( ) ( ) ,x t g t

lx

′ =


= α
 (3) 

с функционалом 1
2:l D R→  вида  

( ) ( ) ( )
1

0

0lx x s x s ds′= + β∫ ,  

где ( )β ⋅  – измеримая и ограниченная в существенном функция. 

Если задача (3) однозначно разрешима для произвольных пар 

( ) 2g t L∈ , 1Rα∈ , то решение задачи (3) имеет представление 

x C Gg= α + , где constC =  такова, что ( ) 1l C = , а G  – оператор Грина 

этой задачи, имеющий представление ( )( ) ( ) ( )
1

0

,Gg t G t s g s ds= ∫ , где 

( ) ( )
( )

1 ,           0 ,
,

,              1.  

s s t
G t s

s t s

−β ≤ ≤= 
−β < ≤

 

Лемма 3. Для оператора Грина задачи (3) справедлива оценка 
1G ≤ + β .  

Доказательство этого утверждения состоит в непосредственной 

оценке нормы 
2D

Gg  с применением неравенства Гельдера.  

Теорема 3. Пусть выполнены условия i, ii и условие теоремы 1. 
Если выполнено неравенство  

( )
0

1
k

d T
k a

γ
+ β <

γ −
, 
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то задача (1)–(2) имеет хотя бы одно решение для произвольного 
1.Rα∈  
Доказательство. Задачу (1)–(2) представим в виде следующей 

системы:  

 
,                                              (4)

.                                                     (5)

Qx NTx

lx

′ =
 = α

 

В условиях теоремы 3 оператор 2 2:Q L L→  обратим. Разреши-

мость задачи (4)–(5) будет следовать из разрешимости операторного 
уравнения  

 1x C GQ NTx−= α + . (6) 

Рассмотрим оператор 2 2:F L L→ , определенный равенством  

1 .Fx C GQ NTx−= α +  

Если оператор F  имеет неподвижную точку, то этот элемент яв-
ляется решением системы (4)–(5). Следовательно, этот элемент являет-
ся решением задачи (1)–(2). Для доказательства существования непод-
вижной точки оператора F  применим теорему о неподвижной точке 
Шаудера. Поскольку для произвольного 2x D∈  ( ),f t Tx b d Tx≤ + ,  

то с учетом свойств нормы в пространстве 2L  имеем 

2L
NTx b d T x≤ + , поэтому 1Fx C d G Q T x−= α + .  

В силу условий теоремы 3 выполнено неравенство 

1Fx C m x≤ + , где 1m G T Q−= , 1m < , 1C C= α . Следовательно, 

оператор F  имеет неподвижную точку, т.е. задача (1)–(2) имеет хотя 
бы одно решение. Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть выполнены условия i, ii и условие теоремы 2. 
Если выполнено неравенство  

( ) 01
q k

d T
k

− γ
+ β <

γ
, 

то задача (1)–(2) имеет хотя бы одно решение для произвольного 
1.Rα∈  
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Доказательство этого утверждения проводится по схеме доказа-
тельства теоремы 3 с применением утверждения теоремы 2. Теорема 
доказана. 

Пример. Рассмотрим задачу 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

2
0 ,

1 .

x t a t x kt bx t f t

x

γ−
γ

  
′ ′+ = +     

 = α

 (7) 

Применение теоремы 4 приводит к следующему результату: 

пусть выполнено условие 02
a k

b
k

− γ
<

γ
, тогда задача (7) для произ-

вольных 2f L∈  и 1Rα∈  имеет решение. 
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