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ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  

Рассматривается задача экспоненциальной устойчивости автономного разностного урав-
нения, сводящаяся к задаче Шура–Кона определения количества корней многочлена, располо-
женных внутри единичного круга комплексной плоскости. В отличие от известных подходов, ис-
пользующих методы комплексного анализа и линейной алгебры или сведение к задаче Рауса–
Гурвица о количестве корней многочлена в левой полуплоскости, в статье предлагается доказа-
тельство теоремы Шура–Кона методом D-разбиения. Предлагаемый подход отличается просто-
той и в явном виде связывает классические методы, традиционно рассматриваемые как незави-
симые. 
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метод D-разбиения, критерий Шура–Кона.  

 

A.A. Kandakov, K.M. Chudinov 

Perm National Research Polytechnic University, Perm, Russian Federation 

EFFECTIVE STABILITY CRITERION FOR A DISCRETE 

DYNAMICAL SYSTEM 

We consider the problem of the exponential stability of an autonomous difference equation.  
As is known, the problem is reduced to the Schur–Cohn problem of obtaining the number of roots of a 
polynomial which are inside the unit circle of the complex plane. In contrast to known approaches based 
on the methods of complex analysis and linear algebra, or on the reduction to the Routh–Hurwitz prob-
lem for the number of roots of a polynomial in the left half-plane, we propose the proof of the Schur–
Cohn theorem by using the D-decomposition method. The presented approach is simple and explicitly 
relates the classical methods traditionally considered as independent. 

Keywords: difference equation, characteristic polynomial, stability, D-decomposition method, 
Schur–Cohn criterion.  

Введение 

Термин «теория динамических систем» в течение нескольких де-
сятилетий фактически указывал на качественную теорию обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, в первую очередь применительно 
к автономным системам вида ( )x f x=� , где 1( ) ( ( ), , ( )),mx x t x t x t= = …
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при линеаризации приводящим к системе ,x Ax=�  где A – квадратная 

(m × m)-матрица. В конце ХХ в. стало быстро возрастать теоретическое 
и практическое значение исследований дискретных систем вида 

( 1) ( ( ))x n f x n+ = , в связи с чем само понятие «динамическая система» 

все реже стало пониматься как система, описываемая только диффе-
ренциальными уравнениями. Сегодня системами разностных уравне-
ний моделируются задачи автоматического регулирования, теории 
управления, а также разнообразные задачи экономики, биологии, хи-
мии, экологии (описания некоторых приложений см. в работах [1, 2]). 

Для линейных разностных уравнений построена теория устойчи-
вости [3, 4], подобная классической теории устойчивости линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Устойчивость системы 

( 1) ( )x n Ax n+ =  определяется расположением корней характеристиче-
ского многочлена матрицы A внутри единичного круга. 

Задача об определении условий расположения всех корней  
многочлена внутри единичного круга была впервые рассмотрена как 
приложение исследования степенных рядов И. Шуром, который в ра-
боте [5] получил алгоритм для проверки, все ли корни находятся в еди-
ничном круге. А. Кон, используя методы И. Шура, получил в рабо-
те [6] алгоритм для определения числа корней многочлена в круге. 
Формально эта задача сводится дробно-линейным преобразованием 
комплексной плоскости к задаче о расположении корней в левой полу-
плоскости, которая, как известно, равносильна задаче об условиях ус-
тойчивости линейной системы .x Ax=�  Задаче о расположении корней 
многочлена относительно мнимой оси посвящено большое количество 
литературы; достаточно полное изложение классической теории со-
держится, в частности, в известных монографиях [7, гл. XVI; 8]. Одна-
ко для решения прикладных вопросов важны алгоритмы определения 
наличия корней в тех или иных областях комплексной плоскости, явно 
выраженные через коэффициенты исходного многочлена. Для единич-
ного круга такой алгоритм был получен И. Шуром и А. Коном. В по-
следующие десятилетия было найдено много переформулировок  
критериев Шура–Кона. В литературе ХХ в. выделим монографию 
М. Мардена [9] о многочленах, содержащую отдельную главу, посвя-
щенную задаче Шура–Кона, и книги Э. Джури [10, 11], посвященные 
методам качественного исследования дискретных динамических сис-
тем. По-видимому, наиболее полный современный обзор результатов 
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исследования условий расположения корней многочлена в единичном 
круге содержится в работе [12, гл. 14] (хотя некоторые существенные 
работы в обзор все же не попали, например [13, 14]). 

С середины ХХ в. и поныне исследования задачи Шура–Кона 
сконцентрированы в основном на ее вычислительном аспекте, что, по-
видимому, обусловлено быстрым ростом возможностей вычислитель-
ной техники. Первичными критериями оценки результата служат ко-
личество требуемых арифметических операций (в зависимости от сте-
пени многочлена) и простота алгоритма. Сегодня известно по меньшей 
мере несколько десятков коэффициентных критериев попадания кор-
ней многочлена в единичный круг. Однако знакомство с достижениями 
в этом направлении приводит к выводу, что количество накопленного 
фактического материала не перешло в новое качество: по-видимому, 
после работы А. Кона 1922 г. принципиально новых идей о способах 
определения количества корней многочлена в единичном круге пред-
ложено не было. Рискнем предположить, что это объясняется оторван-
ностью фактически решаемой чисто алгебраической задачи от ее ис-
точника – задачи об устойчивости динамических систем. Исследование 
задачи о корнях многочлена не позволяет забыть о геометрии ком-
плексной плоскости, но не требует принимать во внимание геометрию 
пространства параметров исходной динамической системы, а следова-
тельно, и методы, основанные на изучении этого пространства. 

Задачу построения области устойчивости динамической системы 
в пространстве параметров естественно рассматривать как задачу син-
теза систем с наперед заданными характеристиками [15]. Это приводит 
к задаче описания области в пространстве параметров, точкам которой 
соответствуют системы, обладающие заданными свойствами. Этой за-
даче наиболее соответствует известный метод D-разбиения, суть кото-
рого заключается в построении границ в пространстве параметров, при 
переходе через которые изменяется количество корней характеристи-
ческого уравнения, находящихся внутри заданной области. Областью 
устойчивости является объединение всех областей разбиения, которым 
соответствует нулевое число корней. 

Метод D-разбиения в явном виде разработал Ю.И. Неймарк на 
основе идей И.А. Вышнеградского и описал в монографии [16]. Сего-
дня метод D-разбиения применяется к исследованию свойств решений 
непрерывных и дискретных динамических систем и их гибридов, 
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включая уравнения с последействием (для последних характеристиче-
ской функцией является не многочлен, а квазимногочлен) [17–19].  

Настоящая статья показывает, как использование метода D-раз-
биения позволяет относительно просто получить классический резуль-
тат Шура–Кона о сведении вопроса о расположении корней многочле-
на относительно единичного круга комплексной плоскости к анало-
гичному вопросу для многочлена меньшего порядка. 

1. Постановка задачи 

Обозначим 0 {0,1, 2, },N = …  ( , ).R = −∞ +∞  

Автономное разностное уравнение k-го порядка имеет вид 

 
0

( ) 0
k

i
i

a x n k i
=

+ − =∑ ,  0n N∈ ,  (1.1) 

где ,ia R∈  0, ,i k=  0 0.a ≠  

Определение 1.1. Решением уравнения (1.1) называется функция 

0: ,x N R→  удовлетворяющая равенству (1.1) для всех 0.n N∈  

Очевидно, что решение уравнения (1.1) однозначно определяется 
произвольной начальной функцией :{0,1, , 1}k Rϕ − →…  и условием 

( ) ( ),x n n= ϕ  0, 1n k= − . 

Понятие «устойчивость решения» отражает непрерывность зави-
симости решения от начальной функции. Для уравнения (1.1) в силу 
его линейности и однородности устойчивость определяется оценкой 
модуля решения. 

В данной работе мы исследуем асимптотическую устойчивость 
уравнения (1.1), которая для него совпадает с экспоненциальной, что 
следует из формулы представления решения [2, с. 77]. 

Определение 1.2. Уравнение (1.1) будем называть экспоненци-
ально устойчивым, если существует такая константа 0γ > , что для ка-
ждого решения x при некотором 0M >  для всех 0n N∈  имеем 

( ) nx n Me−γ≤ . 

Всюду ниже для краткости термин «устойчивость» понимает-
ся в смысле «экспоненциальная устойчивость». 

Хорошо известен следующий критерий. 
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Теорема 1.1 [2, с. 246]. Уравнение (1.1) устойчиво, если и только 

если все корни его характеристического многочлена 
0

k
k i

i
i

a −

=
λ∑  лежат 

на комплексной плоскости внутри единичного круга { : 1}z z < . 

Сделаем некоторые наблюдения. Рассмотрим область устойчиво-
сти уравнения 4-го порядка, полученную в работе [20] с использовани-
ем приема понижения размерности. 

 

Теорема 1.2 [20]. Уравнение 

 0 1 2 3 4( 4) ( 3) ( 2) ( 1) ( ) 0a x n a x n a x n a x n a x n+ + + + + + + + =   (1.2) 

устойчиво, если и только если 4 0a a<  и точка 

( )
3 1 1 3 2

0 4 0 4 0 4

, ,
2

a a a a a

a a a a a a

 − + 
 − + +  

 

принадлежит области 

{ 3( , , ) :D = ξ η ρ ∈\ 22 1 0ξ + ξη+ρ− < , 1 0−η+ρ > , }1 0 .+η+ρ >  

Сравним вид области D с видом известной области устойчивости 
уравнения 3-го порядка 

 0 1 2 3( 3) ( 2) ( 1) ( ) 0b x n b x n b x n b x n+ + + + + + = .  (1.3) 

 

Теорема 1.3 [21]. Уравнение (1.3) устойчиво, если и только если 
для его коэффициентов выполнены неравенства 

3 32 1

0 0 0 0

1
b bb b

b b b b

 
< + − 

 
;    32 1

0 0 0

1
bb b

b b b
> − − − ;    32 1

0 0 0

1
bb b

b b b
> + − . 

Области на рис. 1 и 2 подобны: нетрудно убедиться, что одна из 
них переходит в другую поворотом системы координат. Аналогичное 
явление наблюдается и для уравнений меньших порядков. Это подска-
зывает, что между областями устойчивости уравнений соседних по-
рядков существует несложно формализуемая связь. Для ее выявления 
в следующем разделе результат, полученный в работе [20] для уравне-
ний низких порядков, будет обобщен на уравнения произвольного по-
рядка. 
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Рис. 1. Область D 
 
 

 
 

Рис. 2. Область устойчивости уравнения (1.3) 
 

2. Основные результаты 

Поставим в соответствие уравнению k-го порядка (1.1) уравнение 
(k – 1)-го порядка, которое назовем редуцированным уравнением: 

 
1

0
( 1 ) 0,

k

i
i

b x n k i
−

=
+ − − =∑  0n N∈ .  (2.1) 

Коэффициент 0 0b ≠  будем считать заданным произвольно, а ос-

тальные коэффициенты будем определять через ,ia  1, ,i k=  и 0.b  
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Теорема 2.1. Уравнение (1.1) устойчиво, если и только если вы-

полняется условие 0 1ka a <  и устойчиво уравнение (2.1), в котором 

 0
0 2 2

0

i k i k
i

k

a a a a
b b

a a
−−=

−
,  1, 1i k= − .  (2.2) 

Доказательство. Условие 0 1ka a <  необходимо для устойчиво-

сти уравнения (1.1) в силу теоремы Виета. Будем считать это условие 
выполненным. 

Применим метод D-разбиения и прием понижения порядка из ра-
боты [20]. Положим, ie ϕλ =  ( )Rϕ∈  в характеристических уравнениях 

для уравнений (1.1) и (2.1):  

 1
0 1 1 0,k k

k ka a a a−
−λ + λ + + λ + =…   (2.3) 

  1 2
0 1 1 0k k

kb b b− −
−λ + λ + + =… .  (2.4) 

Уравнение (2.3) домножим на 2ike− ϕ : 

2 4 2

2 2 2 2 2
0 1 2 1 0

k k k k k
i i i i i

k ka e a e a e a e a e
− − −ϕ ϕ ϕ − ϕ − ϕ

−+ + + + + =… . 

Отсюда, используя формулу Эйлера и свойства тригонометриче-
ских функций, получаем систему 

( ) ( )

( ) ( )

0 1 1

0 1 1

2
cos cos 0,

2 2
2

sin sin 0
2 2

k k

k k

k k
a a a a

k k
a a a a

−

−

− + ϕ+ + ϕ+ =
 − − ϕ+ − ϕ+ =


…

…
 

(вид последних слагаемых в суммах зависит от четности k). В силу ус-
ловия 0 1ka a <  можно разделить оба уравнения системы на их первые 
коэффициенты: 

 

1 1

0

1 1

0

2
cos cos 0,

2 2

2
sin sin 0.

2 2

k

k

k

k

a ak k

a a

a ak k

a a

−

−

  + −ϕ+ ϕ+ =  +  


 − − ϕ+ ϕ+ =  − 

…

…
  (2.5) 
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 Аналогично домножим уравнение (2.4) на 
1

2

k
i

e
 − ϕ − 
  : 

2 4 4 2

2 2 2 2 2
0 1 2 2 1 0

k k k k k
i i i i i

k kb e b e b e b e b e
− − − −ϕ ϕ ϕ − ϕ − ϕ

− −+ + + + + =… , 

откуда получим 

 

1 1

0

1 1

0

2
cos cos 0,

2 2

2
sin sin 0.

2 2

k

k

b bk k

b

b bk k

b

−

−

+ − ϕ+ ϕ+ =
 − − ϕ+ ϕ+ =


…

…
  (2.6) 

Обратим внимание, что системы (2.5) и (2.6) подобны с точно-
стью до коэффициентов. Приравняв коэффициенты при одинаковых 
тригонометрических функциях, независимо от четности k получим 

 
0 0

i k i i k i

k

a a b b

a a b
− −± ±=

±
,  1, ,i k=   (2.7)  

откуда получаем формулу (2.2).  
Считая для удобства значения 0a  и 0b  фиксированными, заклю-

чаем: границы D-разбиения k-мерного пространства параметров 

1{ }k
i ia =  исходного уравнения (1.1) переходят в границы D-разбиения  

(k – 1)-мерного пространства параметров 1
1{ }k

i ib −
=  редуцированного 

уравнения (2.1) при преобразовании, определяемом формулой (2.2). 
Остается показать, что область устойчивости уравнения (1.1) пе-

реходит в область устойчивости уравнения (2.1). Для этого сделаем 
следующие наблюдения из теоремы Виета ( 0a  фиксировано):  

1) область устойчивости уравнения (1.1) ограниченна;  
2) все области D-разбиения уравнения (1.1), соответствующие 

расположению от одного до ( 1)k −  корня внутри единичного круга, 
неограниченны.  

Первое утверждение следует из теоремы Виета напрямую, дока-
жем второе. Рассмотрим уравнение (1.1), характеристический много-

член которого имеет корни 1 2, , , ,kz z z…  при этом 1 1z >  и 2 1.z <  За-

фиксируем корни 3, , kz z…  и произведение 1 2 ,z z  и будем непрерывно 
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увеличивать модуль 1z , уменьшая соответственно модуль 2.z  Пусть 

1 ,z →∞  2 0.z →  Тогда 1 0
1

,
k

i
i

a a z
=

= →∞∑  следовательно, соответст-

вующая уравнению точка D-разбиения уходит в бесконечность, не пе-
ресекая границ области (поскольку количество корней внутри единич-
ного круга не изменяется), при этом значение 0 1k ka a z z= …  остается 

постоянным. Поскольку 0 1ka a < , уравнение (2.3) имеет не более 
( 1)k −  корня внутри единичного круга. Следовательно, в силу выше-
сказанного единственная ограниченная область среди областей 

D-разбиения пространства параметров 1{ }k
i ia =  уравнения (1.1) – его об-

ласть устойчивости. Нетрудно показать, что единственная ограничен-
ная область среди областей D-разбиения пространства параметров 

1{ }k
i ib =  уравнения (2.1) тоже его область устойчивости (здесь мы не 

стеснены ограничением свободного члена 1kb −  характеристического 

многочлена, поэтому можно направить один из корней в бесконеч-
ность при фиксированных остальных). В силу формулы (2.2) все не ог-
раниченные по координате 1a  при фиксированных остальных коорди-

натах области D-разбиения пространства параметров уравнения (1.1) 
переходят в не ограниченные по координате 1b  области D-разбиения 

пространства параметров уравнения (2.1). Таким образом, область ус-
тойчивости уравнения (1.1) переходит в область устойчивости уравне-
ния (2.1).  

 
Замечание. Для вывода утверждения, что границы D-разбиения 

пространства параметров исходного уравнения переходят в границы 
D-разбиения пространства параметров редуцированного уравнения, 

фактически требуется не условие 0 1ka a < , а только условие 

0 1ka a ≠ . Пересечения областей D-разбиения уравнения (1.1) с квад-

рантами 0 1ka a > , в отличие от квадрантов 0 1ka a < , неограниченны. 

 
Взяв в качестве исходного уравнения редуцированное, теоре-

му 2.1 можно применить повторно. Последовательное ее применение 
для уравнения k-го порядка приводит к накоплению ограничений и по-
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нижению порядка исходного уравнения, вплоть до первого. Сформу-
лируем соответствующий результат в виде теоремы. 

Запишем уравнение k-го порядка в следующем виде: 

 ( ),
0

0,
k

k j
j

a x n k j
=

+ − =∑   0.n N∈   (2.8) 

Здесь , ,k ja R∈  ,0 0.ka ≠  

Зафиксируем ,0 0,ia ≠  1, 1i k= − , и определим рекурсивно: 

 ,0 , , ,
1, 1,0 2 2

,0 ,

i i j i i j i i
i j i

i i i

a a a a
a a

a a
−

− −

−
=

−
,  1, ,i k=   1, 1j i= − .  

 
 Теорема 2.2. Уравнение (2.8) устойчиво, если и только если 

, ,0 1i i ia a < , где 1, .i k=  

Доказательство. В силу вышесказанного теорема 2.2 является 
прямым следствием теоремы 2.1. □ 

Таким образом, в координатном пространстве , ,0 1{ }k
i i i ia a =  область 

устойчивости уравнения (3.7) оказывается единичным (k-мерным) ку-
бом. 

3. Примеры 

Продемонстрируем работу теорем, установленных в предыдущем 
разделе, построив области устойчивости для уравнений c первого до 
четвертого порядка. 

Рассмотрим уравнение 4-го порядка 

 0 1 2 3 4( 4) ( 3) ( 2) ( 1) ( ) 0.a x n a x n a x n a x n a x n+ + + + + + + + =   (3.1) 

Теорема 2.1 позволяет сформулировать следующее утверждение. 
 
Теорема 3.1. Уравнение (3.1) устойчиво, если и только если вы-

полняется условие 4 0 1a a <  и устойчиво уравнение 

 31 2

0 0 0

( 3) ( 2) ( 1) ( ) 0
bb b

x n x n x n x n
b b b

+ + + + + + = ,  (3.2) 
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где 
0 1 3 41

2 2
0 0 4

a a a ab

b a a

−=
−

,   2 2

0 0 4

b a

b a a
=

+
,   3 0 3 1 4

2 2
0 0 4

b a a a a

b a a

−=
−

. 

Теперь применим теорему 3.1 к уравнению (3.2). 
 

Теорема 3.2. Уравнение (3.2) устойчиво, если и только если вы-

полняется условие 3 0 1b b <  и устойчиво уравнение 

 1 2

0 0

( 2) ( 1) ( ) 0
c c

x n x n x n
c c

+ + + + = ,  (3.3) 

где 
0 1 2 31

2 2
0 0 3

b b b bc

c b b

−=
−

,  0 2 1 32
2 2

0 0 3

b b b bc

c b b

−=
−

. 

Точно таким же образом перейдем к первому порядку. 
 
Теорема 3.3. Уравнение (3.3) устойчиво, если и только если вы-

полняется условие 2 0 1c c <  и устойчиво уравнение 

1

0

( 1) ( ) 0
d

x n x n
d

+ + = , где 1 1

0 0 2

d c

d c c
=

+
. 

Теперь из теорем 3.1–3.3 и критерия устойчивости уравнения 
первого порядка, проводя последовательные замены параметров, пред-
ставим область устойчивости уравнения (3.1) в виде единичного куба 
в новом четырехмерном координатном пространстве. 

 
Теорема 3.4. Уравнение (3.1) устойчиво, если и только если 

4

0

1
a

a
< ,  0 3 1 4

2 2
0 4

1
a a a a

a a

+ <
+

, 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

3 2 2 2 2
0 2 0 4 1 3 2 4 4 1 3 2 4 0 1 3 2 4

2
0 0 3 1 4 4 0 0 3 4 1 4

1
a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

+ + − + − + − +
<

− + − + − +
, 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2
0 4 0 1 4 1 2 3 4 0 1 4 3 2 4

2
0 0 3 1 4 4 0 0 3 4 1 4

1.
a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

− + − − − + +
<

− + − + − +
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Теорема 3.4 является переформулировкой теоремы 2.2 и следст-
вием теоремы 3.2, которая унифицирует процесс получения области 
устойчивости уравнений произвольного порядка. 

Выводы 

Основной результат данной работы связывает два классических 
метода – алгоритм Шура–Кона и метод D-разбиения, причем связь ока-
зывается выраженной очень простым образом. Авторы полагают, что 
этот результат может рассматриваться как аргумент в пользу следую-
щей общей идеи: при изучении алгебраических критериев расположе-
ния корней многочлена в той или иной области комплексной плоско-
сти следует принимать во внимание природу динамической системы, 
к которой может быть приложен критерий. Такое сопоставление чисто 
алгебраической по постановке задачи с методами из других областей 
математики, которые могут быть применены в исследованиях динами-
ческих систем, часто вскрывает связи между различными задачами 
и дает новое видение природы исследуемых явлений. 
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