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ОБ ОДНОМ УРАВНЕНИИ  

СОБОЛЕВСКОГО ТИПА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Рассматривается математическая модель колебаний термоупругой пластины при некото-

рых допущениях. В ее основе лежит неклассическое уравнение математической физики, кроме 

того, уравнение является уравнением соболевского типа. Как известно, задача Коши для уравне-

ния соболевского типа не является разрешимой припроизвольных начальных значениях. В ста-

тье рассматривается задача Шоуолтера–Сидорова, которая разрешима при произвольных на-

чальных значениях и более «подходяща» для уравнений соболевского типа. Исследуемая мате-

матическая модель в подходящим образом выбранных функциональных пространствах может 

быть редуцирована к абстрактному уравнению соболевского типа третьего порядка с относи-

тельно (n, p)-секториальным оператором в правой части. Основным подходом к исследованию 

является метод построения разрешающих полугрупп. 

Ключевые слова: уравнение cоболевского типа, относительно спектрально ограничен-

ный оператор, модель колебания термоупругой пластины. 
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ON AN EQUATION OF SOBOLEV TYPE OF THIRD ORDER 

We consider a mathematical model of thermoelastic plate vibrations under certain assumptions. 

The model is based on the nonclassical high-order equation of the mathematical physics, in addition, 

the equation is an equation of the Sobolev type. As is known, a Cauchy problem for the equation of 

Sobolev type is not solvable for arbitrary initial values. In this paper we consider the Showalter–Sidorov 

problem, which is solvable for arbitrary initial values and is more suitable for a Sobolev type equation. In 

appropriately chosen functional spaces, the considered mathematical model can be reduced to an ab-

stract Sobolev type equation of the third order with relatively (n, p)-sectorial operator on the right-hand 

side. The main research approach is the method to construct resolving semigroups. 

Keywords: Sobolev type equation, relatively spectral-bounded operator, mathematical model of 

thermoelastic plate vibrations. 

Введение 

В наше время методы математического моделирования широко 

применяются в исследованиях динамического поведения пластин. Они 

играют важную роль в современном строительстве различных зданий, 

автомобильных дорог, мостов. Вместе с тем элементы некоторых кон-

струкций, таких как двигатели машин, самолетов, ракет, элементы раз-
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личных ядерных и атомных станций, в процессе эксплуатации подвер-

гаются различным воздействиям температуры. При проектировании 

такого рода конструкций их динамическое поведение описывается тео-

рией термоупругости. Результаты о доказательстве существования 

единственного решения являются основой для дальнейшего исследо-

вания задач управления. В дальнейшем для рассмотрения модели ко-

лебаний термоупругой пластины будем рассматривать уравнение вида 

  2 3 22 , ,              ttt t ttt tt ttu u u k u k u k u f x y t . (1) 

Функция u характеризует отклонение пластины от положения по-

коя. Коэффициенты k и   – положительные, характеризующие свойства 

материала термоупругой пластины; f(x, y, t) – это внешнее воздействие. 

Под термоупругостью понимается тепловое расширение, полностью 

обратимое или термически упругое, т.е. эффекты деформации при на-

гревании и охлаждении по абсолютной величине равны. 

1. Постановка задачи 

Будем рассматривать уравнение, моделирующее колебание тер-

моупругой пластины [1]: 

  2 3 22 , ,              ttt t ttt tt ttu u u k u k u k u f x y t . (2) 

Если предположить, что в процессе нагревания пластина не подвер-

жена диффузии или диффузия незначительно влияет на физические свой-

ства и процесс колебания, то параметр k можно положить равным нулю.  

Таким образом, уравнение (2) упрощается до уравнения вида 

   2 2   ttt tu u .   (3) 

Дополним уравнение (3) краевыми условиями Бенара [2] 

      , , , , 0, , ,    u x y t u x y t x y t D R  (4) 

и начальными условиями 

    ( ) , ,0 , , 0,1, 2 m

mu x y u x y m . (5) 

Проинтегрировав уравнение (3) с учетом начальных условий (5), 

получим 

   2 2    tt tu u f .   (6) 
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      , , , , 0, , ,    u x y t u x y t x y t D R , (7) 

    ( ) , ,0 , , 0,1 m

mu x y u x y m .   (8) 

Здесь 2D R  – ограниченная область с достаточно гладкой границей 

  2 2

2 0, .     D f u u  

2. Задача Шоуолтера–Сидорова для уравнения  

математической модели колебаний термоупругой пластины 

Рассмотрим задачу Коши 

  ( )

0
lim , 0,1, . . . , 1
 

  m

m
t

u t u m n   (9) 

для уравнения 

 ( )  nLu Mu f .   (10) 

Уравнение (10) редуцируется к системе 

 0( ) 0 1 0

0

  nHu u M f ,   (11) 

для уравнения 

 1( ) 1 1 0

1

 nu Su L f .   (12) 

Рассмотрим задачу Шоуолтера–Сидорова 

      1 0
0 0

lim 0, lim 0
   

   
t t

P u t u P u t u   (13) 

для уравнения соболевского типа [3] 

  Lu Mu f ,   (14) 

Теорема 1. Для любой вектор-функции f, такой что 
0 2 0((0, ); ) f C Т  и 1 1((0, ); ), f C T  и произвольных начальных зна-

чениях u0, u1  существует единственное решение uC
2
((0, );  ) за-

дачи (13) для уравнения (14), которое к тому же имеет вид  

       
1

01 1 1

1 1 0

0 00


  



 

   
t pn

nqt t s q

m m n

m q

u t U u U L f s ds H M f t . 

Доказательство. Доказательство основано на подстановке реше-

ния в уравнение и начальные условия. 
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Математическую модель (6)–(8) редуцируем к задаче (9), (10). 

Для этого введем пространства [4, 5] 

         2

2 : , , 0 ,      mu W D u x y u x y x y D , 

 2 mW D  

и зададим операторы [6] 

2 2,    L M . 

В силу предыдущей теоремы справедлива теорема 2. 

Теорема 2. Пусть 0 2 0((0, ); ) f C Т  и 1 1((0, ); ), f C T  λ,  R  

(  ≠ 0). Тогда существует единственное решение задачи (6)–(8). 
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