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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ 

СТОХАСТИЧЕСКИМИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ 

УРАВНЕНИЯМИ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 

Исследуется задача оптимального управления нелинейными стохастическими система-
ми, поведение которых задается стохастическим дифференциальным уравнением Ито с запаз-
дывающим аргументом. Критерием оптимальности является терминальный функционал матема-
тического ожидания. При помощи первой и второй вариаций (в классическом смысле) функцио-
нала качества установлено необходимое условие оптимальности первого и второго порядков.  
В частном случае из установленного необходимого условия оптимальности второго порядка по-
лучены стохастический аналог условия Лежандра–Клебша, а также ряд других конструктивно 
проверяемых необходимых условий оптимальности. Рассмотрен случай вырождения условия 
Лежандра–Клебша, и получены различные необходимые условия оптимальности для особых  
в классическом смысле управлений. 
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SECOND ORDER NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS  

FOR CONTROLS PROBLEM OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL 

EQUATIONS WITH DELAY ARGUMENT 

The problem optimal controls of nonlinear stochastic systems such that behavior is given by Ito 
stochastic differential equations with delay argument. The optimality criterion is the expectation of termi-
nal functional. With the first and second variation (the classical sense) of quality functional necessary 
optimality conditions first and second orders are obtained. In particular case from establishment second
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order necessary condition stochastic analog of Legendre–Clebsch and other series constructively test-
able results received. The end considered the degeneration case of the Legendre–Clebsch condition 
and different necessary optimality conditions for singular, the classical sense control obtained. 

Keywords: stochastic control problem, optimal control, first and second order variation of qual-
ity functional, necessary condition for optimality, stochastic analogue of the Euler equations, stochastic 
analog of the Legendre–Clebsch condition, the classic sense singular control. 

Введение 

Известно, что стохастические дифференциальные уравнения  
с запаздывающим аргументом возникают во многих областях техники, 
биологии, экономики, физики (см., например, [1–5]). В связи с этим 
появляется необходимость исследования задач управления, описывае-
мых стохастическими дифференциальными уравнениями с запазды-
вающим аргументом. 

 В теории оптимального стохастического управления при описа-
нии стохастической управляемой модели широко используются сто-
хастические дифференциальные уравнения Ито [6, 7]. 

 Ранее в работах [8–11] получены различные необходимые усло-
вия оптимальности для задач управления, описываемые стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями Ито с запаздывающим аргу-
ментом. Подобные задачи исследованы для случая детерминированных 
обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздываниями в ра-
ботах [12–16] и др. 

В настоящей статье при помощи стохастического аналога проце-
дуры, описанной в работах К.Б. Мансимова (см., например, [13, 14]), 
получено необходимое условие оптимальности первого порядка (урав-
нение Эйлера) [17, 18]. Далее в силу неотрицательности второй вариа-
ции критерия качества вдоль оптимального процесса установлен ряд 
легко реализованных необходимых условий оптимальности второго 
порядка, в том числе аналог условия Лежандра–Клебша [18, 19]. Кроме 
этого, получены многоточечные необходимые условия оптимальности 
для особого в классическом смысле управления [18, 20]. 

1. Постановка задачи 

Пусть ( ), ,F PΩ  – полное вероятностное пространство с опреде-

ленным на нем неубывающим потоком σ-алгебры ,tF  где 

( )0( ), ,tF w s t s t= σ ≤ ≤  а ( )w t  – n-мерный стандартный винеровский 
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процесс. ( )2
0 1, ; n

FL t t R  − пространство измеримых по ( ),t ω  и tF  согласо-

ванных процессов ( ) [ ]0 1, : , : ,nx t t t Rω Ω→  для которых 
1

0

2( )
t

t
E x t dt <∫  

.< +∞  ( )2
0 1, ; n

FL C t t R  – пространство функций ( )2
0 1( ) , ; n

Fx t L t t R∈  с поч-

ти наверное (п.н.) непрерывными траекториями. 
Здесь и в дальнейшем E – математическое ожидание. 
Предположим, что закон управляемого движения на фиксирован-

ном отрезке времени [ ]0 1,T t t=  описывается следующей системой сто-

хастических дифференциальных уравнений с запаздыванием 

 ( )( ) ( )( 0 1( ) , ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( ) ( ), ( , ]dx t f t x t x h t u t dt t x t x h t dw t t t t= +σ ∈   (1) 

с начальным условием 

 ( ) ( ),x t t= Φ   ( )
0 0 0, .tt E h t t ∈ =     (2) 

Здесь ( )2
0 1( ) , ; n

Fx t L t t R∈  – фазовый вектор; ( , , , )f t x y u  – заданная 

n-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных 
вместе с частными производными по ( , , )x y u  до второго порядка 

включительно, где ( )( ) ( ) ;y t x h t=  ( , , ) : n n n nt x y T R R R ×σ × × →  – 

( )-мернаяn n×  матричная функция, непрерывная по совокупности пе-
ременных вместе с частными производными по ( , )x y  до второго по-

рядка включительно; ( )h t t<  – непрерывно дифференцируемая ска-

лярная функция, причем 
( )

0;
dh t

dt
>   ( )tΦ  – заданная непрерывная на-

чальная вектор-функция; моменты 0t  и 1t  заданы; 

 ( ) ( ){ }2
0 1( ,.) (.,.) , ; / ,. , п.н. ,r r

d Fu t U u L t t R u t U R∈ ≡ ∈ ∈ ⊂  (3)  

где U – заданное непустое, ограниченное и открытое множество, а Ud – 
множество допустимых управлений. 

В дальнейших рассуждениях будем предполагать, что каждому 
допустимому управлению ( ),u t  t T∈  соответствует единственное ре-

шение ( )2
0 1( ) , ; n

Fx t L C t t R∈  системы (1)–(2). 
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Целью управления является минимизация критерия качества  

 ( )( ){ }1( ) ,S u E x t= ϕ   (4) 

где ( )xϕ  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая скалярная 

функция. 
Допустимое управление ( ),u t  доставляющее минимум функцио-

налу (4) при ограничениях (1)–(3), назовем оптимальным управлением, 

а соответствующий процесс ( )( ), ( )u t x t  – оптимальным процессом. 

 Основной целью данной работы является вывод конструктивно 
проверяемых условий оптимальности второго порядка в рассматри-
ваемой задаче. 

2. Первая и вторая вариации критерия качества 

Пусть ( )( ), ( )u t x t  – фиксированный, а ( ( ) ( ) ( ),u t u t u t= + ∆  ( )x t =  

)( ) ( )x t x t= + ∆  – произвольный допустимый процесс. Тогда ясно, что 

приращение траектории ( )x t∆  будет удовлетворять системе 

[ ] ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) , ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( )d x t d x t x t f t x t y t u t f t x t y t u t dt∆ = − = − +   

 ( ) ( )( ) ]0 1, ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ), ( , ,t x t y t t x t y t dw t t t t+ σ −σ ∈  (5) 

 
0

( ) 0, .tx t t E∆ = ∈   (6) 

На основании формулы Тейлора приращение критерия качест-
ва (4) на этих управлениях будет в следующей форме: 

( )( ) ( )S u S u S u∆ = − =  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 1 1 1 1 1

1
.

2x xxE x t x t x t x t x t o x t
 ′ ′= ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ + ∆ 
 

  (7) 

Пусть ( )2
0 1( ) , ; n

Ft L t t Rψ ∈   – случайный процесс, стохастический 

дифференциал которого имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ).d t t dt t dw tψ = α +β  
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Здесь ( )tα  – n-мерная измеримая и ограниченная функция, 

( )2
0 1( ) , ; .n n

Ft L t t R ×β ∈  Тогда с помощью формулы Ито [6, 7] получим 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d t x t d t x t t d x t′ ′ ′ψ ∆ = ψ ∆ +ψ ∆ +  

( ) ( )( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ) ( )t t x t y t t x t y t dt d t x t′+ β σ −σ = ψ ∆ +    

( ) ( )( )( ) , ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( )t f t x t y t u t f t x t y t u t dt′+ ψ − +  

( ( ) ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ) ( )t x t y t t x t y t dw t+ σ −σ +  

 ( ) ( )( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) .t t x t y t t x t y t dt+ β σ −σ     (8) 

С целью упрощения записи формул введем стохастический га-
мильтониан и ряд обозначений: 

[ ] ( )( , , , , ) ( , , , ), , ( ), ( ), ( ), ( ) ,x xH t x y u f t x y u H t H t x t y t u t t′ψ = ψ = ψ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ), ( ), ( ) ,y y u uH t H t x t y t u t t H t H t x t y t u t t= ψ = ψ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ), ( ), ( ) ,xx xx xy xyH t H t x t y t u t t H t H t x t y t u t t= ψ = ψ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ), ( ), ( ) ,yx yx ux uxH t H t x t y t u t t H t H t x t y t u t t= ψ = ψ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ), ( ), ( ) ,uy uy uu uuH t H t x t y t u t t H t H t x t y t u t t= ψ = ψ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ), ( ) ,x x y yf t f t x t y t u t f t f t x t y t u t= =  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ) ,u u x xf t f t x t y t u t t t x t y t= σ = σ  

[ ] ( ) [ ] ( ), ( ), ( ) , , ( ), ( ) .y y xx xxt t x t y t t t x t y tσ = σ σ = σ  

Учитывая введенные обозначения, формулу (8) перепишем в виде  

( )( ) ( ) ( ) ( )d t x t d t x t′ ′ψ ∆ = ψ ∆ +  

( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ), ( )H t x t u t y t t H t x t y t u t t dt+ ψ − ψ +    

( ) ( )( )( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) ( )t t x t y t t x t y t dw t′+ ψ σ −σ +  

 ( ) ( )( )( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) .t t x t y t t x t y t dt+ β σ −σ   (9) 
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С учетом (6), (9) выражение (7) принимает следующий вид: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) }

1

0

1

0

1

0

1 1 1 1 1

2
1 1 1 1

1
( )

2

( ) ( )

, ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ), ( )

( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) .

x xx

t

t

t

t

t

t

S u E x t x t x t x t x t

o x t t x t d t x t

H t x t y t u t t H t x t y t u t t dt

t t x t y t t x t y t dt

 ′ ′∆ = ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ +


′ ′+ ∆ +ψ ∆ − ψ ∆ −

− ψ − ψ −

− β σ −σ

∫

∫

∫

 

Далее, используя формулу Тейлора, получим 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1

1
( )

2x xxS u E x t x t x t x t x t t x t
 ′ ′ ′∆ = ϕ ∆ + ∆ ϕ ∆ +ψ ∆ −


 

[ ] [ ]1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t t

x yt t t
d t x t H t x t dt H t y t dt′ ′ ′− ψ ∆ − ∆ − ∆ −∫ ∫ ∫  

[ ] [ ] [ ]1 1 1

0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

t t t

u xx xyt t t
H t u t dt x t H t x t dt x t H t y t dt′ ′ ′− ∆ − ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫ ∫  

[ ] [ ]1 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t

yx yyt t
y t H t x t dt y t H t y t dt′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  

[ ] [ ]1 1

0 0
( ) ( ) 2 ( ) ( )

t t

uu uxt t
u t H t u t dt u t H t x t dt′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +∫ ∫  

[ ] [ ]1 1

0 0
2 ( ) ( ) ( ) ( )

t t

uy xt t
u t H t y t dt t t x t dt′ ′+ ∆ ∆ − β σ ∆ −∫ ∫  

[ ] [ ]1 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

t t

y xxt t
t t y t dt x t t t x t dt′ ′− β σ ∆ − ∆ β σ ∆ −∫ ∫  

[ ] [ ]1 1

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

t t

yy xyt t
y t t t y t dt x t t t y t dt′ ′− ∆ β σ ∆ − ∆ β σ ∆ −∫ ∫  

 [ ]1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ),

2

t

yxt
y t t t x t dt u

′− ∆ β σ ∆ +η ∆
∫  (10) 

где по определению  

( )( ){ [ ]( )1

0

22
1 1 2( ) ( ) ( ) ( )

t

t
u E o x t o x t y t u tη ∆ = ∆ − ∆ + ∆ + ∆ −∫  

 [ ]( ) }1

2

2
3( ) ( ) ( ) .

t

t
t o x t y t dt− β ∆ + ∆∫   (11) 
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Здесь по определению величины 2 (.)o  и 3(.)o  находятся соответ-
ственно из разложений 

( ) ( ) [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

, ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ), ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( )

x

y u xx xy

yx ux

uy uu

H t x t y t u t t H t x t y t u t t H t x t

H t y t H t u t x t H t x t x t H t y t

y t H t x t u t H t x t

u t H t y t u t H t u t

o x t y t

′ψ − ψ = ∆ +

′ ′ ′ ′+ ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ +

′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +

′ ′+ ∆ ∆ + ∆ ∆ +

+ ∆ + ∆[ ]( )2
( ) ,u t+ ∆

 

( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]( )2
3

, , ( ), ( ) , , ( ), ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

x y

xx xy

yx

t x t y t t x t y t t x t t y t

x t t x t x t t y t

y t t x t o x t y t

′ ′σ −σ = σ ∆ +σ ∆ +

′ ′+ ∆ σ ∆ + ∆ σ ∆ +

′+ ∆ σ ∆ + ∆ + ∆

 

Предположим, что случайные процессы ( )( ), ( )t tψ β ∈  

( ) ( )2 2
0 1 0 1, ; , ;n n n

F FL t t R L t t R ×∈ ×   являются решением следующей систе-

мы стохастических дифференциальных уравнений: 

 

[ ] [ ] ( ) [ ]( )
( ))

[ ] [ ] ( ) )
( ) ( )( )

0 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), , ,

( ) ( ) ( ) ( ), , ,

,

x y y

x x

x

d t H t H r t r t r t r t dt

t dw t t t h t

d t H t t t dt t dw t t h t t

t x t

  ψ = − + +β σ + 
 + β ∈ 

  ψ = − +β σ +β ∈  
ψ = −ϕ

  (12) 

где ( )r t  – функция, обратная к ( ).h t   

Уравнение (12) назовем стохастической сопряженной системой  
к рассматриваемой задаче. 

Отсюда, принимая во внимание систему (12), приращение функ-
ционала качества (10), соответствующее управлениям ( )u t  и ( ),u t   

с помощью простых преобразований может быть представлено в виде 
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[ ]{ [ ( ) ( )( ) ( )

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1 1 1

1
( ) ( )

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( )

t

u xxt

t

xx xxt

t

xy xyt

t

yx yxt

t

yy yy ut

S u E H t u t dt x t x t x t

x t H t t t x t dt

x t H t t t y t dt

y t H t t t x t dt

y t H t t t y t dt u t H

′ ′∆ = − ∆ + ∆ ϕ ∆ −

′  − ∆ +β σ ∆ − 

′  − ∆ +β σ ∆ − 

′  − ∆ +β σ ∆ − 

′ ′ − ∆ +β σ ∆ − ∆ 

∫

∫

∫

∫

∫ [ ]1

0
( )

t

xt
t x t dt∆ −∫

 

 [ ] [ ] }1 1

0 0
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

t t

uy uut t
u t H t y t dt u t H t u t dt u′ ′− ∆ ∆ − ∆ ∆ +η ∆∫ ∫   (13) 

В силу открытости области управления U специальное прираще-
ние допустимого управления ( )u t  можно определить по формуле 

 ( ) ( ), ,u t u t t Tε∆ = εδ ∈   (14) 

где ε – достаточное малое по абсолютной величине число; 

( )2
0 1( ) , ; r

Fu t L t t Rδ ∈  – произвольная вектор-функция (вариация управ-

ления). 
Обозначим через ( )x tε∆  специальное приращение траектории 

( ), ,x t t T∈  отвечающее приращению (14) допустимого управления 

( ), .u t t T∈  Из выражения (5), используя формулу Тейлора, по схеме, 
приведенной, например, в работах [15, 18], получаем справедливость 
утверждения. 

 Лемма 1. Для специального приращения ( )x tε∆  траектории ( )x t  

системы (1)–(2) имеет место следующее разложение: 

 ( ) ( ) ( ; ),x t x t o tε∆ = εδ + ε   (15) 

где ( )2
0 1( ) , ; n

Fx t L t t Rδ ∈  (вариация траектории) является решением за-

дачи 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]( ) ]0 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ( , ,

x y u

x y

d x t f t x t f t y t f t u t dt

t x t t y t dw t t t t

′ ′ ′ δ = δ + δ + δ + 
′ ′+ σ δ + σ δ ∈

  

 
0

( ) 0, .tx t t Eδ = ∈  (16) 
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Стохастические дифференциальные уравнения (16) назовем ана-
логом уравнения в вариациях [17] для рассматриваемой задачи. 

В дальнейшем нам понадобится еще одна лемма. 
Лемма 2. Решение уравнения (16) можно представить в виде 

 
0

( ) ( , ) ( ) ,
t

t
x t R t s u s dsδ = δ∫   (17) 

где по определению 

[ ]( , ) ( , ) .uR t s Q t s f s=  

Здесь фундаментальная матрица ( , )Q t s  является решением одно-

родного уравнения: 

[ ] [ ] ( )( )( , ) ( , ) ( ),x ydQ t s f t Q t s f t Q h t s dt′ ′= + +   

 [ ] [ ] ( )( )( , ) ( ), ( ),x yt Q t s t Q h t s dw t′ ′+ σ + σ  (18) 

( , ) ,Q t t I=   

где I – единичная матрица, 
( , ) 0, .Q t s s t= >  

Замечание. Формула (17) представляет собой стохастический 
аналог известной формулы Коши из работы [21] для уравнения (16).  

Отметим, что представление (17) в случае ( ) ( )h t t t= − γ  приведе-
но в работе [22]. 

Подставляя в уравнение (16) выражение (17) для ( )x tδ  и учиты-

вая уравнение (18), после несложных преобразований можно убедиться 
в справедливости леммы 2. 

Учитывая выражения (11), (14) и (15) в формуле приращения 
(13), следуя обычной схеме [18, 19], можно доказать, что первая и вто-
рая (в классическом смысле) вариации функционала качества соответ-
ственно имеют вид 

 ( ) [ ]1

0

1 ; ( ) ,
t

ut
S u u E H t u t dt′δ δ = − δ∫   (19) 

( ) ( ) ( )( ) ( )(2
1 1 1; xxS u u E x t x t x t′δ δ = δ ϕ δ −  

[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

xx xxt
x t H t t t x t dt′  − δ +β σ δ − ∫  
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[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

xy xyt
x t H t t t y t dt′  − δ +β σ δ − ∫  

[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

yx yxt
y t H t t t x t dt′  − δ +β σ δ − ∫  

[ ] [ ] [ ]1 1

0 0
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

t t

yy yy uxt t
y t H t t t y t dt u t H t x t dt′ ′ − δ +β σ δ − δ δ − ∫ ∫  

 [ ] [ ] )1 1

0 0
2 ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t

uy uut t
u t H t y t dt u t H t u t dt′ ′− δ δ − δ δ∫ ∫  (20) 

 

3. Необходимые условия оптимальности 

Пусть ( )( ), ( )u t x t  – оптимальный процесс. Тогда для всех 

( )2
0 1( ) , ; ,r

Fu t L t t Rδ ∈  согласно результатам вариационного исчисления 

(см., например, [17–19]), первая вариация функционала (4) равняется 
нулю, а вторая − неотрицательна, т.е. 

( )1 , 0,S u uδ δ =  

( )2 , 0.S u uδ δ ≥  

Таким образом, вдоль оптимального процесса ( )( ), ( )u t x t  для 

всех ( )2
0 1( ) , ; ,r

Fu t L t t Rδ ∈  

 [ ]1

0
( ) 0,

t

ut
E H t u t′ δ =∫   (21) 

( ) ( )( )( ( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1

0

1

0

1

0

1 1

0 0

1 1 1 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

t

xx xx xxt

t

xy xyt

t

yx yxt

t t

yy yy uxt t

E x t x t x t x t H t t t x t dt

x t H t t t y t dt

y t H t t t x t dt

y t H t t t y t dt u t H t x t dt

′ ′  δ ϕ δ − δ +β σ δ − 

′  − δ +β σ δ − 

′  − δ +β σ δ − 

′ ′ − δ +β σ δ − δ δ − 

∫

∫

∫

∫ ∫

 

 [ ] [ ] )1 1

0 0
2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

t t

uy uut t
u t H t y t dt u t H t u t dt′ ′− δ δ − δ δ ≥∫ ∫   (22) 
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Из выражения (22) по схеме, приведенной, например, в работах 

[18, 19], получаем, что вдоль оптимального процесса ( )( ), ( )u t x t  соот-
ношение  

 [ ] 0uEH θ =   (23) 

выполняется при почти всех 0 1[ , ).t tθ∈  

Здесь и в дальнейшем 0 1[ , )t tθ∈  – произвольная точка Лебега 
(правильная точка [23]) управления ( ).u t   

Сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы. 
Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ( )u t   

в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы почти для всех 0 1[ , )t tθ∈  выполня-

лось равенство (23). 
Условие оптимальности (23) является стохастическим аналогом 

уравнения Эйлера для рассматриваемой задачи и представляет собой 
необходимое условие оптимальности первого порядка.  

Допустимое управление ( ),u t  удовлетворяющее уравнению Эй-

лера (23), следуя, например, работе [18], назовем классической экстре-
малью в задаче (1)–(4). 

Следовательно, справедлива следующая теорема.  
Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали 

( ),u t t T∈  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (22) выпол-

нялось для всех ( )2
0 1( ) , ; .r

Fu t L t t Rδ ∈   

Как видно, неравенство (22) есть неявное необходимое условие 
оптимальности второго порядка, но, используя неравенство (22), мож-
но получить конструктивно проверяемые необходимые условия опти-
мальности второго порядка. 

Представление (17) позволяет доказать по схеме, приведенной  
в работе [13], следующие тождества: 

( ) ( )( ) ( )1 1 1xxx t x t x t′δ ϕ δ =   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1

0 0
1 1 1( ) , , ;

t t

xxt t
u s R t s x t R t u dsd′= δ ϕ ξ δ ξ ξ∫ ∫  (24) 

[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

xx xxt
x t H t t t x t dt′  δ +β σ δ = ∫  
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[ ] [ ] ( )1 1 1

0 0 max( , )
( ) ( , ) ( ) , ( ) ;

t t t

xx xxt t s
u s R t s H t t t R t dt u d ds

ξ
 ′  = δ +β σ ξ δ ξ ξ   ∫ ∫ ∫       (25) 

[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

xy xyt
x t H t t t y t dt′  δ +β σ δ = ∫  

[ ] [ ] ( )1 1 1

0 0 max( , )
( ) ( , ) ( ) ( ),

t t t

xy xyt t s
u s R t s H t t t R h t dt

ξ
 ′  = δ +β σ ξ ×   ∫ ∫ ∫  

 ( ) ;u d ds× δ ξ ξ  (26) 

[ ] [ ]1

0
( ) ( ) ( )

t

yx yxt
y t H t t t x t dt′  δ +β σ δ = ∫  

( ) [ ] [ ] ( )1 1 1

0 0 max( , )
( ) ( ), ( ) ,

t t t

yx yxt t s
u R h t s H t t t R t dt

ξ
 ′  = δ τ +β σ ξ ×   ∫ ∫ ∫  

 ( ) ;u d ds× δ ξ ξ  (27) 

[ ] [ ]1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t t

yy yyt t t
y t H t t t y t u s′  ∆ +β σ ∆ = δ × ∫ ∫ ∫  

 ( ) [ ] [ ] ( )1

max( , )
( ), ( ) ( ), ( ) ;

t

yy yys
R h t s H t t t R h t dt u dsd

ξ
  × +β σ ξ δ ξ ξ   ∫   (28) 

 [ ] [ ] ( )1 1 1

0 0
( ) ( ) ( ) , ) ( ) ,

t t t

ux uxt t t
u t H t x t dt u s H s R s t ds u t dt ′ ′δ δ = δ δ  ∫ ∫ ∫   (29) 

 [ ] [ ] ( )1 1 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) .

t t t

uy uyt t t
u t H t y t dt u s H R h s t ds u t dt ′ ′δ δ = δ τ δ  ∫ ∫ ∫   (30) 

Полагая, что 

( ) ( ) ( )( ) ( )

[ ] [ ] ( )( )

[ ] [ ] ( )
( ) [ ] [ ] ( )

1

1 1 1

max ,

, , ,

( , ) ( ) ,

( , ) ( ) ( ),

( ), ( ) ,

xx

t

xx xxs

xy xy

yx yx

K s R t s x t R t

R t s H t t t R t

R t s H t t t R h t

R h t s H t t t R t

ξ

ξ = − ϕ ξ +

  + +β σ ξ + 

 + +β σ ξ + 
 + +β σ ξ + 

∫
  

 ( ) [ ] [ ] ( )( ), ( ) ( ),yy yyR h t s H t t t R h t dt + +β σ ξ    (31) 

и учитывая тождества (24)–(31) в (22), получаем неравенство вида 

( ){ ( ) [ ]1 1 1

0 0 0
( ) , ( ) ( )

t t t

uut t t
E u K s u dsd u t H t u t dt′ ′δ τ ξ δ ξ ξ + δ δ +∫ ∫ ∫  

 ( )( ) }1 1

0
2 ( ) [ ] ( , ) [ ] ( ), ( ) 0.

t t

ux uyt t
u s H s R s t H s R h s t ds u t dt ′δ + δ ≤  ∫ ∫   (32) 
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Теорема 3 (необходимое условие оптимальности второго поряд-
ка). Для оптимальности классической экстремали ( ),u t t T∈  в задаче 
(1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (32) выполнялось для всех 

( )2
0 1( ) , ; .r

Fu t L t t Rδ ∈    

Отметим, что детерминированный аналог матричной функции 

( ),K s ξ  впервые введен в работах К.Б. Мансимова (см., например,  

[13, 14]). 
Ясно, что условие оптимальности (32) является общим инте-

гральным необходимым условием оптимальности для классической 
экстремали. Однако, используя различные специальные вариации 
управления, из него можно получить ряд более легкопроверяемых не-
обходимых условий оптимальности, в частности стохастический ана-
лог условия Лежандра–Клебша для рассматриваемой задачи.  

Теорема 4 (стохастический аналог условия Лежандра–Клебша). 
Для оптимальности классической экстремали ( ),u t t T∈  в задаче (1)–(4) 

необходимо, чтобы неравенство  

 [ ] 0uuEu H u′ θ ≤   (33) 

выполнялось для почти всех 0 1[ , )t tθ∈  и .ru R∀ ∈   

Для доказательства неравенства (33) достаточно в формуле (32) 
( )u tδ  определить по формуле 

 
0

1

0, [ , ),

( ) , [ , ),

0, [ , ],

t t

u t t

t t
µ

∈ θ
δ = ν ∈ θ θ+µ
 ∈ θ+µ

  (34) 

где 0 1, [ , ),U t tν∈ θ∈  а 0µ >  – достаточно малое число.  

Теорема 5. Для оптимальности классической экстремали 
( ),u t t T∈  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

{ ( ) [ ]

( )( ) }
1 1 1

0 0 0

1 1

0

,

2 [ ] ( , ) [ ] ( ), 0

t t t

uut t t

t t

ux uyt t

E K s dsd H t dt

H s R s t H s R h s t ds dt

′ν ξ ξ + +

 + + ν ≤  

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

для всех .rRν∈  
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Отметим, что также не исключена возможность вырождения ана-
лога условия Лежандра–Клебша, т.е. его выполнение тривиальным об-
разом. 

Определение [18]. Если вдоль классической экстремали ( ),u t t T∈   

[ ] 0uuE H′ν θ ν =  

выполняются при почти всех 0 1[ , )t tθ∈  ,rR∀ν∈  то ( )u t  назовем осо-

бым в классическом смысле управлением. 
Необходимое условие оптимальности (32) позволяет получить 

также необходимые условия оптимальности особых в классическом 
смысле управлений. 

Из теоремы 5 следует следующая теорема. 
Теорема 6. Для оптимальности особого в классическом смысле 

управления ( ),u t t T∈  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство 

{ ( )1 1

0 0
,

t t

t t
E K s dsd′ν ξ ξ +∫ ∫  

 ( ) ( ) }1 1

0
2 [ ] ( , ) [ ] ( ), 0

t t

ux uyt t
H s R s t H s R h s t ds dt + + ν ≤  ∫ ∫   (35) 

выполнялось для всех .rRν∈  
Неравенство (35) является интегральным необходимым условием 

оптимальности для особых в классическом смысле управлений. 
Перейдем к получению поточечных необходимых условий опти-

мальности для особых в классическом смысле управлений. 
С этой целью специальную вариацию управления определим по 

формуле 

 ( )
1

( ) , ; , , .
m

i i i
i

u t u t lε
=

δ = δ ε θ ν∑   (36) 

Здесь m – произвольное натуральное число; ε > 0 – достаточно 

малое число, 0,il ≥  ,i Uν ∈  0 1[ , ),i t tθ ∈  1,i m=  – точка Лебега управле-

ния ( ),u t  причем 0 1 2 1... ,mt t≤ θ ≤ θ ≤ ≤ θ <  а ( ), ; , ,i i iu t lδ ε θ ν  определя-

ется по формуле 

 ( )
)
)

, , ,
, ; , ,

0, / , .

i i i i

i i i

i i i

t l
u t l

t T l

 ν ∈ θ θ + ε δ ε θ ν = 
∈ θ θ + ε 

  (37) 
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Суммирование специальных вариаций (37) понимается в обыч-
ном смысле [24, 25]. 

Принимая во внимание формулу (37) в выражении (35), прихо-
дим к теореме 7. 

Теорема 7. Для оптимальности особого в классическом смысле 
управления ( ),u t t T∈  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы для любого 

натурального числа m неравенство 

( ) [ ] ( )
1

1 1 1 1

, 2 ,
m m m i

i j i i j j i i ux i i i j i j j
i j i j

E l l K l H l l R
−

= = = =

   ′ ′ν θ θ ν + ν θ ν + θ θ ν + 
   

∑∑ ∑ ∑  

 [ ] ( )( )
1

1 1

2 , 0
jm

i uy i j i j j
i i

l H l R h
−

= =

′+ ν θ θ θ ν ≤


∑ ∑   (38) 

выполнялось почти для всех 0 1[ , ),i t tθ ∈  1, ,i m=  ( 0 1 2 ...t ≤ θ ≤ θ ≤ ≤  

)1 .m t≤ θ <    

Из неравенства (38) можно получить ряд более легкопроверяе-
мых необходимых условий оптимальности особых в классическом 
смысле управлений. Например, полагая, что в формуле (38) m = 1, при-
ходим к следствию. 

Следствие. Для оптимальности особого в классическом смысле 
управления ( )u t  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство 

[ ]( , ) [ ] 0uxE K Hν θ θ + θ ν ≤  

выполнялось для почти всех 0 1[ , )t tθ∈  и .rR∀ν∈  

Заключение 

С применением стохастического аналога метода приращений вы-
числены первая и вторая вариации функционала качества в задаче сто-
хастического оптимального управления системой с переменным запаз-
дыванием. С их помощью сформулированы и доказаны необходимые 
условия оптимальности первого и второго порядков, в том числе мно-
готочечные необходимые условия оптимальности для особых в клас-
сическом смысле управлений. Полученные результаты являются но-
выми и носят теоретический характер. Они могут быть эффективно 
применены в конкретных задачах стохастического управления, описы-
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ваемых системой стохастических дифференциальных уравнений с за-
паздывающим аргументом. 
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