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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РИТЦА–ТИМОШЕНКО  

ДЛЯ РАСЧЕТА КРУГЛЫХ ГИБКИХ ПЛАСТИН 

Представлена методика расчета круглых гибких пластин, основанная на вариационном 
(энергетическом) подходе, в частности на принципе Лагранжа, и методе Ритца–Тимошенко. 
Предлагаемая методика позволяет более объективно оценить напряженное состояние гибких 
пластин, являющихся промежуточными в классификации по условиям нагружения между жест-
кими и абсолютно гибкими пластинами (мембранами). Описано практическое применение мето-
дики на примере анализа напряженно-деформированного состояния круглой пластины, защем-
ленной по контуру и находящейся под действием равномерно распределенной по поверхности 
нагрузки. Предложенная методика может быть применена в технологических задачах обработки 
металлов давлением. 
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APPLICATION OF THE METHOD OF RITZ–TIMOSHENKO  

FOR CALCULATE A ROUND FLEXIBLE PLATES 

The technique of calculating a round flexible plates, based on a variation (energy) approach, in 
particular, the Lagrange principle and method of Ritz–Timoshenko. The offered methodology allows 
more objectively to estimate the tense state of flexible plates being intermediate in classification on the 
terms of gladdening between hard and absolutely flexible plates (by membranes). The practical applica-
tion of the methodology described on the example of the analysis of the stress-strain state of a round 
plate, which freely supported on the perimeter and under the action of uniformly distributed over the sur-
face of the load. An offer methodology can be applied in the technological tasks of treatment of metals 
pressure. 
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В современной технике широкое применение находят гибкие 

пластины, к которым относятся пластины с прогибами, превышающи-
ми 1/4–

1/5 доли от размера ее толщины [1]. Существующие теории рас-
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чета пластин при изгибе относятся, как правило, к линейной теории 
жестких пластин, прогибы которых при наличии поперечной нагрузки 
не превышают указанных выше значений.  

В отличие от жестких, для гибких пластин характерна нели-
нейная зависимость между нагрузкой и возникающими прогибами.  
При этом наряду с изгибными напряжениями в гибкой пластине дейст-
вуют мембранные (цепные) усилия и напряжения, равномерно распре-
деленные по толщине пластины. 

Задачи прочности гибких пластин требуют интегрирования диф-
ференциальных уравнений в частных производных с функциональны-
ми коэффициентами [2–4], что является весьма затруднительным.  
В связи с этим для решения практических задач прочности гибких пла-
стин актуальным является применение энергетического подхода и ва-
риационного метода Ритца, позволяющего решать задачу без интегри-
рования дифференциальных уравнений [3, 4]. Применительно к расче-
ту пластин метод Ритца предложен С.П. Тимошенко [1]. 

В соответствии с методом Ритца–Тимошенко определяется пол-
ная энергия системы:  

 Э ,U V= +  (1) 

где U – потенциальная энергия деформации пластины; V – потенциал 
нагрузки, равный работе внешних сил, взятой с обратным знаком, 

.HV A= −  

В данной работе использован метод Ритца–Тимошенко для рас-
чета гибких круглых пластин при симметричном нагружении относи-
тельно оси пластины. При этом потенциальная энергия деформации 
гибкой пластины равна  

 U = UM +UN, (2) 

где UM – потенциальная энергия изгиба пластины; UN – потенциальная 
энергия мембранных сил.  

Потенциальная энергия деформации изгиба круглой пластины 
определяется интегралом по площади, зависящим от функции проги-
бов [1]: 

 
2 22 2

2 2 2

1 2
,

2M

F

D w w w w
U rdrd

r r rr r r

  ∂ ∂ µ ∂ ∂  = + + θ   ∂ ∂∂ ∂    
∫∫   (3) 
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где D – цилиндрическая жесткость пластины, ( )
3

212 1

E h
D

⋅=
⋅ −µ

, здесь E, 

µ – модуль упругости и коэффициент Пуассона материала пластины 
соответственно, h – толщина пластины; w(r) – функция прогибов круг-
лой пластины. 

Потенциальная энергия мембранных усилий может быть пред-
ставлена в следующем виде: 

 ( )1
,

2N r r t t

F

U N N rdrd= ε + ε θ∫∫  (4) 

где Nr, Nt – мембранные силы в радиальном и окружном направлениях 
соответственно; εr, εt – деформации в радиальном и тангенциальном 
направлениях. 

Деформации при наличии больших прогибов круглой пластины 
выражаются следующими соотношениями: 

 
2

1
; ,

2r t

u w u

r r r

∂ ∂ ε = + ε = ∂ ∂ 
 (5) 

где u – перемещение в радиальном направлении. 
Мембранные усилия определяются законом Гука для плоского 

напряженного состояния: 

 
2 2

2 2

1
; .

2 21 1r t

Eh u w u Eh u u w
N N

r r r r r r

   ∂ ∂ ∂ µ ∂   = + +µ = +µ +      ∂ ∂ ∂ ∂−µ −µ         
 (6) 

Выполнив соответствующие преобразования с учетом соотноше-
ний (4)–(6) и упрощения, получим для потенциальной энергии мем-
бранных усилий выражение 

 
( )

2 2

2

2 4

2
2 1

1
.

4

N

F

Eh u w u w u u u
U

r r r r r r r

u w
rdrd

r r

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + µ + µ +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−µ      

∂   + + θ   ∂    

∫∫
 (7) 

Составляющие потенциальной энергии [см. формулы (3), (7)] об-
разуют с потенциалом нагрузки функционал полной энергии пластины 
[формула (2)], который учитывает и моменты, и мембранные усилия  
и может быть использован для расчета гибких пластин вариационными 
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методами. Потенциал нагрузки рассчитывается в зависимости от усло-
вий нагружения пластины в каждом конкретном случае. При вычисле-
нии компонентов напряженно-деформированного состояния пластин 
при малых нагрузках и, соответственно, при малых прогибах состав-
ляющие потенциальной энергии мембранных сил малы, и решение, по-
лученное по предлагаемой методике, достаточно хорошо коррелирует 
с известными точными решениями для жестких пластин.  

В качестве примера использования данной методики рассмотрим 
поведение круглой защемленной по контуру пластины под действием 
равномерно распределенной по площади пластины нагрузки интенсив-
ностью p0(r) = const. Для реализации функционала используем метод 
Ритца–Тимошенко. Запишем функцию предполагаемых прогибов  
в следующем виде 

 ( ) ( )22 2
1 ,w r a a r= −  (8) 

где а1 – варьируемый параметр; а – радиус пластины. 
Выражение (8) удовлетворяет граничным условиям закрепления 

пластины и условию симметрии деформирования: 

 
0

0; 0; 0.
r a

r a r

w w
w

r r=
= =

∂ ∂= = =
∂ ∂

 (9) 

При больших прогибах, в отличие от жестких пластин, появляет-
ся перемещение в радиальном направлении, которое запишем в виде 

 ( ) ( )2 .u r a r a r= −  (10) 

При этом полагаем, что из условий симметрии выполняется усло-

вие 
0

0,
r

u = =  в защемлении – 0;
r a

u = =  параметр а2 также определяется 

из решения вариационной задачи. 
Подставляя функции (8) и (10) в уравнения составляющих потен-

циальной энергии (3) и (7), получим после преобразований выражения 
для энергии деформации изгиба и потенциальной энергии мембранных 
усилий следующее: 

 2 6
1

32
;

8MU Da a= π  (11) 

 2 4 2 9 4 14
2 1 2 12

1 2 32
(41 23) .

4 315 1051N

Eh
U a a a a a a a

π  = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅µ − + −µ  
 (12) 



Г.Л. Колмогоров, Т.Е. Мельникова 

 18

Работа распределенной нагрузки выражается интегралом: 

 6
0 0 1

1
( ) .

3H

F

A p w r rdrd p a a= θ = π⋅ ⋅ ⋅∫∫  (13) 

С учетом потенциальной энергии изгибающих и мембранных на-
пряжений и потенциала нагрузки полная энергия определяется в ви-
де (1), при этом содержит неизвестные параметры а1 и а2. Парамет-
ры а1 и а2 определяются из условий минимума полной энергии систе-
мы. При этом для жестких пластин учитывается только потенциальная 
энергия изгиба [формула (11)], для гибких же пластин в соответствии с 
предлагаемой методикой учитывается и потенциальная энергия мем-
бранных усилий [формула (12)]. 

Следует отметить, что решение данной задачи для жестких пла-
стин определяется из условия  

1

Э
0,

а
∂ =
∂

 

функция прогибов при этом будет равна 

 ( ) ( )22 20 ,
64

p
w r a r

D
= −  (14) 

что согласуется с известным точным решением данной задачи для же-
стких пластин [1]. 

Для гибкой круглой пластины согласно методу Ритца–Тимо-
шенко условие минимума функционала полной энергии имеет сле-
дующий вид: 

1 2

Э Э
0; 0.

а а
∂ ∂= =
∂ ∂

 

После соответствующих преобразований получим систему двух 
уравнений: 

 

( )

( )
( )

( )

2 5
2 1

3 10 2
1 1 2 02 2 2

4
23 41 0;

315

23 41128 64
4 0.

35 1 105 1

a a a

Eh D
a a a a Eha a p

aa

− − ⋅µ =

 − ⋅µ + ⋅ − ⋅ − =
 −µ −µ 

 (15) 
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Система (15) имеет решение только при а2 ≠ 0. После математи-
ческих преобразований система уравнений сводится к кубическому 
уравнению 

 
( )22

3
1 1 8 8

3 1
0,

16

h
a a k

a Eha

−µ
+ − =  (16) 

где ( )211 025 / 7031 1886 1681 .k = + µ − µ  

Уравнение (16) решается относительно а1 с помощью формулы 
Кардано [5], что позволяет найти функции прогибов [см. формулу (8)] 
и радиальных перемещений [см. формулу (10)]. 

С учетом величины параметра а1, полученного из уравнения (16), 
рассчитаны максимальные прогибы гибкой пластины wmax для некото-
рых конструкционных материалов (а = 10 см; p0  = 0,1 МПа). Проведе-
но сравнение с величиной максимальных прогибов maxw∗  в центре же-
сткой пластины. 

 На рис. 1 приведены гра-
фические зависимости соотноше-
ния максимальных прогибов же-

сткой и гибкой пластин max

max

w

w

∗

 от 

относительной толщины пласти-

ны .
a

h
 

Из рис. 1 следует, что с рос-
том относительного размера пла-

стины 
a

h
 увеличивается отноше-

ние максимальных прогибов, рас-
считанных по классической 

теории жестких пластин ( maxw∗ )  

и по предлагаемой теории гибких пластин (wmax). По мере утонения 
пластины возрастает роль потенциальной энергии деформации от мем-
бранных усилий, что приводит к существенному различию величин 
прогибов по классической теории жестких пластин и предлагаемой 
теории гибких пластин. 

 

 
Рис. 1. Расчетные зависимости отношения
прогибов пластины от относительной
толщины для материалов: сплошная
линия          –   алюминий;    штрихпунктирная 
линия – титан; пунктирная линия – сталь 



Г.Л. Колмогоров, Т.Е. Мельникова 

 20

Максимальные напряжения изгиба на контуре, соответствующие 
классической теории жестких пластин, равны 

 
2

max 0
2

3
.

4r

p a

h
σ = ±  (17) 

В соответствии с предлагаемой методикой в пластине действуют 
мембранные усилия, максимальные напряжения от которых при 

3

a
r =  равны 

 ( ) ( )
2 6

max 1
2

32
.

27 1
r

r r

N Ea a
N

h
σ = =

−µ
 (18) 

На рис. 2 представлены за-
висимости максимальных напря-
жений rσ  от величины относи-

тельного размера пластины .
a

h
 

Расчет выполнен для круглой 
стальной пластины, находящейся 
под действием равномерно рас-
пределенной нагрузки интенсив-
ностью p0 = 0,1 МПа. 

Из рис. 2 следует, что для 
относительно толстых пластин, 

когда a

h
 < 50, предлагаемая мето-

дика и классическая теория жест-
ких пластин дают близкие резуль-
таты расчетов изгибающих мо-
ментов. При этом значения 

напряжений от мембранных усилий оказываются существенно ниже 
значений напряжений от изгибающих моментов. Однако с увеличени-

ем отношения 
a

h
 напряжения от изгибающих моментов существенно 

различаются, что связано с увеличением роли мембранных усилий. 

 
Рис. 2. Расчетные зависимости напряжений
от относительной толщины пластины:
штрихпунктирная линия – напряжения,
рассчитанные по классической теории пла-
стин; сплошная линия – напряжения от из-
гибающих  моментов;  пунктирная линия – 

напряжения от мембранных усилий 
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При отношении 
a

h
 > 140 мембранные напряжения становятся преобла-

дающими над изгибными напряжениями. 
Таким образом, предлагаемая методика позволяет более объек-

тивно оценить напряженное состояние гибких пластин, являющихся 
промежуточными в классификации по условиям нагружения между 
жесткими и абсолютно гибкими пластинами (мембранами). Учет мем-
бранных усилий дает возможность произвести объективную оценку 
прочности гибких пластин с использованием соответствующих крите-
риев прочности [6]. 

Данная методика может быть использована также при оценке 
технологических параметров при штамповке деталей с использованием 
эластичной, жидкостной или газовой среды [7]. Использование данной 
методики позволяет достаточно определить переход заготовки в пла-
стическое состояние, который определяется условием пластичности [8] 

2 2 ,i r t r t Tσ = σ +σ −σ σ = σ  

где iσ  – интенсивность напряжений; Tσ  – предел текучести материала 
заготовки. 

Таким образом, в работе предложена методика расчета круглых 
гибких пластин с использованием энергетического подхода и реализа-
цией его с помощью вариационного метода Ритца–Тимошенко. 

Показана возможность определения напряженно-деформирован-
ного состояния и оценки прочности круглых пластин при наличии 
больших прогибов. 

На примере расчета изгиба защемленной по контуру круглой 
пластины, находящейся под действием равномерно распределенного 
давления, показаны особенности напряженно-деформированного со-
стояния круглых пластин при наличии больших прогибов. 

Предложенная методика может быть применена в технологиче-
ских задачах обработки металлов давлением, в частности при расчетах 
параметров процессов листовой штамповки с использованием эла-
стичной, жидкостной или газовой среды. 
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