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Актуальным научным направлением в машинном обучении является разработка 
новых интерпретируемых математических моделей, а также методов и программ 
для их построения. Хорошими интерпретационными свойствами обладают многие 
известные регрессионные модели, например, линейные и степенные (производст-
венные функции Кобба – Дугласа). Ранее автором были разработаны неэлементар-
ные линейные регрессии, задача построения которых была сведена к задаче час-
тично-булевого линейного программирования. 

На основе неэлементарных линейных регрессий в данной работе впервые 
предложены неэлементарные производственные функции Кобба – Дугласа, вклю-
чающие в себя не только объясняющие переменные в степенях, но и все возмож-
ные их парные комбинации, преобразованные с помощью бинарных операций min и 
max. Выполнена линеаризация предложенных моделей, позволяющая применять 
для их построения таким же образом сформулированную задачу частично-булевого 
линейного программирования, что и для неэлементарных линейных регрессий. В 
результате ее решения автоматически определяется модель оптимальной структу-
ры. Достоинством такой формулировки является то, что решение задачи может 
быть получено быстрее, чем при использовании переборных процедур, а также то, 
что знаки оценок построенной модели гарантированно будут согласованы с содер-
жательным смыслом факторов. При этом контролировать требования к структуре 
модели можно с помощью линейных ограничений на бинарные переменные. В ча-
стности, задачу можно использовать для выбора оптимальных структур традицион-
ных элементарных производственных функций Кобба – Дугласа. 

Решена задача моделирования валового регионального продукта Томской об-
ласти. В качестве объясняющих переменных выбраны следующие: среднедушевые 
денежные доходы населения, инвестиции в основной капитал, затраты на иннова-
ционную деятельность организаций, среднегодовая численность занятых, стои-
мость основных фондов, внутренние затраты на научные исследования и разработ-
ки. В качестве решателя задачи частично-булевого линейного программирования 
был выбран пакет LPSolve. В результате решения этой задачи была выбрана опти-
мальная структура неэлементарной производственной функции Кобба – Дугласа, 
содержащая все шесть объясняющих переменных в трех регрессорах. Коэффици-
ент детерминации построенной модели оказался равным 0,997. Все коэффициенты 
регрессии оказались значимы по t-критерию Стьюдента, а их знаки удовлетворяют 
содержательному смыслу факторов. Дана интерпретация построенной модели. 
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The actual scientific problem in machine learning is the development of new inter-
pretable mathematical models, as well as methods and programs for their construction. 
Many well-known regression models have good interpretative properties, for example, 
linear and power models (Cobb – Douglas production functions). Previously, the author 
developed non-elementary linear regressions, the problem of constructing which was 
reduced to the mixed integer 0–1 linear programming problem. 

Based on non-elementary linear regressions, in this paper, for the first time, non-
elementary Cobb-Douglas production functions are proposed, which include not only 
explanatory variables in degrees, but also all their possible pair combinations, trans-
formed using binary operations min and max. The proposed models are linearized, 
which makes it possible to apply for their construction the mixed integer 0–1 linear 
programming problem formulated in the same way as for non-elementary linear re-
gressions. As a result of its solution, the optimal structure model is automatically 
determined. The advantage of such a formulation is that the solution of the problem 
can be obtained faster than using enumeration procedures, and also that the signs of 
the estimates of the constructed model are guaranteed to be consistent with the 
meaningful meaning of the factors. At the same time, it is possible to control the 
requirements for the structure of the model using linear constraints on binary varia-
bles. In particular, the problem can be used to select the optimal structures for tradi-
tional elementary Cobb – Douglas production functions. 

The problem of modeling the gross regional product of the Tomsk region is 
solved. The following variables were chosen as explanatory variables: average per 
capita cash income of the population, investments in fixed capital, costs of innovative 
activities of organizations, average annual number of employees, cost of fixed as-
sets, internal costs for research and development. The LPSolve package was cho-
sen as the solver of the mixed integer 0–1 linear programming problem. As a result 
of solving this problem, the optimal structure of the non-elementary Cobb – Douglas 
production function was chosen, which contains all six explanatory variables in three 
regressors. The coefficient of determination for the constructed model turned out to 
be 0.997. All regression coefficients turned out to be significant according to Stu-
dent's t-test, and their signs satisfy the meaningful meaning of the factors. An inter-
pretation for the constructed model is given. 
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Введение 

В настоящее время для выявления статистической зависимости между исследуемыми пе-
ременными активно применяются методы регрессионного анализа [1; 2]. Построенная в ре-
зультате его применения регрессионная модель может быть использована как для прогнозиро-
вания значений зависимой переменной, так и для объяснения характера влияния на послед-
нюю независимых переменных. Регрессионный анализ широко используется в различных 
областях человеческой деятельности. Его приложения в экономике можно найти, например, в 
работах [3–6]: в [3] построена регрессионная модель валового внутреннего продукта Саудов-
ской Аравии, в [4] исследуется влияние структуры капитала на результаты деятельности ком-
паний в России, а в [5] – взаимосвязь между урожайностью кукурузы и размером ферм в Се-
верном Китае. Приложение регрессионного анализа в геологии можно найти в работе [6], в 
которой исследуется скорость инфильтрации почвы в зависимости от ее свойств. В работе [7] 
регрессионный анализ применен для решения технической задачи исследования возможных 
размеров сверхзвукового транспортного самолета на основе существующих сверхзвуковых 
конструкций. Решение медицинской задачи с помощью регрессионного анализа можно найти 
в статье [8], в которой исследуется связь между артериальной гипертензией и исходом у паци-
ентов с пневмонией, вызванной коронавирусной инфекцией COVID-19. 

В экономике зависимости между выпуском продукции и факторами производства при-
нято называть производственными функциями (ПФ). На сегодняшний день существует 
множество известных ПФ [9; 10]: линейная, Леонтьева, Кобба – Дугласа [11; 12], Аллена, с 
постоянной эластичностью замены факторов CES (Constant Elasticity of Substitutions), с ли-
нейной эластичностью замены факторов LES (Linear Elasticity of Substitutions), Солоу, мно-
горежимная, линейного программирования, Джири, логарифмическая, Сато, Лу – Флетчера, 
Лиу – Хильдебранда, Кадияла, Бруно, Сато – Гофмана и др. Вместе с тем продолжается про-
цесс поиска новых форм связи между переменными. К их числу относится класс так назы-
ваемых кусочно-линейных регрессий [13–17], образованных из ПФ Леонтьева. Оценивание 
этих моделей в работах [13–17] производится с помощью метода наименьших модулей. Па-
раллельно в статьях [18–21] развивались алгоритмы оценивания подобных регрессий с по-
мощью метода наименьших квадратов (МНК). Сначала в [18] был предложен алгоритм 
МНК-оценивания ПФ Леонтьева с двумя объясняющими переменными. А в [19] впервые 
была введена неэлементарная линейная регрессия (НЛР), в которую помимо объясняющих 
переменных входят преобразованные с помощью бинарных операций min или max все воз-
можные комбинации их пар. Под бинарной операцией min (max) понимается математиче-
ская функция, принимающая два аргумента и возвращающая их минимум (максимум). Затем 
в [20] были предложены две стратегии построения НЛР. После чего в [21] состав НЛР был 
расширен, и она стала включать в себя и операцию min, и операцию max, а задача ее по-
строения была формализована в виде задачи частично-булевого линейного программирова-
ния (ЧБЛП). Регулируя в этой задаче ограничения на бинарные переменные, можно контро-
лировать математическую форму НЛР, а именно количество входящих в нее регрессоров, их 
типы и состав объясняющих переменных. Достоинством предложенного в [21] метода также 
является то, что знаки коэффициентов при переменных в полученной НЛР согласуются со 
знаками их коэффициентов корреляции с зависимой переменной, что делает модель вполне 
интерпретируемой. Стоит заметить, что проблема построения интерпретируемых моделей 
[22–24] машинного обучения является весьма актуальной. 
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Построенная в [21] вполне интерпретируемая НЛР позволила выявить новые зако-
номерности функционирования железнодорожного транспорта в Иркутской области, не-
доступные при использовании линейной регрессии. Известно, что ПФ Кобба – Дугласа 
[11; 12] так же, как и линейная регрессия, довольно просто интерпретируется. Поэтому 
целью данной работы является разработка неэлементарной ПФ Кобба – Дугласа и сведе-
ние задачи ее построения с помощью МНК к задаче ЧБЛП. 
 
1. Метод построения НЛР 

Рассмотрим введенную в [21] НЛР вида 

2

1 20 , 1 ,
1 1

min{ , }
l

j j

Cl

i j ij j l i j i
j j

y x x x+ μ μ
= =

= α + α + α λ +   

 
2

2
1 2, 2 ,

1

max{ , }
l

j jl

C

i j i ij l С
j

x xμ μ+ +
=

+ α λ + ε , 1,i n= , (1) 

где n  – объем выборки; l  – количество объясняющих переменных; iy  – i -е значение объ-

ясняемой переменной ;y  0ijx >  – i -е значение j -й объясняющей переменной; iε  – i -я ошиб-

ка аппроксимации; 0α , 1α , ..., 22 ll C+
α , 11λ , 21λ , ..., 2 ,1lС

λ , 12λ , 22λ , ..., 2 ,2lС
λ

 
– неизвестные па-

раметры; 1jμ , 2jμ  – элементы j -й строки индексной матрицы Μ  размера 2 2lC × , содер-

жащей в строках всевозможные комбинации пар индексов переменных. 
НЛР (1) является нелинейной по оцениваемым параметрам. Но если придать парамет-

рам 11λ , 21λ , ..., 2 ,1lС
λ , 12λ , 22λ , ..., 2 ,2lС

λ
 
конкретные значения, то она становится линейной 

по параметрам 0α , 1α , ..., 22 ll C+
α . В [19] установлено, что оптимальные МНК-оценки пара-

метров 11λ , 21λ , ..., 2 ,1lС
λ , 12λ , 22λ , ..., 2 ,2lС

λ  модели (1) принадлежат промежуткам: 
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Равномерно разобьем [21] каждый из промежутков (2) p  точками, сформировав мат-

рицу ( )*
jkΛ = λ , 21, lj C= , 1,k p= , элемент *

jkλ  которой показывает k -е значение парамет-

ра jλ  для j -й пары переменных. Заменим выражение (1) на следующее: 
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где jk
−α , 21, lj C= , 1,k p=  – неизвестные параметры для регрессоров с бинарной операцией 

минимум, а jk
+α , 21, lj C= , 1,k p=  – неизвестные параметры для регрессоров с бинарной 

операцией максимум. 



Математические и инструментальные методы экономики 
 

106 Прикладная математика и вопросы управления, № 1, 2023  

Сделав в (3) замену { }1 2

*
, ,min ,

j jijk i jk iz x x−
μ μ= λ , { }1 2

*
, ,max ,

j jijk i jk iz x x+
μ μ= λ , 1,i n= , 

21, ,lj C=  1,k p= , получим линейную регрессию: 
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Проведя нормирование всех переменных в (4) по известному правилу [21], вместо (4) 
можно получить стандартизованную регрессию с неизвестными коэффициентами jβ , 

1,j l=  и jk
−β , jk

+β , 21, lj С= , 1,k p= . А с помощью нее можно сформулировать следующую 

задачу ЧБЛП построения модели (3): 
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l
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r +
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1 2
1 2, , | 0

s syz
j k s s r +∈ > , (13) 
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0
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r +

−
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1 2, , | 0

s syz
j k s s r +∈ < , (14) 
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 {0,1}jδ ∈ , 1,j l= , (15) 

 {0,1}jk
−δ ∈ , 21, lj C= , 1,k p= , (16) 

 {0,1}jk
+δ ∈ , 21, lj C= , 1,k p= , (17) 

где 2R  – коэффициент детерминации модели; символом XYr  обозначены коэффициенты 

парной корреляции между переменными X  и Y ; jδ , 1,j l=  – булевы переменные, задан-

ные по правилу 

1,  если -я переменная входит в регрессию,

0,  в противном случае;j

j
δ = 


 

jk
−δ , 21, lj C= , 1,k p=  – булевы переменные, заданные по правилу 

1,  если -я бинарная операция минимум с -м преобразованием

входит в регрессию,

0,  в противном случае;
jk

j k
−


δ = 



 

jk
+δ , 21, lj C= , 1,k p=  – булевы переменные, заданные по правилу 

1,  если -я бинарная операция максимум с -м преобразованием

входит в регрессию,

0,  в противном случае;
jk

j k
+


δ = 



 

M  – большое положительное число, возможный способ выбора которого подробно опи-
сан в [21]. 

Решение задачи ЧБЛП с целевой функцией (5) и линейными ограничениями (6)–(17) 
приводит к построению модели (3) с оптимальным числом регрессоров, для которой спра-

ведливы неравенства 0
jj yxrβ ⋅ > , 1,j l= ; 0

jk
jk yz

r −
−β ⋅ > , 0

jk
jk yz

r +
+β ⋅ > , 21, lj C= , 1,k p= . В этой 

связи в полученной регрессии о значимости регрессоров можно судить по величинам аб-

солютных вкладов переменных в общую детерминацию 2R : 

 абс

j jx yx jC r= ⋅β , 1,j l= ; абс

jk jk
jkz yz

C r− −
−= ⋅β , абс

jk jk
jkz yz

C r+ +
+= ⋅β , 21, lj C= , 1,k p= . (18) 

В [21] показано, как с помощью ограничений на бинарные переменные регулировать 
процесс построения НЛР. Например, для того чтобы каждая объясняющая переменная 
входила в модель не более одного раза, необходимо ввести в задачу (5)–(17) следующие 
линейные ограничения: 

 
2 2

2, ( 1) , ( 1)
1 1 1 1 1

1
l l

l

C Cp pl

ij j i l k p j jk jki l pC k p j
j j k j k

v v v− +
+ + − + + + −

= = = = =

δ + δ + δ ≤   , 1,i l= ,  (19) 

где ijv  – элементы бинарной матрицы V  размера ( )22 ,+ ⋅ ×ll p C l  заданные по правилу 
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1,  если -я переменная входит в -й регрессор модели (3),

0,  в противном случае.ij

j i
v


= 


 

Как отмечено в [21], для того чтобы решение задачи (5)–(17) гарантировало интерпре-
тируемость НЛР, предварительно необходимо: 

1) исключить из рассмотрения объясняющие переменные, знаки коэффициентов кор-
реляции которых с y  противоречат содержательному смыслу решаемой задачи (для этого 

желательно привлекать экспертов из соответствующих предметных областей); 

2) исключить такие преобразованные переменные jkz− , jkz+ , 21, lj C= , 1,k p= , для кото-

рых не выполняются условия: 
( 0

jkyz
r − >  и 

1
0

j
yxr

μ
>  и 

2
0

j
yxr

μ
> ) или 

 ( 0
jkyz

r − <  и 
1

0
j

yxr
μ

<  и 
2

0
j

yxr
μ

< ),    21, lj C= , 1, ,=k p  (20) 

( 0
jkyz

r + >  и 
1

0
j

yxr
μ

>  и 
2

0
j

yxr
μ

> ) или 

 ( 0
jkyz

r + <  и 
1

0
j

yxr
μ

<  и 
2

0
j

yxr
μ

< ),    21, lj C= ,  1, ,=k p  (21) 

т.е. каждая преобразованная переменная, так же, как и каждая входящая в нее объясняю-
щая переменная, должны коррелировать с y  с одинаковым знаком. 

Сократить число преобразованных переменных, и, как следствие, уменьшить время 
решения задачи можно, исключая те из них, у которых коэффициент корреляции с y  по 

абсолютной величине не превосходит некоторого числа [0,1)r ∈ , т.е. для которых не вы-

полняются условия: 

 
jkyz

r r− ≥ , 
jkyz

r r+ ≥ , 21, lj C= , 1,k p= . (22) 

2. Метод построения неэлементарной ПФ Кобба – Дугласа 

Рассмотрим ПФ Кобба – Дугласа [11; 12]: 

 0
1

j

l

i ij i
j

y xα

=

= α ε∏ , 1,i n= , (23) 

которая линеаризуется с помощью логарифмирования и в которой оцененные параметры 

jα , 1,j l=  трактуются как коэффициенты эластичности jx  по y . Модель (23) далее будем 

называть мультипликативной степенной регрессией (МСР). 
Введем в рассмотрение неэлементарную ПФ Кобба – Дугласа: 

{ }( )
2

1

1 20 , ,
1 1

min ,
l j l

j j

j j

Cl

i ij i i
j j

y x x x
+αα λ

μ μ
= =

= α ⋅ ⋅ ×∏ ∏  

 { }( )
2

2
2

1 2, ,
1

max ,
l

j l Cj l

j j

C

i i i
j

x x
+ +

αλ
μ μ

=

× ⋅ε∏ , 1,i n= , (24) 



Mathematical Methods and Tools in Economics 
 

 Appiled Mathematics and Control Sciences, no. 1, 2023 109 

которую далее будем называть неэлементарной мультипликативной степенной регрессией 
(НМСР). Очевидно, что ПФ Кобба – Дугласа является частным случаем НМСР (24). Будем 
считать, что значения всех объясняющих переменных, входящих в выражение (24), пре-
восходят единицу. 

Прологарифмировав выражение (24), получим: 

( )
2

1

1 20 , ,
1 1

ln ln ln ln min{ , }
l

j

j j

Cl

i j ij j l i i
j j

y x x xλ
+ μ μ

= =

= α + α + α +   

 ( )
2

2
2

1 2, ,
1

ln max{ , } ln
l

j

j jl

C

i i ij l С
j

x xλ
μ μ+ +

=

+ α + ε , 1,i n= . (25) 

Очевидно, что для любых двух чисел 1 0a > , 2 0a >  справедливо равенство: 

{ }( ) { }1 2 1 2ln min , min ln , lna a a a= . 

С его помощью выражение (25) можно записать в виде: 

2

1 20 , 1 ,
1 1

ln ln ln min{ln , ln }
l

j j

Cl

i j ij j l i j i
j j

y x x x+ μ μ
= =

= α + α + α λ +   

 
2

2
1 2, 2 ,

1

max{ln , ln } ln
l

j jl

C

i j i ij l С
j

x xμ μ+ +
=

+ α λ + ε , 1,i n= . (26) 

Делая в (26) замены # lnj jx x= , 1,j l= , # lny y= , # lnε = ε , #
0 0lnα = α , получим модель: 

2

1 2

# # # # #
0 , 1 ,

1 1

min{ , }
l

j j

Cl

i j ij j l i j i
j j

y x x x+ μ μ
= =

= α + α + α λ +   

 
2

2
1 2

# # #
, 2 ,

1

max{ , }
l

j jl

C

i j i ij l С
j

x xμ μ+ +
=

+ α λ + ε , 1,i n= . (27) 

Полученная модель (27) представляет собой НЛР (1), поэтому для ее построения мож-
но использовать описанный в предыдущем параграфе математический аппарат, в частно-

сти, задачу ЧБЛП (5) – (17), заменив в ней переменные y , 1x , 2x , ..., lx  на прологарифми-

рованные переменные #y , #
1x , #

2x , ..., #
lx . Завершив построение НЛР (27), необходимо 

представить ее в виде (24). 

 
3. Решение прикладной задачи 

Продемонстрируем работу предложенного математического аппарата на примере мо-
делирования валового регионального продукта (ВРП) Томской области по ежегодным ста-
тистическим данным (https://rosstat.gov.ru/) за период с 2000 по 2019 г. В качестве объяс-
няемой переменной y  напрямую выступает ВРП Томской области (в млн руб.), а в качест-

ве объясняющих переменных были выбраны следующие: 

1x  – среднедушевые денежные доходы населения (руб. в месяц); 

2x  – инвестиции в основной капитал (млн руб.); 



Математические и инструментальные методы экономики 
 

110 Прикладная математика и вопросы управления, № 1, 2023  

3x  – затраты на инновационную деятельность организаций (млн руб.); 

4x  – среднегодовая численность занятых (тысяч человек); 

5x  – стоимость основных фондов (млн руб.); 

6x  – внутренние затраты на научные исследования и разработки (млн руб.). 

Выбор такого состава объясняющих переменных обусловлен предварительно прове-
денным анализом десятков современных научных работ по моделированию ВРП в разных 
регионах России. 

Значения коэффициентов корреляции отобранных шести переменных с переменной y  

составляют 
1

0,985yxr = , 
2

0,875yxr = , 
3

0,938yxr = , 
4

0,894yxr = , 
5

0,989yxr = , 
22

0,991yxr = , а 

прологарифмированных переменных с ln y  – # #
1

0,996
y x

r = , # #
2

0,942
y x

r = , # #
3

0,905
y x

r = , 

# #
4

0,855
y x

r = , # #
5

0,982
y x

r = , # #
6

0,991
y x

r = . Как видим, при логарифмировании знаки коэффи-

циентов корреляции между переменными не изменились. 
Для выбора оптимальной структуры НМСР был использован персональный компью-

тер с процессором Intel Core i5 (3.40 ГГц, 4 ядра) и объемом оперативной памяти 8 ГБ. 
В качестве решателя задачи ЧБЛП (5)–(17), (19) был использован пакет LPSolve. Число 
разбиений p  было выбрано равным 7, а число r  в (22) было взято равным 0,2. 

В результате решения задачи ЧБЛП было найдено следующее уравнение: 

{ }
(0,3402)

1 4
(9,081)

ln 1, 28 0,598min ln ,1,501lny x x= + +  

 { }
(0,2971) (0,3594)

2 6 3 5
(4,351) (9,112)

0, 212 min ln ,1, 241ln 0, 411max{ln ,0,621ln }.x x x x+ +  (28) 

В уравнении (28) в скобках под коэффициентами указаны значения t-критерия Стью-
дента, а над ними – значения абсолютных вкладов переменных в общую детерминацию, 
найденные по формулам (18). Как видим, все переменные оказались значимы по t-кри-
терию для уровня значимости 0,01. Абсолютные вклады регрессоров в общую детермина-
цию также достаточно высоки. 

Коэффициент детерминации НМСР (28) составляет 0,996654, что говорит о ее высо-
ком аппроксимационном качестве. Графики наблюдаемых и расчетных по модели (28) 
значений переменной y  представлены на рисунке. 
 

 
Рис. Графики наблюдаемых и прогнозных значений (авторские результаты) 
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Для удобства представим НМСР (28) в виде 

 { }( ) { }( ) { }( )0,598 0,212 0,411
1,501 1,241 0,621

1 4 2 6 3 53,5968 min , min , max ,y x x x x x x= ⋅ . (29) 

Модель (29) в кусочно-заданной форме имеет вид: 

 

0,898 0,263 0,411 1,501 1,241 0,621
4 6 3 1 4 2 6 3 5

0,898 0,263 0,255 1,501 1,241 0,621
4 6 5 1 4 2 6 3 5

0,898 0,212 0,411 1,501 1,241
4 2 3 1 4 2 6

3,5968  при ,  ,  ;

3,5968  при ,  ,  ;
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⋅ ⋅ ⋅ ≥ ≥ <

⋅ ⋅ ⋅ ≥ <

=
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3 5

0,898 0,212 0,255 1,501 1,241 0,621
4 2 5 1 4 2 6 3 5

0,598 0,263 0,411 1,501 1,241 0,621
1 6 3 1 4 2 6 3 5
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1 6 5 1 4
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x x
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x x x x x x x x x

x x x x x x

≥

⋅ ⋅ ⋅ ≥ < <
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⋅ ⋅ ⋅ < 1,241 0,621
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0,598 0,212 0,411 1,501 1,241 0,621
1 2 3 1 4 2 6 3 5

0,598 0,212 0,255 1,501 1,241 0,621
1 2 5 1 4 2 6 3 5

,  ;

3,5968  при ,  ,  ;

3,5968  при ,  ,  .

x x x

x x x x x x x x x
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







 ≥ <
 ⋅ ⋅ ⋅ < < ≥


⋅ ⋅ ⋅ < < <

 (30) 

С помощью (30) можно дать следующую интерпретацию полученной НМСР. 
1. Если x1 ≥ x4

1,501, то на ВРП Томской области влияет среднегодовая численность за-
нятых x4, а среднедушевые денежные доходы населения x1 не влияют. При этом с увеличе-
нием среднегодовой численности занятых x4 на 1 % (при неизменных значениях остальных 
переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,898 %. А если x1 < x4

1,501, то на ВРП влияют 
среднедушевые доходы населения x1, а среднегодовая численность занятых x4 не влияет. 
При этом с увеличением среднедушевых доходов населения x1 на 1 % (при неизменных 
значениях остальных переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,598 %. 

2. Если x2 ≥ x6
1,241, то на ВРП влияют внутренние затраты на научные исследования и раз-

работки x6, а инвестиции в основной капитал x2 не влияют. При этом с увеличением внутрен-
них затрат на научные исследования и разработки x6 на 1 % (при неизменных значениях ос-
тальных переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,263 %. А если x2 < x6

1,241, то на ВРП 
влияют инвестиции в основной капитал x2, а внутренние затраты на научные исследования и 
разработки x6 не влияют. При этом с увеличением инвестиций в основной капитал x2 на 1 % 
(при неизменных значениях остальных переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,212 %. 

3. Если x3 ≥ x5
0,621, то на ВРП влияют затраты на инновационную деятельность органи-

заций x3, а стоимость основных фондов x5 не влияет. При этом с увеличением затрат на ин-
новационную деятельность организаций x3 на 1 % (при неизменных значениях остальных 
переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,411 %. А если x3 < x5

0,621, то на ВРП влияет 
стоимость основных фондов x5, а затраты на инновационную деятельность организаций x3 
не влияют. При этом с увеличением стоимости основных фондов x5 на 1 % (при неизмен-
ных значениях остальных переменных) ВРП y возрастает в среднем на 0,255 %. 
 
Заключение 

В работе впервые предложены неэлементарные степенные регрессионные модели 
(ПФ Кобба – Дугласа). Показано, что при логарифмировании они трансформируются в 
НЛР, поэтому задача их построения может быть сформулирована в виде задачи ЧБЛП. 
В результате решения этой задачи автоматически определяется оптимальное количество 
входящих в модель регрессоров, их типы и состав переменных. Требования к структуре 
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модели в задаче можно регулировать с помощью линейных ограничений на бинарные 
переменные. В полученной в результате решения задачи модели знаки степеней гаранти-
рованно согласуются со знаками коэффициентов корреляции соответствующих объяс-
няющих переменных с объясняемой переменной. 

С помощью разработанного математического метода решена задача моделирования ВРП 
Томской области. Построена неэлементарная степенная регрессия и дана ее интерпретация. 
Особенность неэлементарных степенных регрессий состоит в том, что в них состав влияющих 
на объясняемую переменную объясняющих переменных меняется в зависимости от их теку-
щих значений, тогда как в элементарных регрессиях этот состав постоянен. 

Предложенные в работе неэлементарные ПФ Кобба – Дугласа и метод их построения 
могут применяться не только для моделирования зависимостей между объемами выпуска 
продукции и факторами производства, но и для решения прикладных задач из любых 
предметных областей. При этом к исходным статистическим данным предъявляются сле-
дующие требования: значения объясняемой переменной должны быть строго положитель-
ны, а значения объясняющих переменных должны быть строго больше единицы. 

Для построения неэлементарных степенных регрессий требуется решать довольно 
трудоемкую вычислительную задачу ЧБЛП, что, в свою очередь, требует разработки спе-
циализированного программного обеспечения. Для этого в настоящее время ведется разра-
ботка новой усовершенствованной версии программы «ВИнтер-1» [25]. Определенный на-
учный интерес вызывает тестирование скорости решения в новой программе задач по-
строения неэлементарных степенных регрессий по данным большой размерности. 

Научный интерес вызывает симбиоз предложенного математического аппарата с ме-
тодом последовательного повышения абсолютных вкладов переменных в общую детерми-
нацию, рассмотренным в [25]. 
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