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Задача решения системы линейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами является одной из важнейших проблем как 
теории обыкновенных дифференциальных уравнений, так и линейной алгебры. 
Поэтому, с одной стороны, для таких систем разрабатываются новые методы и 
алгоритмы, а с другой стороны, существующие методы и алгоритмы решения таких 
систем совершенствуются. Одним из наиболее известных методов решения систе-
мы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами является метод приведения системы линейных уравнений к одному 
уравнению высшего порядка, позволяющего находить решения исходной системы в 
виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции. 

В данной работе рассматривается уточнение метода приведения системы линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами к 
одному уравнению высшего порядка, позволяющего найти общее решение исходной 
системы, а именно исследуется выразимость всех функций системы линейных одно-
родных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами ′ ⋅
в виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции , 
входящей в эту систему. Для любой матрицы , все собственные значения которой не 
кратны, сформулирован новый простой критерий выразимости в терминах рангов 
матриц и подробно доказана его корректность. Полученный результат может быть 
также применен при исследовании решений системы ′ ⋅  на периодичность 
и при изучении линейных систем на полную наблюдаемость. 
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The problem of solving a system of linear ordinary differential equations with constant 
coefficients is one of the most important problems in both the theory of ordinary differen-
tial equations and linear algebra. Therefore, on the one hand, new methods and algo-
rithms are being developed for such systems, and on the other hand, existing methods 
and algorithms for solving such systems are being improved. One of the most well-known 
methods for solving a system of linear ordinary differential equations with constant coeffi-
cients is the method of reducing a system of linear equations to a single higher-order 
equation, which makes it possible to find solutions to the original system in the form of 
linear combinations of derivatives of only one unknown function. 

In this paper, we consider a refinement of the method for reducing a system of linear 
ordinary differential equations with constant coefficients to a single higher-order equation, 
which makes it possible to find a general solution to the original system; namely, we study 
the expressibility of all functions of the system of linear homogeneous differential equa-
tions with constant coefficients ′ 	 ⋅  in the form of linear combinations of deriv-
atives of only one unknown function , which is part of this system. For any matrix , 
all of whose eigenvalues are not multiples, a new simple criterion for expressibility in 
terms of matrix ranks is formulated, and its correctness is proved.  The result obtained 
can also be applied in the study of solutions of the system ′ 	 ⋅   for periodicity 
and in the study of linear systems for complete observability. 
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Введение 

В данной работе рассматривается уточнение метода приведения системы линейных диф-
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами к одному уравнению высшего 
порядка, позволяющего найти общее решение исходной системы, а именно изучается задача 

выразимости всех функций ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nx t x t x t…  входящих в заданную однородную систему 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами ( ) ( )x t A x t′ = ⋅  в 

виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции ( ) ,kx t  входя-

щей в эту систему. В результате исследования для любой матрицы A, все собственные значе-
ния которой не кратны, найден простой критерий выразимости всех функций системы 

( ) ( )x t A x t′ = ⋅  в виде линейных комбинаций производных ( )kx t  и доказана его корректность. 

Полученный результат может быть применен в ряд случаях: а) при исследовании решений 

системы ( ) ( )x t A x t′ = ⋅  на периодичность, поскольку периодическое решение системы имеет 

особое значение как для качественной теории дифференциальных уравнений, так и для изуче-
ния различных математических моделей в физике, химии, астрономии и других науках [1]; 
b) при применении метода сведения системы линейных дифференциальных уравнений отно-

сительно ( )kx t  к одному дифференциальному уравнению -го порядка, позволяющего найти 

общее решение исходной системы в виде линейных комбинаций производных функции ( )kx t  

[2–5]; с) при исследовании линейных систем на полную наблюдаемость [6]. 
 
Используемые обозначения и понятия 
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  – комплексная матрица n-го 

порядка такая, что мощность множества ее собственных значений равна n, то есть 

( ){ }: det 0 .A E nλ − λ ⋅ = =   

Через 1 2, , , nλ λ … λ  обозначим собственные значения матрицы А, через Λ  обозначим их 

множество, то есть ( ){ } { }1 2Λ : det 0 , , , .nA E= λ − λ ⋅ = = λ λ … λ   

Через iv  обозначим собственный вектор матрицы А, соответствующий собственному 

значению iλ . 

Пусть [ ]1 2, , ,  nV v v v= …  – матрица, составленная из координат собственных векторов-

столбцов матрицы A.  
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матрица, полученная из матрицы ( )B λ  вычеркиванием k-го столбца ( ).kB λ   

Пусть ( ) { }1 2 1 1 2 2 1 2, , , :  , , ,n n n nSp f f f f f f… = α + α +…+ α α α … α ∈  – линейная оболочка 

функций 1 2, , ., nf f f…   

 
Критерий выразимости всех функций системы x'(t) = A·x(t) в виде линейных 
комбинаций производных неизвестной функции xk(t), входящей в эту систему 

Рассмотрим однородную систему линейных дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами 
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В данной работе мы исследуем такую задачу: можно ли систему (1) относительно неиз-
вестной функции ( )kx t  привести к эквивалентной системе дифференциальных уравнений вида  
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то есть можно ли для любого начального условия ( )0 0x t x=  выразить значения всех функ-

ций ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nx t x t x t…  входящих в заданную систему (1) в виде линейных комбинаций 

производных только одной неизвестной функции ( ) ,kx t  входящей в эту систему и удовле-

творяющей одному скалярному дифференциальному уравнению n-го порядка. 

Теорема. Систему (1) относительно неизвестной функции ( )kx t  можно привести к эк-

вивалентной системе (2) тогда и только тогда, когда  ( )( ) ( )( )rang rang , , Λ.B B kλ = λ ∀λ ∈  

Доказательство. Достаточность. Пусть ( )( ) ( )( )rang rang , , Λ.B B kλ = λ ∀λ ∈  Из систе-

мы (1) и теоремы Гамильтона – Кэли [7] получаем: 
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  (3) 

где ( )1 2, , , i i nσ = σ λ λ … λ  – элементарный симметрический многочлен степени i. Докажем, 

что ( )det 0,H ≠  где 

2

.
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k

E E

A E

H A A

A A −

⋅ 
 ⋅ 
 = ⋅
 … 
 ⋅ 

 Для этого достаточно показать, что строки матрицы H 

линейно независимы. Действительно, пусть  

 2
1 2 3 0.n

k k k n kE E A E A A A A −α ⋅ ⋅ + α ⋅ ⋅ + α ⋅ ⋅ +…+ α ⋅ ⋅ =   (4) 

Теперь из ( )( ) ( )( )rang rang , , ΛB B kλ = λ ∀λ ∈  следует, что для любого собственного 

значения iλ  матрицы A существует соответствующий собственный вектор ,iv  у которого k-я 

координата равна 1 (отлична от нуля). Умножая равенство (4) справа на 1 2, , , ,nv v v…   получим 
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+…+ α ⋅ =


 λ

 (5) 

 

Из формулы Крамера и свойств детерминанта Вандермонда следует, что система (5) 
имеет только одно нулевое решение, так как собственные значения 1 2, , , nλ λ … λ  попарно 

различны. Теперь из (3) следует, что 
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 Равенство (6) означает, что значения всех функций 

( ) ( ) ( )1 2, , , ,nx t x t x t…  входящих в систему (1), удалось выразить в виде линейных комбина-

ций производных только одной неизвестной функции ( ) ,kx t  входящей в эту систему и 

удовлетворяющей одному скалярному дифференциальному уравнению n-го порядка  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 '
1 11 1 0.

n nn n
k k n k n kx t x t x t x t

−−
−− σ +…+ − σ + − σ =  

Чтобы завершить доказательство достаточности, остается только показать, что не 
только всякое решение системы (1) удовлетворяет системе (6), но и, наоборот, всякое ре-
шение системы (6) удовлетворяет системе (1). Для этого достаточно показать следующие:  

( ) ( ) ( ) ( )1 ')        ) .k ki A H F H и ii x t F x t−= ⋅ ⋅ = ⋅  

i) Непосредственно умножая матрицы, легко заметить, что 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 2 11

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

...   
0 0 0 1...

. 1..1 1
n n n

n n n

F

− −
− −−

 
 
 
 =
 
 
 
 − σ − − σ − − σ − − σ

  

Теперь покажем, что из (7) следует 1 .A H F H−= ⋅ ⋅  Действительно, 1· · ·W D F W DW −=  =  
1 1 1 1· · · · ·W F V AV W W F− − − −=  =   1 1 1 1 1· · · · · · · · .AV W V W F A H H F A H F H− − − − −=  =  =   

ii) Проверяется непосредственно, то есть ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )

'

''

''''

k

k

kk

n
k

x t

x t

x tx t

x t

 
 
 
 = =
 

… 
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( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'

''

'''

1 1 1'
1 11 1 1

k

k

k

n n n
n k n k k

x t

x t

x t

x t x t x t
− −

−

 
 
 
 = =
 

… 
 − − σ − − σ −…− − σ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

'

''

1 2 1
1

1 2 1

.

1 1

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

.

1

..  

1

 
0 0 0 1... ...

...

k

k

k k

n n n
n

n n n k

x t

x t

x t F x t

x t
− − −

− −

           = =             

⋅

− − σ − − σ − − σ − − σ

 

Необходимость. Пусть неверно, что ( )( ) ( )( )rang rang , , Λ.B B kλ = λ ∀λ ∈  Тогда 

{ } ( )( ) ( )( )1, 2, ,  : rang rang , .r rr n B B k∃ ∈ … λ ≠ λ  Из этого следует, что k-я координата собст-

венного вектора ,rv  соответствующего собственному значению rλ  равна 0. Общее реше-

ние системы (1) может быть представлено в виде [2–4; 8–12]: 
 

( )

( )
( )

( )

1 2

1

2
1 1 2 2 .n xx x

n n

n

x t

x t
x t c v e c v e c v e

x t

λ ⋅λ ⋅ λ ⋅

 
 
 = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +…+ ⋅ ⋅
 …
 
  

 

 

Отсюда находим ( ) 1 2 1
1 1 2 2 1 1 10r rx x x x

k k k r r k r rx t c v e c v e c v e c e c−λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅
− − += ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +…+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ×  

1
1 ,nr xx

r k n nkv e c v e+ λ ⋅λ ⋅
+× ⋅ +…+ ⋅ ⋅  где ikv  – эта k-я координата вектора .iv  Теперь несложно за-

метить, что ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 11', , , , , , , , , ,nr rn xx x x x
k k kSp x t x t x t Sp e e e e e− +− λ ⋅λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅… ⊂ … …  но в силу 

собственности вектора { } ( ) ( )1 2 1 1,  1, 2, , : , , , , , , .nr r xx x x x
r iv i n x t Sp e e e e e− + λ ⋅λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅ λ ⋅∃ ∈ … ∉ … …  Тео-

рема доказана. 

Замечание. Пусть система (1) относительно неизвестной функции ( )kx t  приводит-

ся к системе (2). Тогда все функции ( ) ( ) ( )1 2, , ..., nx t x t x t  системы (1) периодические тогда 

и только тогда, когда функция ( )kx t  периодична. 

 
Заключение 

В результате исследования для любой матрицы A, все собственные значения которой 

не кратны, найден простой критерий выразимости всех функций системы ( ) ( )x t A x t′ = ⋅  в 

виде линейных комбинаций производных ( )kx t  и доказана его корректность. Полученный 

результат может быть применен при исследовании решений системы ( ) ( )x t A x t′ = ⋅  на пе-

риодичность при применении метода сведения системы линейных дифференциальных 

уравнений относительно ( )kx t  к одному дифференциальному уравнению n-го порядка, по-
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зволяющего найти общее решение исходной системы в виде линейных комбинаций произ-

водных функции ( )kx t , при исследовании линейных систем на полную наблюдаемость. 
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