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Реализация задач с использованием метода конечных элементов (МКЭ) связа-
на, в первую очередь, с правильным подбором порядка аппроксимации функций 
формы, моделей поведения материалов, анализом характера сопряжения и выбо-
ром методик реализации. Выбор параметров численного решения влияет на вычис-
лительные процедуры. Решается задача о подборе параметров МКЭ и методов ее 
реализации, позволяющая получить рациональное соотношение времени счета и 
качества решения. Симплекс-элементы обладают функциями формы с линейными 
зависимостями от координат. Реализация МКЭ с использованием симплекс-
элементов зарекомендовала себя за последние десятилетия. При этом можно от-
метить неточности описания криволинейных границ объектов исследования, что 
может вносить дополнительные неточности в численное решение задачи. Элемен-
ты второго порядка позволят описывать криволинейные границы, но требуют боль-
ших затрат вычислительных мощностей, особенно при нелинейных задачах меха-
ники. Развитие численных прикладных программных пакетов с использованием 
сеточных методов и ресурсов вычислительной техники на настоящий момент по-
зволяет оценивать влияния степени аппроксимации МКЭ на решение задачи. В 
рамках исследования установлено, что в точке первоначального контакта «сталь –
полимер» наблюдается увеличение погрешности численного решения. Для анализа 
влияния порядка аппроксимации МКЭ на численное решение задачи рассмотрены 
элементы 1-го и 2-го порядка. Исследование выполнено в рамках классической 
задачи Герца. Помимо этого, для задачи о контакте сферического штампа со сталь-
ным полупространством через защитное полимерное покрытие толщиной от 4 до 12 
мм проведено исследование полученных решений при моделировании разных ха-
рактеров сопряжения контактных поверхностей. Выявлено, что наименьшее влия-
ние порядок элементов оказывает на решение задачи при идеальном контакте, 
наибольшее при фрикционном контакте. 
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Problems implementation using the finite element method (FEM) is primarily associ-
ated with the proper selection of approximation order of the shape functions, material 
behavior models, the coupling nature analysis and the implementation techniques choice. 
The choice of numerical solution parameters affects the computational procedures. The 
paper solves problem of the FEM parameters selection and its realization methods in 
order to achieve a reasonable balance between the counting time and the solution quality. 
Simplex elements have shape functions with linear dependences on the coordinates. The 
FEM implementation with the use of simplex elements has proven itself during the last 
decades. However, one can note the description inaccuracy of curvilinear boundaries of 
research objects, which can introduce additional inaccuracies in the problem numerical 
solution. Second-order elements will allow describing curvilinear boundaries, but require a 
large expenditure of computational power especially for nonlinear mechanics problems. 
The development of numerical application software packages allows us to evaluate the 
influence of the FEM approximation degree on the problem solution with the use of grid 
methods and computer resources at the present time. The paper found that an increase 
in the numerical solution error is observed at the point of initial steel – polymer contact. 
The study considers the elements of order 1 and 2 to analyze the influence of the FEM 
approximation order on the problem numerical solution. The study is carried out within the 
framework of the classical Hertz problem. In addition the paper investigate obtained solu-
tions for modeling different characters of contact surface coupling for the problem of con-
tact between a spherical die and a steel half-space through a protective polymer coating
4 mm to 12 mm thick. The study reveal that the elements order has the least influence on 
the problem solution at ideal contact and the greatest one at frictional contact. 
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Введение 

Для решения задач прикладной механики и компьютерного инжиниринга применяются 
численные методы: метод конечных разностей [1], метод конечных элементов (МКЭ) [2], 
метод граничных элементов [3] и их различные модификации [4; 5]. Преимущества числен-
ных сеточных методов [6; 7]: постановка задачи, понятная инженерам-исследователям; воз-
можность моделирования геометрически сложных объектов; быстрота и удобность получе-
ния результатов; экономичность и т.д. Метод конечных элементов [8–11] развивается с 50-х 
гг. прошлого века и получил широкое распространение в прикладных инженерных пакетах: 
ABAQUS, ANSYS, SFX и т.д. При этом вычислительные алгоритмы, реализованные в про-
граммах, не стоят на месте и постоянно совершенствуются с точки зрения качества решения 
и затрат ресурсов вычислительной техники. Прикладные пакеты инженерного анализа по-
зволяют решить большинство линейных и нелинейных, стационарных и нестационарных 
пространственных задач механики деформируемого тела, механики жидкости и газа, газо-
гидродинамики, теплофизики, электродинамики, акустики [12]. Математические основы 
МКЭ, заложенные в прикладных пакетах, включают разную степень аппроксимации эле-
ментов. Симплекс-элементы с линейной аппроксимацией широко используется при реализа-
ции задач в рамках МКЭ [4; 13; 14]. При этом можно отметить недостаток такой постановки 
для криволинейных границ объектов исследования. Использование элементов более высоко-
го порядка может улучшить получаемые результаты, т.е. максимально близко описать пове-
дение конструкции к реальной ее работе. Однако при использовании таких элементов в разы 
увеличивается количество узловых неизвестных, что, в свою очередь, может привести к за-
грузке вычислительных систем, особенно при реализации нелинейных задач механики. По-
этому очень важно правильно подобрать тип конечных элементов в зависимости от геомет-
рии модели, получаемых результатов в ходе решения численной задачи и т.д. 

Анализ деформирования полимерных материалов, применяемых как защитные и ан-
тифрикционные покрытия и прослойки, относится к нелинейным задачам механики де-
формируемого твердого тела [15–16]. Не линейны не только модели поведения таких ма-
териалов, а также характер их сопряжения с соседними объектами. Производители различ-
ных конструкций и их элементов имеют большой спрос на производство, исследование и 
развитие как полимерных материалов, так и композиционных материалов на их основе 
[17–20]. Такие материалы применяются в разнообразных промышленных областях [21–23]. 
Одним из популярных полимерных материалов является политетрафторэтилент, или мо-
дифицированный фторопласт, также существует большое разнообразие композиционных 
материалов на его основе [24–26]. Данные материалы часто используются в качестве за-
щитных покрытий [27–29], функциональных мембран [30], полимерных стентов [31].  

При изготовлении полимерных материалов и/или последующей обработке [32] их по-
верхности имеют различную степень шероховатости. Ее уровень оказывает влияние на ра-
боту конструкции, долговечность, износостойкость [33–37] и т.д. Материалы работают в 
рамках трибологии в качестве защитных покрытий различной толщины [38], обладают раз-
ной шероховатостью и взаимодействуют с металлическими и неметаллическими поверхно-
стями сопряжения с разным характером обработки, что влияет на контактное взаимодейст-
вие объектов. Чаще всего при моделировании контактных узлов моделируют элементы кон-
струкции с идеальным контактом. Однако в условиях реальной работы конструкции такой 
вид контакта слабо возможен, а для приближения численного моделирования конструкции к 
ее реальной работе и более точного описания напряженно-деформированного состояния 
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(НДС) и прогнозирования ее деформационного поведения необходимо использовать другие 
варианты характера сопряжения. 

Таким образом, актуальны исследования, включающие разные факторы, влияющие на 
численное решение задачи, в том числе и для канонической геометрии объектов. Реализа-
ция задач с анализом влияния аппроксимации МКЭ должна верифицироваться на моделях 
с известными решениями, с дальнейшим переходом к моделям объектов и систем. В рабо-
те рассмотрена нелинейная задача механики о контактном деформировании защитного по-
лимерного покрытия разной толщины с тремя вариантами сопряжения «полимер – полу-
пространство» для двух вариантов аппроксимации конечных элементов (КЭ). Верифика-
ция задачи выполнена на классической задаче контакта Герца. 
 
1. Постановка задачи 

Рассмотрено две расчетные схемы (рис. 1): классическая задача Герца о контакте сфе-
рического индентора (1) и полупространства (2); задача о контакте индентора (1) с полу-
пространством (2), покрытым защитным полимерным слоем (3). 
 

 
                                             а                                                                            б 

Рис. 1. Контакт полупространства со сферическим индентором: 
а – полимерное полупространство; б – с учетом полимерного защитного слоя 

Расчетная схема 1 (см. рис. 1, а) используется для верификации численного решения, 
выполненного в пакете конечно-элементного анализа ANSYS с использованием языка 
APDL. При этом индентор выполнен из стали, а полупространство из радиационно-
модифицированного фторопласта-4 [39]. Модифицированный фторопласт является анти-
фрикционным полимером, который используется в качестве относительно тонких покры-
тий и прослоек в узлах трения [39; 40]. Расчетная схема 2 (см. рис. 1, б) направлена на ана-
лиз влияния толщины покрытия из модифицированного фторопласта при разном характере 
сопряжения с поверхностью металлического полупространства на контактное деформаци-
онное поведение полимерного материала. Модифицированный фторопласт моделируется в 
рамках деформационной теории пластичности. Основные геометрические размеры моде-
лей: 0,2R =  м, 0,044H =  м, 0,31L =  м. Сила индентирования постоянна и равняется 

1000 Н. Толщина защитного покрытия изменяется в пределах от 4 до 12 мм. Отброшенные 
части полупространства заменяются условиями симметрии. 

На границе сопряжения «индентор – полимер» реализовано фрикционное контактное 
взаимодействие с постоянным трением 0,04. В зоне сопряжения «полимер – полупростран-
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ство» реализуется три типа контакта: идеальный, созданный посредством КЭ-сетки; фрик-
ционный, соответствующий полированной поверхности металла; полная адгезия, соответ-
ствующий шероховатой поверхности. Математическая постановка задачи фрикционного 
контакта упругих тел через упругопластическую прослойку ранее была описана в [41]. Ус-
ловия идеального контакта и полной адгезии описаны в [42]. В классической задаче Герца 
в зоне сопряжения «индентор – полимер» реализовано проскальзывание без трения [42]. 

Ранее было установлено увеличение погрешности численного решения от аналитики в 
области первоначального контакта «индентор – полупространство» при моделировании 
МКЭ с использованием симплекс-элементов. Таким образом, в рамках данной работы вы-
полняется оценка влияния порядка аппроксимации КЭ на численное решение нелинейных 
задач механики контактного взаимодействия. Рассматриваются два вида КЭ: 4-узловой 
изопараметрический плоский элемент с линейной аппроксимацией; 8-узловой изопарамет-
рический плоский элемент с квадратичной аппроксимацией. Оба рассматриваемых элемен-
та позволяют моделировать осесимметричные задачи. Для зон сопряжения используются 
контактные элементы с аналогичной аппроксимацией. 
 
2. Анализ влияния порядка аппроксимации элементов 
на численное решение задачи 

В работе [41] было установлено, что при толщине прослойки 4 мм достаточно 16 эле-
ментов по толщине для обеспечения достаточно качественной картины изменения дефор-
мационных и контактных параметров. Для оценки влияния дискретизации системы на ре-
шение задачи Герца при разной аппроксимации элементов рассмотрим два варианта КЭ-
сетки, базирующихся на величине конечных элементов области контакта и на толщине 
предполагаемой прослойки (e_size 4=  мм – минимальная толщина прослойки): e_size 16  

и e_size 32.  При удалении от области контакта размер элемента градиентно увеличивает-

ся, максимальный размер элемента 0,5 мм. 
Для оценки влияния порядка КЭ на полученное решение будет проведен сравнитель-

ный анализ с аналитическим по формуле (1):  

 100
а ч

K K

K а
K

P P
P

P

−
Δ = ⋅  %, (1) 

где а
KP  – аналитическое решение задачи, взятое за эталонное; ч

KP  – численное решение задачи. 

На рис. 2 представлено влияние степени дискретизации системы на численное реше-
ние задачи Герца при разной аппроксимации КЭ и характер распределения контактного 
давления. 

Характер распределения контактного давления не зависит от порядка элементов и 
степени дискретизации системы. При этом можно отметить, что основные различия реше-
ний с элементами 1-го и 2-го порядка аппроксимации наблюдаются вблизи точки первона-
чального контакта с индентором: погрешность решения элементами 1-го порядка больше 
на 0,3–0,5 %. Максимальная погрешность численного решения наблюдается вблизи края 
области контакта и составляет около 8,5 и 10 % для элементов 1-го и 2-го порядков соот-
ветственно ( e_size 16 ). Данный эффект во многом связан с канонической формой распре-

деления контактного давления в аналитике. Численное решение позволят получить более 
реальный характер сопряжения. Среднеарифметическая погрешность контактного давле-
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ния на основной площади контакта имеет малые отличия для элементов 1-го и 2-го поряд-
ка аппроксимации. Можно отметить, что погрешность численного решения с симплекс-
элементами меньше, чем при элементах с квадратичной аппроксимацией. Данный факт 
может быть связан с тем, что классическая задача Герца реализуется в рамках линейной 
теории упругости. Дальнейшее решение задач будет вестись на сетке с размерами конеч-
ных элементов в области контакта и полимерной прослойки e_size 16 . 

 

 

Рис. 2. Характер распределения контактного давления (а) 
и среднеарифметическая погрешность по основной площадке контакта (б) 

3. Анализ влияния порядка аппроксимации элементов на решение 
нелинейных задача механики контактного взаимодействия 

Выполнена серия численных экспериментов для двух вариантов аппроксимации КЭ 
для расчетной схемы 2 (см. рис. 1, б). Получены поля распределения параметров НДС и 
контакта, а также зависимости параметров от толщины слоя скольжения и характера со-
пряжения защитного полимерного слоя и полупространства. 

Характер распределения контактного давления в целом похож на классическую задачу 
Герца (рис. 3, а), при этом из-за реализации трения на поверхности сопряжения «индентор – 
покрытие» в узле появляется контактное касательное напряжение (рис. 3, б), идеальный 
контакт на 

2KS . 

 

 
                                                     а                                                                   б 

Рис. 3. Параметры контакта 
1KS  при идеальном сопряжении 

2KS : 

а – контактное давление; б – контактное касательное напряжение 
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Толщина полимерного слоя оказывает значительное влияние на уровни параметров 
контакта и площадь пятна контакта. При идеальном контакте влияние порядка конечного 
элемента на решение незначительно (рис. 4). 
 

 

Рис. 4. Решение задачи при идеальном контакте на 
2
:KS  a – max KP  на 

1
;KS  б – max Kτ  на 

1
;KS  

в – max ;
PИ

ε  г – среднеарифметическое отличие параметров НДС 

Характер изменения параметров НДС и контакта не зависит от порядка аппроксима-
ции элементов. Для всех характеров сопряжения отличия решений с элементами 1-го и 
2-го порядка аппроксимации вычисляются по формуле (2), где за эталонное значение вы-
браны параметры решения с 1-м порядком аппроксимации элементов: 
 

 1 2 1 100X X X XΔ = − ⋅  %, (2) 
 

где 1X  – решения с элементами 1-го порядка аппроксимации; 2X  – решения с элементами 
2-го порядка аппроксимации; X  – параметры НДС и контакта. 

Отличия контактных параметров на 
1KS  между решениями с элементами 1-го и 2-го по-

рядка аппроксимации возрастают при увеличении толщины полимерного слоя. Отличия кон-
тактного давления не превышают 0,5 %. Контактное касательное напряжение зависит от по-
рядка аппроксимации незначительно до толщины прослойки 10 мм ( KΔτ  менее 3 %), при 

толщине прослойки 12 мм KΔτ  ~ 10 %. Отличия параметров НДС не превышают 0,3 %. При 

этом нет четкой зависимости от толщины покрытия: при увеличении толщины до 8 мм отли-
чие параметров НДС снижается, а при дальнейшем увеличении толщины – возрастает. 
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На рис. 5 показаны зависимости решения от аппроксимации элементов при полной ад-
гезии на границе сопряжения «покрытие – полупространство». 
 

 

Рис. 5. Решение задачи при полной адгезии на 
2
:KS  a – max KP  на 

1
;KS  б – max Kτ  на 

1
;KS  

в – max ;
PИ

ε  г – среднеарифметическое отличие параметров НДС 

Параметры НДС полученные в рамках МКЭ с элементами 2-го порядка значительно ни-
же. Контактные параметры мало зависят от порядка аппроксимации элементов: KPΔ  менее 

3 %; KΔτ  менее 3,5 %. Характер зависимости параметров контакта от толщины покрытия не 

зависит от порядка элементов. При этом параметры НДС решения с элементами 1-го порядка 
аппроксимации выходят на асимптоту при толщине более покрытия 8 мм, что не наблюдается 
у элементов 2-го порядка. Параметры НДС решения с квадратичными элементами снижаются 
при увеличении толщины покрытия на всем диапазоне. Интенсивность напряжений и полных 
деформаций максимально отливаются на 17 и 24 % соответственно. Максимальное влияние 
порядок элементов оказал на интенсивность пластических деформаций (максимально около 
60 %), что связано с нелинейным деформированием материала покрытия. 

На рис. 6 показаны зависимости решения от аппроксимации элементов при фрикци-
онном контакте на границе сопряжения «покрытие – полупространство». 

При анализе влияния толщины слоя скольжения на деформационные и контактные 
параметры прослеживается тенденция уменьшения максимальных значений всех рассмат-
риваемых параметров. 

Порядок элементов оказывает значительное влияние на характер изменения деформаци-
онных характеристик от толщины покрытия. При толщине 4 мм интенсивность напряжений 
решения с элементами 2-го порядка выше, что не наблюдалось при других вариантах контакта 
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«покрытие – полупространство». Интенсивности деформаций при толщине покрытия 4–6 мм 
имеют малые отличия при разном порядке аппроксимации элементов. При толщинах более 
6 мм наблюдается плавное снижение уровня параметров НДС при элементах 2-го порядка; 
решение выходит на асимптоту при элементах 1-го порядка. Характер изменения параметров 
контакта имеет малые отличия от других вариантов сопряжения на 

2KS , отличия решений 

элементами 1-го и 2-го порядка не превышают 5 %. Максимальные отличия параметров НДС 
решения элементами 1-го и 2-го порядка идентичны полной адгезии. 
 

 

Рис. 6. Решение задачи при фрикционном контакте на 
2
:KS  a – max KP  на 

1
;KS  б – max Kτ  на 

1
;KS  

в – max ;
PИ

ε  г – среднеарифметическое отличие параметров НДС 

Нелинейное поведение материала покрытия оказывает влияние на интенсивность пла-
стических деформаций, что следует из решения задач при идеальном контакте на границе 
сопряжения «покрытие – полупространство». Отличия остальных контактных и деформа-
ционных параметров минимальное, что связано с привязкой полей перемещений, напря-
жений и деформаций покрытия на границе сопряжения 

2KS  к линейно упругому телу. Вве-

дение в модель нелинейного контактного взаимодействия между покрытием и полупро-
странством оказывает влияние как на параметры контакта (в пределах 5 %), так и на 
деформационные характеристики (до 60 %). 

Снижение максимального уровня параметров НДС и контакта во многом связано с 
изменением площади контактного сопряжения (рис. 7). 

Отмечается, что минимальную площадь контакта имеет модель, реализованная с иде-
альным характером сопряжения. Максимальная площадь контакта приходится на модель, 
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учитывающую фрикционный характер сопряжения, однако модель с полной адгезией дос-
тигает тех же значений при толщине слоя скольжения 12 мм. На параметры НДС также 
оказывает значительное влияние пластическое течение полимерного материала в области 
первоначального контакта с индентором. 
 

 
                                а                                                      б                                                      в 

Рис. 7. Зависимость радиуса площадки контакта от толщины покрытия: 
а – идеальный контакт; б – полная адгезия; в – фрикционный контакт 

Заключение 

Рассмотрено влияние порядка аппроксимации элементов на численное решение задачи 
о контактном взаимодействии сферического стального штампа со стальным полупростран-
ством через упругопластическое полимерное покрытие. Задача рассматривалась при раз-
ной толщине покрытия и характере сопряжения с полупространством. Верификация чис-
ленного решения при разной аппроксимации элементов выполнена на классической задаче 
контакта Герца. Установлено, что при линейном поведении материалов численные реше-
ния задачи Герца максимально отличаются в области первоначального контакта индентора 
и полупространства. При нелинейном поведении материалов и нелинейном характере со-
пряжения покрытия и полупространства наблюдаются значительные отличия решений 
элементами 1-го и 2-го порядка по параметрам НДС. Сравнительный анализ показал, что: 

– наименьшее влияние на численное решение (контактные и деформационные пара-
метры) порядок элементов оказывает при реализации идеального контакта для всех вари-
антов толщины слоя скольжения; 

– при использовании элементов второго порядка присутствует более равномерное распре-
деление контактных параметров, особенно в зонах первоначального и пограничного контакта; 

– установлено, что порядок конечных элементов оказывает достаточно большое влия-
ние на полученные значения деформационных параметров. При этом уровень параметров 
достаточно мал, что при рассмотрении напряженно-деформированного состояния конст-
рукции в целом незначительно. 

Выдвинуто предположение, что элементы 2-го порядка лучше подходят для решения за-
дачи о сопряжении элементов с неканоническими геометриями, при нелинейном поведении 
материалов и контакте. Однако требуется уточнение о влиянии порядка элементов на решение 
задач для моделей реальных конструкций с оценкой загрузки вычислительной техники. 
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