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Выделяется класс конечномерных систем нелинейных дифференциальных 
уравнений, для которых существует способ представить точное аналитическое ре-
шение в виде квадратур. Частный случай системы выделенного класса применяет-
ся в качестве набора ограничений типа равенств для задачи оптимального управ-
ления замкнутым конечномерным рынком труда с общим коэффициентом селекции –
параметром управления исследуемой системой. Уточняются определения квали-
фикационных категорий субъектов рынка труда с учетом физического смысла их 
поведения в исследуемой системе. Вводятся коэффициенты качества удовлетво-
рения спроса на труд, представляющие собой усредненную разность между опла-
той труда и доходом от деятельности субъектов каждой их трех квалификационных 
категорий. Вводится функция качества управления системой рынка труда, пред-
ставляющая собой сумму произведений функций долей субъектов каждой из трех 
квалификационных категорий на их коэффициенты качества. Рассматриваются 
рынки труда с различными соотношениями коэффициентов качества. Показано, что 
случай, когда коэффициент качества субъектов низкой квалификационной катего-
рии выше коэффициента качества субъектов высокой квалификационной категории, 
противоречит физическому смыслу модели. Для каждой рассматриваемой системы 
рынка труда построены графики функции качества от параметров управления. При-
ведены примеры реальных рынков труда для каждого физически допустимого соот-
ношения коэффициентов качества. Показано, что оптимальное управление систе-
мой рынка труда не обязательно означает устремление параметра управления к 
его крайним значениям. Построен график функции качества управления реально 
существующего рынка труда с градообразующим предприятием, в качестве которо-
го выбран рынок труда пос. Сылва Пермского края, и определены оптимальные 
значения параметров управления. 
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The paper separates a class of finite-dimensional systems of nonlinear differential 
equations, the exact analytical solution of which can be represented in the form of 
quadratures. The paper uses a particular case of the system of the separated class as a 
set of equality constraints for the problem of optimal management of a closed finite-
dimensional labor market with a common selection coefficient – the management 
parameter for the system under study. The paper specifies the definitions of the 
qualification categories for labor market subjects, with allowance for the physical meaning 
of their behavior in the system under study. It introduces quality factors for meeting the 
demand for labor, which are the averaged difference between the remuneration of labor 
and proceeds of the activities of subjects at each of the three qualification categories. It 
introduces a quality function in respect of the management of the labor market system, 
which is a sum of the products of the functions of the shares owned by the subjects at 
each of the three qualification categories by their quality coefficients. It considers labor 
markets with different ratios of quality factors. The case where the quality factor of
subjects of a low qualification category is higher than that of a high qualification category 
has been shown to contradict the physical meaning of the model. Quality function vs 
management parameter curves are plotted for each labor market system under study. 
The paper gives examples of real-life labor markets for every physically admissible ratio 
of quality factors. The optimal management of the labor market system is shown to not 
necessarily imply that the management parameter tends to its extreme values. The paper 
plots a management quality function for a real-life labor market with a city-forming 
enterprise exemplified by the labor market of the village of Sylva, the Perm Territory, and 
determines the optimal values of management parameters. 
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Введение 

Конъюнктура рынка труда – один из важнейших критериев функционирования эконо-
мической системы. Продукты, поступающие на рынок и выступающие в качестве товаров, 
создаются исключительно трудом. Участником этого процесса является трудоустроенное 
население, которому, в свою очередь, можно противопоставить безработных, поэтому во-
просы управления рынком труда никогда не теряют своей актуальности [1]. 

Для предложенной в статье [2] конечномерной стохастической математической моде-
ли рынка труда в работе [3] сформулирована задача оптимального управления на основе 
принципа максимума Понтрягина [4], а в [5] для модели из статьи [2] предложена матема-
тическая модель оптимального управления рынком труда в виде квадратичного функцио-
нала интегрального типа. Здесь предлагается задача оптимального управления рынком 
труда для конечномерной детерминированной модели [6]. 

В общем виде задача оптимального управления формулируется следующим образом [1]. 
Пусть: управление ( ) [0; ]u С T⋅ ∈ ; вектор-функция состояния ( ) [0; ]х T⋅ ∈ ; функционал качества 

( ( ), ( ))I u x⋅ ⋅ ; ограничения типа равенств ( ( ), ( ), ( )) 0F u x x⋅ ⋅ ⋅ = представляют собой заданную 

систему нелинейных дифференциальных уравнений.  
Требуется найти такие ˆ ˆ( ), ( )u x⋅ ⋅ , сообщающие экстремум функционалу качества 

 

( ( ), ( )) max,I u x⋅ ⋅ →  
 

при ограничениях типа равенств:  
 

 ( ( ), ( ), ( )) 0F u x x⋅ ⋅ ⋅ = , *(0)x х= , **( )x T х=   (1) 
 

и неравенств:  
 

*| ( ) |u t u≤ , [0; ]t T∈ . 
 

Для общего случая условие существования экстремали и условие экстремума в задаче 
(1) сформулированы в виде теоремы Понтрягина в [7]. 
 
1. Модель замкнутой системы рынка труда 

Рассмотрим более подробно ограничения типа равенств (1). В качестве них может 
служить система нелинейных дифференциальных уравнений, представленная в [6] в виде 
детерминированной модели. Функциями состояний здесь выступают доли специалистов 
различной категории, имеющиеся на рынке труда, а управлениями – коэффициенты селек-
ции. Тогда ограничения в понтрягинской форме для задачи оптимального управления 
рынком труда могут быть представлены в виде (2): здесь A – общее число специалистов 
высокой категории на рынке труда, В – общее число специалистов средней категории на 
рынке труда, G – общее число специалистов низкой категории на рынке труда, M – общее 
число рабочих мест, занятых на предприятии, N – общее число безработных на рынке тру-
да, q – количество подразделений предприятия; ki – коэффициенты селекции [8]. При этом 

( )i tα  – доля специалистов высокой категории i-го подразделения среди всех трудоустро-

енных субъектов рынка труда; ( )i tβ  – доля специалистов средней категории i-го подразде-

ления среди всех трудоустроенных субъектов рынка труда; ( )i tγ  – доля специалистов низ-

кой категории i-го подразделения среди всех трудоустроенных субъектов рынка труда.  
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Отметим, что ( )i tα , ( ), ( )i it tβ γ  – неизвестные функции, тогда как A, B, G, M, N, n, ki – 

целые положительные константы. По определению ( )i tα , ( ), ( )i it tβ γ  

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) 1.
n n n

i i i
i i i

t t t
= = =

α + β + γ ≡    (3) 

Отметим, что функции состояния и коэффициенты селекции по определению [8] мо-
гут принимать значения только из заданного отрезка: 

 

( ) [0;1]

( ) [0;1]

( ) [0;1]

(0;1]

i

i

i

i

t

t

t

k

α ∈
β ∈
γ ∈
 ∈

 (4) 

Нахождение аналитического решения системы (2) подробно описано в [6], а прикладному 
применению модели (2) посвящены работы [8; 9]. Согласно полученным в [8; 9] результатам 
показано, что константы ki определяют состояние конъюнктуры рынка труда в каждый мо-
мент времени. Поэтому их можно выбрать в качестве параметров управления в задаче (1). 

В [6] даны первоначальные определения уровням квалификации субъектов рынка тру-
да. Учитывая (2), скорректируем их следующим образом: 
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• субъекты высокой категории (α) – работники, которые не увольняются ни в какой 
момент времени; 

• субъекты низкой категории (γ) – работники, которые увольняются в каждый момент 
времени;  

• субъекты средней категории (β) – работники, из которых в каждый момент времени 
увольняется доля, равная коэффициенту селекции k. 

Теперь можно сформулировать классическую задачу оптимального управления рын-

ком труда с n источниками спроса для частного случая 1
ˆ... nk k k= = = . 

 

2. Оптимальное управление рынком труда с общим 
коэффициентом селекции 

Пусть rα  – усредненный коэффициент полезности каждого отдельно взятого субъекта 

высокой категории, rβ  – усредненный коэффициент полезности каждого отдельно взятого 

субъекта средней категории, rγ  – усредненный коэффициент полезности каждого отдельно 

взятого субъекта низкой категории. Коэффициент полезности каждого субъекта представ-
ляется в виде нормированной разности между издержками на оплату труда и доходом от 
труда субъекта – КПД, качество удовлетворения спроса на труд (далее – коэффициент ка-

чества). Тогда в случае 1 2
ˆ...k k k= = =  управление ˆ( )u k⋅ ≡ , где ˆ (0;1]k ∈ ; функции состоя-

ния системы 1 1 1( ) ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))n n nх t t t t t t⋅ = α α β β γ γ . Функционал эффективности 

управления динамикой кадров на рынке труда можно представить в виде: 
 

0

( , ) ( )
T

I u x r r r dtα α β β γ γ= σ + σ + σ , 

где  

1

ˆ( , ),
n

i
i

k tα
=

σ = α
1

ˆ( , ),
n

i
i

k tβ
=

σ = β  
1

ˆ( , ).
n

i
i

k tγ
=

σ = γ  

 

Таким образом, функционал ( , )I u x  представляет собой соотношение «цена – качест-

во» для всех трудоустроенных кадров на рынке труда. Поскольку в качестве параметра 

управления выбран коэффициент селекции k̂ , задача максимизации эффективности управ-
ления динамикой кадров сводится к максимизации значения подынтегрального выражения 
на границе Т. Тогда задачу оптимального управления рынком труда в частном случае 
можно сформулировать в следующем виде: 

Найти *k̂  такое, что * * *ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) maxI u x r k T r k T r k Tα α β β γ γ= σ + σ + σ →  при ограниче-

ниях типа равенств (2) и (3) и неравенств (4). 
Учитывая, что функции состояния системы рынка труда с общим коэффициентом се-

лекции находятся аналитически [4], задача оптимального управления динамикой кадров на 

рынке труда может быть решена путем нахождения *ˆ ,k  при котором *ˆ( )I k  принимает мак-

симальное значение в момент времени t T= .  
 

3. Решение задачи оптимального управления для различных рынков труда 

C помощью пакета программ Wolfram Mathematica на основе найденных в [6] аналити-

ческих решений (2) были построены графики функции ˆ( )I k на ˆ (0;1]k ∈  для различных зна-
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чений констант , , .r r rα β γ  Например, очевидно, что при r r r rα β γ= = =  функция в силу (2) 

примет вид ˆ( )I k r= . 
 

 

Рис. 1. График функции соотношения «цена – качество» для всех трудоустроенных кадров 
на рынке труда для случая равенства коэффициентов полезности 

Этот тривиальный, на первый взгляд, случай описывает рынок труда, на котором ка-
чество удовлетворения спроса на труд не зависит от квалификации трудоустроенного 
субъекта. Таковым можно считать, например, рынок труда курьеров по доставке еды, рас-
клейщиков объявлений или операторов call-центров. График на рис. 1 подтверждает ус-
пешное прохождение проверки модели на адекватность. 

На рис. 2 представлен один из случаев ,r r rα β γ> >  т.е. качество удовлетворения спроса на 

труд положительно коррелирует с уровнем квалификации работника. Стандартная ситуация, 
если обратиться к первоначальным определениям квалификации субъекта рынка труда [9]. 

ˆ( )I k  непрерывно возрастает на ˆ (0;1]k ∈ , что можно трактовать как рекомендацию по 

возможности увеличивать коэффициент селекции до 1. Оптимальное управление в данном 
случае подразумевает увольнение всех субъектов средней категории, что может оказать 
неблагоприятное влияние на мотивированность потенциально полезных кадров [9]. 

Аналогичное явление наблюдается, когда корреляция между квалификацией субъекта 
рынка труда и качеством удовлетворения спроса на труд отсутствует: Для r r rα γ β> >  гра-

фик ˆ( )I k  на ˆ (0;1]k ∈  не отличим от графика на рис. 2. Оптимальное управление опять же 

подразумевает увольнение всех субъектов средней категории, так как они обходятся ком-
пании дороже, чем субъекты высокой и низкой категорий. Такие случаи можно применить 
к описанию рынков труда, на которых продвижение по карьерной лестнице связано с оп-
ределенными трудностями, поскольку затраты на повышение квалификации трудоустро-
енных кадров не окупаются. Это касается, в первую очередь, таких источников спроса на 
труд, которые готовы взять на работу студентов без опыта для накопления трудового ста-
жа по специальности. Например, начинающие ИТ-компании с высокой текучестью кадров. 

Если применить такому рынку труда гипотезу С из [7; 8], согласно которой субъектами 
низкого уровня квалификации считаются вакантные должности, то на всех источниках спроса 

0rγ =  по определению. Случай r rγ α>  либо невозможен, либо означает, что оптимальным 

решением для такого источника спроса на труд будет прекращение деятельности. Что касается 
случая r r rα γ β> > , где 0,rγ =  налицо следующая ситуация. Допустим, некая фирма берет на 
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работу соискателей без опыта с испытательным сроком T. Условие успешного прохождения 
испытательного срока таково, что в момент T суммарный доход фирмы от деятельности ра-
ботника превышает суммарные расходы на оплату его труда. Предлагаемая модель позволяет 

определить, при каком k̂  для заданных начальных условий фирма будет иметь максимальный 

размер чистой прибыли в момент T, заведомо зная, что 0.rβ <  Если данная фирма является гра-

дообразующим предприятием, то модель применима ко всему рынку труда на макроуровне. 
 

 
Рис. 2. График функции соотношения «цена – качество» 

для всех трудоустроенных кадров на рынке труда для rα > rβ > rγ 

Как уже было сказано выше, гипотеза С из [7; 8] неприменима к рынку труда, где 
r r rγ α β> >  или .r r rγ β α> >  Ситуация, когда наилучшее качество удовлетворения спроса 

на труд демонстрируют работники низкой квалификационной категории, вообще говоря, 
противоречит первоначальным определениям квалификационных категорий [9]. Такое яв-
ление может наблюдаться только в так называемых «фирмах-однодневках», но такие ис-
точники спроса на труд не могут оказывать особенного влияния на всю систему рынка 
труда и тем более не бывают градообразующими предприятиями, поэтому в рамках теку-
щего исследования рассматривать ситуации r rγ α>  мы не будем. 

Осталось прокомментировать рынок труда, где r r rβ α γ> > , т.е. наилучшее качество удов-

летворения спроса на труд демонстрируют субъекты средней квалификационной категории. Та-
кая ситуация возникнет, если к рынку труда предприятий, где качество удовлетворения спроса 
на труд не коррелирует с уровнем квалификации работников, применить гипотезу С из [7; 8]. 

Получится, что ,r r rβ α γ> >  где 0.rγ =  График ˆ( )I k  для такого случая представлен на рис. 3. 

Это легко объясняется тем, что субъекты средней квалификационной категории, долю 

увольнения которых и показывает ˆ,k  во всех этих случаях обходятся предприятию дешев-

ле всего. В качестве примера можно привести опять же фирмы с высокой текучестью кад-
ров, предлагающие, например, мотивацию на долгосрочное сотрудничество в виде допла-
ты за стаж. Такое явление иногда наблюдается в вышеупомянутых источниках спроса на 
труд курьеров по доставке еды или операторов call-центров, но ситуация ,r r rβ α γ> >  где 

0,rγ =  может описывать также рынок труда профессиональных спортсменов, которые за-

ключают контракты с клубами на фиксированную сумму, с размером которой далеко не 
всегда коррелирует качество удовлетворения спроса на их спортивные навыки. 
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Рис. 3. График функции соотношения цена-качество 

для всех трудоустроенных кадров на рынке труда для rβ > rα > rγ 

Однако неверно было бы полагать, что оптимальное управление рынком труда во всех 

случаях подразумевает устремление k̂  к его крайним значениям. Рассмотрим пример ре-

ально существующей системы рынка труда, для которой на ˆ (0;1]k ∈  существует опти-

мальное управление такое, что 0
ˆ
I

k

∂ =
∂

. 

 

4. Оптимальное управление рынком труда пос. Сылва Пермского края 

На градообразующем предприятии АО «Пермская птицефабрика» положим 
r r rα β γ> >  и обратим внимание на график ˆ( )I k  при заданных начальных условиях таких, 

что значения констант функций состояния системы ( )х ⋅  характеризуют рынок труда по-

селка Сылва Пермского края на 2022 г. [7]. Пусть 0,rγ =  тогда уравнение 0
ˆ
I

k

∂ =
∂

 имеет 

единственное решение на отрезке ˆ (0;1]k ∈ , и * * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(0;1] : (0;1] /{ } ( ) ( )k k k I k I k∃ ∈ ∀ ∈ >  в мо-
мент времени ,t T=  показанное на рис. 4.  
 

 
Рис. 4. График функции соотношения «цена – качество» для всех трудоустроенных кадров 

на рынке труда пос. Сылва Пермского края при заданных значениях rα, rβ, rγ 

По состоянию на 2022 г. на градообразующем предприятии рынка труда пос. Сылва 
Пермского края коэффициент селекции, согласно выбранному выше способу присвоения 
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квалификационных категорий, был равен 0,36. Если принять гипотезу о том, что коэффи-
циент селекции градообразующего предприятия задает коэффициент селекции рынка тру-
да всего поселка, то оптимальное управление рынком труда пос. Сылва Пермского края 
предполагает увеличение коэффициента селекции на градообразующем предприятии до 
значения 0,49. Например, за счет ужесточения требований к соискателям вакантных долж-
ностей или проведения внутренних тестов на профпригодность. 
 

Заключение 

Для предложенной в статье [6] модели замкнутого рынка труда уточнены определения ква-
лификационных категорий, введены коэффициенты качества и функция управления системой. 
Сформулирована и решена задача оптимального управления для любого рынка труда с физиче-
ски допустимым соотношением коэффициентов качества, также приведены примеры рынков 
труда для каждого случая. На примере реально существующей системы рынка труда пос. Сылва 
Пермского края показано, что оптимальное управление рынком труда не всегда означает уст-
ремление параметра управления – коэффициента селекции – к его крайним значениям [10–13]. 

Впервые введенные в данном исследовании коэффициенты качества позволяют учесть 
в модели оплату труда субъектов. В дальнейшем возможно рассмотреть коэффициенты 
качества как функции от времени, так как усредненная оплата труда по субъектам всех 
трех уровней квалификации на длительных временных отрезках может меняться. 
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