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ТЕРМОМЕХАНИКА ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ 

В ФЕРРОМАГНИТНЫХ СПЛАВАХ С ПАМЯТЬЮ ФОРМЫ 

ПРИ КОНЕЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ 

В рамках конечных деформаций построена модель поведения ферромагнитных материа-
лов, испытывающих аустенитно-мартенситный фазовый переход в процессе деформирования 
в температурных и магнитных полях. Представлены кинематические и определяющие уравнения, 
удовлетворяющие принципам термодинамики и объективности как для мартенситной и аустенит-
ной фаз, так и для смешанного аустенитно-мартенситного состояния, которое имеет место в про-
цессе размытого фазового перехода первого рода. Получены соотношения, описывающие сдвиг 
характеристической температуры фазового перехода в соответствии с обобщенным законом 
Клапейрона–Клаузиуса. Данный сдвиг определяется напряжением, возникающим в теле в про-
цессе его деформации, и управляется внутренним магнитным полем, наведенным в материале 
с помощью внешнего магнитного поля. Для верификации предложенной модели использованы 
имеющиеся экспериментальные данные, описывающие поведение ферромагнитных сплавов 
с памятью формы. 

Ключевые слова: фазовый переход, ферромагнитные материалы, память формы, ко-
нечные деформации, определяющие уравнения. 
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THERMOMECHANICS OF PHASE TRANSITIONS  

IN FERROMAGNETIC SHAPE MEMORY ALLOYS UNDER  

FINITE DEFORMATIONS 

In the framework of finite deformations a model has been constructed to describe the behaviour 
of ferromagnetic material, which undergoes the austenite-to-martensite phase transformation in the 
process of its deformation under the action of temperature and magnetic fields. The kinematic and 
constitutive equations, satisfying the principles of thermodynamics and objectivity, have been developed 
both, for the martensitic and austenitic phases and also for the mixed austenitic-martensitic state, which 
takes place in the process of smeared phase transition of the first order. Relations, describing the shift 
of characteristic temperature of the phase transition according to the generalized Clausius-Clapeyron 
law, have been derived. This shift is defined by the stresses generated in the body in the process of its 
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deformation and is controlled by the internal magnetic field induced in the material by the external 
magnetic field. The available experimental data for ferromagnetic shape memory alloys have been used 
to verify the proposed model. 

Keywords: phase transformation, ferromagnetic materials, shape memory, finite strains, 
constitutive equations. 

Введение  

Ферромагнитные сплавы с памятью формы (СПФ) относятся 
к классу функциональных (интеллектуальных, smart) материалов. Сре-
ди таких материалов большой интерес представляют сплавы Гейслера 
Ni-Mn-Ga, в которых наблюдается редкое сочетание ферромагнитных 
свойств и структурного (мартенситного) фазового перехода из высоко-
температурной кубической фазы (аустенит) в тетрагональную низко-
температурную фазу (мартенсит) [1–3]. Мартенситный переход  
в Ni-Mn-Ga имеет термоупругий характер и сопровождается одно- 
и двусторонним эффектами памяти формы (ЭПФ). Управлять темпера-
турой мартенситного превращения в таких материалах можно с помо-
щью внешнего магнитного поля. 

1. Основные соотношения при конечных деформациях 

Для описания поведения среды при конечных деформациях вво-
дится, согласно [4, 5], фундаментальная кинематическая величина – 
градиент места F , переводящий начальную (недеформированную) 
конфигурацию k0 в текущую k. Записываются мера деформации Коши–

Грина T C F F  и тензор деформации Коши–Грина ( ) / 2 E C g , где 

g  – метрический тензор. Согласно [6], кроме этих конфигураций, вво-

дится промежуточная конфигурация k , близкая к текущей. Эта бли-

зость формализуется введением малого параметра ε, и градиент места 
относительно k  принимает вид 

* *( ) [ ( )]        F g h F g e d F , 

где h  – градиент вектора малых перемещений; e  и d  – тензоры малых 

деформаций и поворотов относительно k . Тогда мера и тензор дефор-

мации Коши–Грина относительно конфигурации k  запишутся как 

 * * *2 T    C C F e F ,   * * * *
T       E E F e F E E .  (1) 
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Осуществляя в (1) предельный переход k k  , получаем  

2 T  C F D F ,    T  E F D F , 

где D  – тензор деформации скорости. 
Из эквивалентных форм представления определяющих соотно-

шений для простого материала, удовлетворяющих принципу объек-
тивности [3], используем форму  

 1= ( , ) ,T
EJ     T F g C F  (2) 

где T  – тензор истинных напряжений; ( , )E g C  – функция отклика 

материала; EC  – мера упругих деформаций Коши–Грина; 3( )J I F  – 

третий инвариант F ;   – абсолютная температура. Здесь IIg P , 

где IIP  – второй (симметричный) тензор напряжений Пиола–

Кирхгоффа. Относительно промежуточной конфигурации соотноше-
ние (2) запишется в виде  

 IV IV
II II IIE E        P P L E P L e  ,  (3) 

где IV
L  и IV

L  – тензоры четвертого ранга, определяющие отклик мате-

риала на приращение упругих деформаций.  
В результате предельного перехода в (3) получаем 

 IV IV
II E E    P L E L D   . (4) 

2. Фазовый переход в ферромагнитных сплавах  
с памятью формы 

Для описания кинематики фазового перехода за основу была 
принята модель, предложенная для полимеров с памятью формы в [7] 
и адаптированная, согласно [6], к СПФ в работе [8]. В аустенитном 
и мартенситном состояниях кинематика процесса определяется гради-
ентами AF  и MF , и аналогично соотношениям (1) строятся все другие 

кинематические величины: AC , MC , AE , ME . Связь кинематики аусте-

нитного и мартенситного состояний представляется в виде  

( ) ( )A A M M Ph
 

     E E E E E   , 



А.А. Роговой, О.С. Столбова 
 

 18

где M  и A  – параметры, определяющие долю мартенситной и аусте-

нитной фаз в объеме материала ( 1M A   ); скорость изменения тем-

пературных деформаций   E C  , где   – коэффициент линейного 

теплового расширения; PhE  – скорость изменения фазовых деформаций. 

В процессе фазового перехода объемная доля мартенситной фазы 

M  записывается, согласно [9], в виде 

 

1

( ) 1 exp C
M

C

B


  

        
, (5) 

где ( ) / 2C C s fM M M     – для прямого мартенситного превращения; 

( ) / 2C C s fA A A     – для обратного; , , ,s f s fM M A A  – температуры 

начала и завершения прямого и обратного мартенситных превращений; 
B  – параметр, определяющий размытие перехода по температуре. 

Если фазовый переход происходит в нагруженном материале 
и/или в магнитном поле, критическая температура C  в (5) сдвигается 

согласно соотношению Клаузиуса–Клапейрона:  

 0

0 0[ ] [ ] ,
[ ]

C
C C II Phq


       P E H M  

где H  – вектор напряженности магнитного поля; [ ]q , [ ]PhE  и [ ]M  – 

выделившееся (поглощенное) тепло, изменение фазовых деформаций 
и намагниченности в процессе фазового перехода; 0  – магнитная по-

стоянная. 
Для описания изменения фазовых деформаций используются со-

отношения, предложенные в [10] и обобщенные на конечные деформа-
ции следующим образом: 

 

 
(0)

(0)

ˆ , 0;

, 0,
exp( ) 1

Ph Ph M II Ph M M

Ph
Ph Ph M Ph M M

M

a b c

c
c

c

        

  

           

E E g P E

E
E E E

    

    
  (6) 

где , ,a b c  – параметры материала; PhE  – текущая фазовая деформа-

ция; (0) (0),M Рh E  – значения параметра мартенситной фазы и фазовой де-
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формации в начальной точке процесса обратного превращения; IIP̂  – 

девиатор IIP . 

Подставляя свободную энергию, записанную в виде 

( ) ( ) ( ) ( ( ))M M M A A A Mg          C C M , 

где A  и M  – свободные энергии аустенитной и мартенситной фаз, 

  и Mg  – свободные энергии, зависящие только от температуры 

и намагниченности, в неравенство Клаузиуса–Дюгема  

II 0 0( ) ln 0s J           P E H M q     , 

где s  – энтропия; q  – вектор теплового потока; 0  – плотность массы 

в начальной конфигурации, и применяя процедуру линейного локально-

го продолжения процесса по переменным AE , ME ,   и M , получим 

II II II II 0

II 0 0 0

0 II

0 0 0

, 2 ( / ),

2 ( / ), ( / ),

( )

( ) ( / ) .

M A M M M

A A A Mg

M A Ph M

M A M

s



     

        

         
         

P P P P C

P C H M

P E E E C

M H


 

Тензоры II MP  и II AP  представляются относительно промежуточ-

ной конфигурации, следуя соотношениям (3), (4). 
Для изотропного по магнитным свойствам материала закон на-

магничивания записывается в виде  

( , ) ,H H   M H H , 

где   – магнитная восприимчивость материала, при этом 

(1 )M M M A       . 

Намагниченность определяется по формуле Фрелиха–Кенелли 

, / ( )s sM a H    M H , где sM  – намагниченность насыщения, 

sa  – постоянная материала. 
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Для описания упругого поведения материала (для аустенитной 
и мартенситной фаз) воспользуемся упрощенным законом Синьорини [5] 

1 2
II 1 2 2

21 1
1 1 1

1
2 1

( ) 2 , , ,

3 ( ) / 2 ( ) 3 ( ) / 8,

( ) 3 ( ) / 2,

J k k k A M

k I G I

k G G I

 
     

 
     


    

      

            
      

P C C

C C

C

 

где   и G  – параметры материала, имеющие смысл параметра Ламе 

и модуля сдвига линейной теории упругости. 

3. Верификация модели 

Для верификации представленных выше соотношений использо-
ваны экспериментальные данные работ [2, 3]. 

В работе [2] приведены экспериментальные зависимости полной 
деформации от температуры в ненагруженном и нагруженном поли-
кристаллических образцах Ni-Mn-Fe-Ga при прямом и обратном мар-
тенситных превращениях и следующих характеристиках материала: 

314,7 KsM   , 309, 7 KfM   , 311,9 KsA   , 316,9 KfA   , 700B  , 

модули упругости 90ГПаAE  , 90ГПаME  , коэффициент Пуассона 

0,3A M    . На рис. 1 экспериментальные зависимости показаны 

точками, а зависимости, описываемые моделью, – сплошной линией. 
Данные для нагруженного образца (рис. 1, б) использовались для опре-
деления параметров соотношений (6). В результате получили: 

52,43 10a   , 6 12,57 10 МПаb    , 6,3c  . Ненагруженный образец 

служил независимым экспериментом. 
В работе [3] представлена экспериментальная зависимость изме-

нения энтропии (Дж/(кг К))S   при приложении магнитного поля 
6

0 2 10 А/мH    (магнитокалорический эффект) для сплава Ni-Mn-Ga. 

На рис. 2 проведено сравнение данных эксперимента (точки) с измене-
нием энтропии 

0

0

0

( , )
M

H H

M H
S H



  
   

 
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согласно представленной модели при следующих параметрах материа-
ла: 341 KsM   , 335 KfM   , 340 KsA   , 346 KfA   , 500B  , 

370 10 А/мsM    и 380 10 А/мsa    для мартенситной фазы, 
345 10 А/мsM    и 395 10 А/мsa    для аустенитной фазы, 

3
0 5100 кг/м .    

 
Рис. 1. Зависимости полной деформации от температуры  

в ненагруженном (a) и нагруженном (б) образцах 

 
Рис. 2. Изменение магнитной части энтропии 

Представленная в работе модель достаточно точно описывает из-
менение деформаций и магнитокалорический эффект в процессе фазо-
вого перехода в ферромагнитных СПФ при конечных деформациях. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 
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