
Прикладная математика и вопросы управления. 2016. № 1  
 

 43

УДК 538.911, 539.32 

С.С. Стволова, И.Ю. Зубко 

Пермский национальный исследовательский  
политехнический университет, 

Пермь, Россия 

О ВОЗМОЖНОСТИ ОПИСАНИЯ УПРУГОЙ АНИЗОТРОПИИ 

В ДИСКРЕТНО-АТОМИСТИЧЕСКОМ ПОДХОДЕ НА ПРИМЕРЕ  

ПЛОСКИХ КВАЗИКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

Прогнозирование физико-механических свойств наноструктурированных материалов 
в рамках дискретно-атомистического моделирования, зачастую представляющего собой единст-
венный способ исследования таких объектов, накладывает ряд требований на используемые 
потенциалы межатомного взаимодействия. В частности, используемые потенциалы должны опи-
сывать анизотропию механических свойств кристаллических материалов. Известно множество 
потенциалов различного типа: двух- и многочастичные, метод погруженного атома, потенциалы 
ковалентной связи. Получаемые с их помощью оценки механических свойств в ряде случаев 
могут даже качественно отличаться от экспериментальных данных. В работе для демонстрации 
возможностей различных потенциалов путем описания анизотропии упругих свойств кристалли-
ческих материалов получено инвариантное представление тензора упругих модулей в виде ко-
нечных сумм для потенциалов произвольного типа. Это позволяет исследовать возможность 
различных потенциалов описывать анизотропию упругого отклика. С помощью полученного ин-
вариантного представления тензора линейно-упругих модулей на примере двумерных квазикри-
сталлических структур продемонстрированы возможности нескольких двух- и многочастичных 
потенциалов, построенных на основе предложенной авторами модификации потенциала Морзе. 
Показано, что, в отличие от многочастичного потенциала погруженного атома, парные потенциа-
лы в принципе не могут описать анизотропии упругих свойств. 

Ключевые слова: дискретно-атомистическое моделирование, упругая анизотропия, пло-
ские квазикристаллы, многочастичные потенциалы, метод погруженного атома, обобщенный 
потенциал Морзе. 
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ON ABILITY OF DISCRETE ATOMISTIC APPROACH  

TO DISCRIBE ELASTIC ANISOTROPY BY THE EXAMPLES 

OF PLAIN QUASI-CRYSTALLINE STRUCTURES 

Prediction of physical and mechanical properties of nanostructured materials is usually realized 
within discrete atomistic simulation. Such approach often provides a unique way of studying nanomaterials 
and requires some restrictions for the used interatomic potentials. A huge amount of different potentials 
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has been used, i.e. pairwise, many-particle potentials, embedded atom method, covalent bond potentials 
etc. It is well known that computed mechanical properties in some cases may differ from experimental 
data, even qualitatively. The paper aims at the demonstration of different potentials ability to explain elastic 
anisotropy by studying invariant representation of tensor of elastic moduli in the exact form which has been 
built using different potentials of interatomic interaction. It makes it possible to study the prospects of differ-
ent potentials for describing anisotropy of material elastic response. The authors demonstrated the abilities 
of two-particle or multi-particle potentials of interatomic interaction based on the Morse potential in describ-
ing anisotropy of materials elastic properties using the obtained invariant representation by the examples of 
two-dimensional quasi-crystalline structures. The pair-wise potentials in contrast to the many-particle em-
bedded atom potential are shown to be unable to explain elastic anisotropy. 

Keywords: discrete-atomistic approach, elastic anisotropy, plain quasi-crystals, many-particles 
potentials, embedded atom method, generalized Morse’s potential. 

Введение 

В связи с широким применением новых композиционных материа-
лов, армированных наночастицами, и других наноструктурированных ма-
териалов, возникает необходимость прогнозирования их физико-
механических свойств. Классические подходы механики континуума на-
прямую не применимы к таким объектам, как отдельная наночастица или 
элемент наноструктурированного материала. Однако тела с малым чис-
лом атомов являются удобным объектом для изучения в рамках дискрет-
но-атомистических подходов. В работе рассматриваются материалы 
с кристаллическим строением с произвольным типом связи, потенциал 
межатомного взаимодействия для которой записывается в виде, допус-
кающем применение и потенциала погруженного атома для металличе-
ской связи, и многочастичных потенциалов, используемых при описании 
ковалентной связи в углеродных материалах. Целью работы является ис-
следование возможности потенциалов различного типа описывать анизо-
тропию тензора линейно-упругих свойств. 

При постановке задачи оценки упругих свойств наночастиц ис-
пользуются понятия механики сплошной среды, которые напрямую 
к подобным объектам с дискретным строением применять нельзя. Бу-
дем считать, что образцу конечного размера ставится в соответствие 
упругое сплошное тело, проявляющее аналогичную реакцию на при-
ложение внешних механических воздействий. Для определения  
деформаций кристалла задаются две его конфигурации: начальная 
и текущая. Однородной деформацией кристаллического нанообразца 
будем называть изменения длин и углов между прямыми линиями, со-
единяющими атомы, описываемые однородным тензором второго ран-
га, который соответствует аффинору F, используемому в механике 
континуума. Пусть kR  – это радиус-вектор произвольного k-го атома 
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образца в начальной конфигурации, тогда в текущей конфигурации его 
положение задается вектором k k r F R  (правило Коши–Борна [1, 2]). 

Задача определения упругих модулей наночастиц рассматривается 
в энергетической постановке, согласно которой плотность потенциаль-
ной энергии деформированного кристаллического образца приравни-
вается к плотности упругой энергии тела и искомые упругие модули 
находятся как ее вторые производные по параметрам деформирования 
вблизи отсчетной конфигурации.  

При описании малых упругих деформаций твердых тел в боль-
шинстве работ используется модель линейно-упругой среды, когда 
в качестве меры деформаций рассматривается линейный тензор малых 
деформаций. Закон Гука для анизотропного линейно-упругого тела 
имеет вид линейной связи тензора напряжений Коши σ и тензора ε, за-
даваемой с помощью анизотропного тензора четвертого ранга Π ли-
нейно-упругих свойств материала: 

 : Π  . (1) 

При использовании симметричных σ и ε тензор Π симметричен 
относительно перестановок внутри первой и последней пар индексов: 

 ijkl jikl ijlk     . (2) 

Массовая плотность внутренней энергии u совпадает в отсутст-
вии тепловых явлений с плотностью упругой энергии и для линейно-
упругой среды имеет вид 

 1 1
2 2

ˆ : : :u       П    . (3) 

Эта величина представляет собой положительно определенную 
квадратичную форму, т.е. 0u   при 0  и 0u   при 0 . Отсюда 
следует дополнительная симметрия П относительно перестановки пар 
индексов: 

 ijkl klji   . (4) 

Компоненты тензора Π (упругие модули) в анизотропном случае 
имеют ясный физический смысл в материальных осях, связанных со 
структурой материала, например в кристаллографических осях для мо-
нокристаллов или осях, связанных с ориентацией армирующих эле-
ментов композиционного материала. Использование тензора малых 
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деформаций подразумевает при замене системы отсчета допустимость 
наложения только малого поворота системы отсчета, поэтому закон (1) 
применим лишь для деформируемых тел, не испытывающих (больших) 
поворотов относительно инерциальной системы отсчета, в которой 
решается задача. По отношению к малым поворотам тензор ε является 
инвариантным. Второй тензор напряжений Пиолы–Кирхгофа связан с 

тензором напряжений Коши как 1 T
IIJ   σ F P F  [3] и при малых упру-

гих искажениях выражается через линейный тензор деформаций 
T( ) / 2  ε F F I : 

 II :P H ε . (5) 

1. Энергетический подход  
при дискретно-атомистическом моделировании 

В общем случае потенциальная энергия системы взаимодейст-
вующих атомов [4] представляется как сумма 
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 (6) 

где ( )iR  – радиус-вектор, задающий положение i-го атома; 

( ) ( ) ( )ij j i R R R ; M – полное число атомов образца;  1 ( )i R  – часть 

потенциальной энергии атомов, которая не зависит от их взаимодейст-

вия, а определяется полем некоторой внешней силы;  2 ( )ji R  – по-

тенциальная энергия парного взаимодействия, или двухчастичный по-

тенциал;  3 ( ) ( ) ( ), ,ji ki kj R R R  – трехчастичный потенциал.  

Двухчастичный потенциал межатомного взаимодействия харак-
теризует изменение потенциальной энергии при изменении расстоя-
ния между парами атомов. Этот потенциал с помощью некоторой 
функциональной зависимости описывает, что при сближении два 
атома начинают отталкиваться, а при удалении – притягиваться. По-
скольку атомы нельзя сдвинуть бесконечно близко, то в ноле такая 
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функция стремится к бесконечности. При увеличении расстояния ме-
жду парой атомов эта функция выходит на горизонтальную асимпто-
ту, а сила взаимодействия, модуль которой равен тангенсу угла на-

клона касательной к графику функции  2 ( )ji R , стремится к нулю. 

Трехчастичный потенциал учитывает не только расстояние между 
двумя атомами, как в случае двухчастичного потенциала, но и влия-
ние конфигурации ближайших атомов. Силы взаимодействия каждого 
выбранного атома со всеми остальными атомами образца, вычисляе-
мые с помощью двухчастичного потенциала, аддитивны. Для много-
частичных потенциалов аддитивности сил взаимодействия нет. В рас-
сматриваемом случае действие внешних сил не рассматривается, по-

этому далее  1 ( ) 0i R . 

При исследовании механических свойств кристаллов рассматри-
ваются конфигурации с однородным распределением атомов, каждая 
из которых характеризуется набором параметров межатомного рас-
стояния (для простых решеток это один параметр, для сложных реше-
ток параметров может быть несколько). Принимается, что отсчетная 
конфигурация является равновесной и может быть определена из усло-
вия минимума потенциальной энергии набора взаимодействующих 
атомов по параметрам решетки. 

Для расчета упругих модулей кристаллических систем в рамках 
энергетического подхода в статической постановке [5–7] принимается, 
что плотность упругой энергии и плотность потенциальной энергии 
системы взаимодействующих атомов кристалла в текущей конфигура-
ции совпадают. Тогда производные от плотности потенциальной энер-
гии дискретной системы атомов по мерам деформации дадут выраже-
ния для вычисления компонент тензоров напряжений (с помощью пер-
вых производных) и линейно-упругих свойств (вторые производные). 

Пусть ˆ ( ) F  – полная потенциальная энергия однородно деформиро-

ванного кристаллического образца в текущей конфигурации. Энергия 

образца в отсчетной конфигурации ˆ ( )   I  соответствует материалу 

с заданной кристаллической структурой и минимальным значением 
потенциальной энергии по параметрам решетки. Относя изменение 
полной потенциальной энергии однородно деформированного кри-
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сталлического образца к его объему в отсчетной конфигурации  , 

получим плотность упругой энергии и тензор напряжений Пиолы–
Кирхгофа: 

 1 T 1 Tˆ ˆ( ( ) ) ( ) . 
           P F F F F  (7) 

Тензор напряжений Коши σ находится как 1J  σ F P , где 

ˆdet /J    F , т.е. тензор напряжений Коши 1 Tˆ ˆ ( )   σ F F F . 

Рассмотрим представление потенциальной энергии в случае уче-
та только двухчастичного взаимодействия, используя для простоты 
вместо набора векторов, соединяющих различные пары атомов, обо-
значения R  и r  в двух конфигурациях:  

 ˆ ˆ( )    F r     Tˆ ˆ         F R R F F R ,  

где ( )  – упрощенное обозначение суммы потенциалов (6).  

Производная по тензору деформационного градиента F в этом 
случае приводит к выражению: 
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следовательно, для тензора напряжений Коши получим выражение 

 1ˆ ˆ ( )       σ r r r r , 1
II o

ˆ ( )       P r R R r , (8) 

симметричное для любого потенциала межатомного взаимодействия. 
При учете многочастичного взаимодействия в методе погружен-

ного атома [8–10] потенциальная энергия системы атомов определяет-
ся выражением, в котором учтено, что отталкивание всех атомов опи-
сывается согласно закону парного взаимодействия, а притяжение –  
нелинейной функцией γ(.), задающей влияние окружения произвольно-
го атома (функция погружения). Окружение определяется множеством 
Si номеров атомов, участвующих в формировании электронного газа 
вокруг i-го атома: 

  1
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Производная от первого слагаемого даст выражение, аналогичное 
полученной ранее сумме. Второе слагаемое при использовании обо-

значений ( ) ( )( ( ))ij ij
  r f : 

    T
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,

i i i
ij ij ij ijj S j S j S

d d  
  

      r F r R f  

   111
o ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

( ) ,
i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  
    

       P r R r R f  

   111
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

ˆ ( ) ,
i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  
    

       σ r r r r f  (10) 

     111
II o ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

( ) ,
i

M M M

ij ij ij ij iji j i i j S

  
    

       P r R R R F  (11) 

где 1
( ) ( )ij ij
   F F f . Поскольку вектор ( )ij

f  (или ( )ij
F ) не обязательно на-

правлен вдоль ( )ijr  (или ( )ijR ), то получаемые тензоры (10–11) могут 

быть несимметричными. 
Для вычисления упругих модулей в несимметричном случае при 

малых деформациях необходимо найти производную от тензора на-
пряжений (11): 

  
2 2
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В итоге получим тензор четвертого ранга: 
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где ke  – векторы фиксированного пространственного базиса, произ-

водные   и   функции γ имеют аргумент ( )( )
i

ijj S



 r , а тензор вто-

рого ранга ( )ijg  определен как 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ij ij ij ij ij

       g f r r r .  
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При малых деформациях F I  инвариантное представление 
тензора H линейно-упругих модулей для кристаллического материала 
в отсчетной конфигурации имеет вид 
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где 2 2
( ) ( ) ( )( )ij ij ij

   G R R , ( ) ( ) ( )( ) /ij ij ijd d  F R R .  

В общем случае выражение (12) не обладает симметрией в парах 

первых и вторых диад, которая возможна только в случае ( ) ( )||ij ij
F R . 

Без учета погружения ( ) 1 / 2x x   : 
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2. Исследование упругой анизотропии  
для различных потенциалов 

Рассмотрим применение полученных соотношений в частном 
случае двумерных квазикристаллических структур. Для описания ме-
таллической связи в дискретно-атомистическом моделировании ис-
пользуется метод погруженного атома [8–10], являющийся примером 
многочастичного потенциала. Для того чтобы группы атомов взаимо-
действовали на большом расстоянии согласно экспериментальным за-
конам (описываются потенциалами Морзе или Ми [11]), а на малых 
расстояниях учитывалась металлическая (многочастичная) связь, пред-
лагается модификация метода, основанная на применении обобщенно-
го потенциала Морзе: 
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где M – число всех атомов образца; ,m nZ , {0,1}ijc   , {1, 2}p  ; 

1ijc   для атомов, участвующих в образовании электронного газа 

вблизи положения i-го атома, 0ijc   для всех остальных атомов.  

Размер окрестности для учета соседей может быть от одной до 
нескольких координационных сфер. Заданием параметров ijc , учиты-

вающих для каждого атома взаимное притяжение к нему трех бли-
жайших соседей, может быть также описана и ковалентная связь [7]. 
При 1p   и любом числе атомов или для двух изолированных атомов 

2M   и любого p потенциал (13) совпадает с обобщенным потенциа-
лом Морзе: 
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При условии, что для всех атомов 0ijc   также получается обоб-

щенный потенциал Морзе, при 2p   получается аналог потенциала 

Финниса–Синклера [9]. Параметр  задает равновесное расстояние для 
изолированной пары атомов,  – энергия связи этих двух атомов. 
При 2m   и 1n   получается классический потенциал Морзе: 
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Для плоских квазикристаллических структур с осями симметрии 
различного порядка (примеры – на рисунке) получено, что при исполь-
зовании парных потенциалов для оси симметрии любого порядка, кро-
ме четвертого, тензор упругих свойств содержит только две ненулевые 
независимые компоненты. При этом коэффициент Пуассона для этих 
структур оказывается равным 1/3, т.е. в действительности получется 
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только один независимый упругий модуль (таблица). Для кристалла 
с осью симметрии 4-го порядка коэффициент Пуассона отрицателен 
и существуют два независимых упругих модуля. Во всех случаях на-
чальная равновесная конфигурация определялась из условия минимума 
полной потенциальной энергии системы по параметру a межатомного  

 
Рис. Элементы плоских квазикристаллических структур с осями симметрии:  

а – 4-го порядка; б – 5-го порядка; в – 6-го порядка; г – 7-го порядка 
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расстояния (см. рисунок). «Объемная» плотность упругой энергии 
структур определялась по отношению к площади образцов. Известная 
из экспериментов и теоретических оценок зависимость механических 
свойств от размеров тела наблюдалась и для рассмотренных структур, 
хотя отдельно этот вопрос не исследовался, поскольку целью является 
проверка способности различных потенциалов описывать анизотропию 
упругих свойств, характер которой не связан с размерами образца. 

Из условия положительной определенности тензора линейно-
упругих свойств H для двумерной среды, как в рассмотренных приме-
рах, следуют ограничения > 0E  , ( 1;1)   . Модуль Юнга определяет-

ся соотношением  2 2
1111 1122 1111/E H H H  , коэффициент Пуассона – 

1122 1111/H H  . При использовании потенциала (13) погруженного 

атома для различных двумерных структур вне зависимости от значе-
ний параметров потенциала получалось одинаковое число независи-
мых модулей. Это число лишь частично соответствует результатам ли-
нейной теории упругости [12]. Отличие от классических результатов 
для двумерной среды дает структура с осью симметрии 6-го порядка, 
которая должна описываться только двумя независимыми ненулевыми 
упругими модулями. Метод погруженного атома при этом дает три не-
зависимых компоненты тензора упругих свойств. Для всех рассмот-
ренных случаев при использовании потенциала (13) также получается 
заниженное значение сдвигового модуля 1212G H . Эти особенности 

требуют дополнительного исследования. Тем не менее для более 
сложных случаев симметрии метод погруженного атома, в отличие от 
парных потенциалов, дает физически более корректные результаты. 

Заключение 

Для тензора упругих модулей, вычисляемого в статическом под-
ходе при дискретно-атомистическом моделировании, получена инва-
риантная запись. С помощью этого представления в работе показано, 
что парные потенциалы позволяют описать только изотропию упругих 
свойств, поэтому их применение для кристаллических тел не всегда 
допустимо. На примере предложенной авторами статьи модификации 
метода погруженного атома и обобщенного потенциала Морзе показа-
но, что многочастичные потенциалы позволяют более адекватно про-
гнозировать упругую анизотропию кристаллов. 
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