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Развивается теория робастного оценивания параметров статистических моделей с при-
влечением аппарата теории информации. Рассмотрен подход А.М. Шурыгина, основанный 
на модели серии выборок со случайным точечным засорением (модели байесовского то-
чечного засорения). Из предложенных А.М. Шурыгиным оценок, пожалуй, наиболее инте-
ресными свойствами обладают стойкие оценки. Хотя данный подход можно связать с под-
ходом Ф. Хампеля к робастному оцениванию, необходимость при нахождении стойких оце-
нок постулировать параметрический вид распределения засоряющей точки не позволяет 
считать это робастной процедурой. 

В первой части нашей работы предложен непараметрический способ выбора указанного 
распределения – посредством максимизации энтропии Шеннона в окрестности модельного 
распределения, ограниченной величиной дивергенции Кульбака – Лейблера. Такой способ 
нахождения плотности распределения засоряющей точки позволяет рассматривать получае-
мые оценки как робастные, причем обладающие свойством оптимальности. Полученные оцен-
ки мы называем обобщенными радикальными, поскольку их частным случаем являются ради-
кальные оценки А.М. Шурыгина. Обобщенные радикальные оценки широко известны в зару-
бежных публикациях как оценки минимума логарифмической дивергенции степени плотности 
(гамма-дивергенции), при этом вопрос их оптимальности там не исследуется. К обобщенным 
радикальным относятся некоторые популярные оценки параметра сдвига: оценки Мешалкина 
(Уэлша), Эндрюса, Смита, Бернулли, бивес-оценка Тьюки, оценка Хьюбера типа урезанного 
среднего, обобщенные оценки Шарбонье. 

Также в первой части работы предложено использовать функционал перекрестной энтро-
пии. Перекрестная энтропия, применяемая в качестве оптимизируемого функционала вместо 
энтропии Шеннона, позволяет получить семейство оценок с наиболее широким диапазоном 
значений параметра, задающего это семейство. К задаче максимизации перекрестной энтро-
пии сводится задача максимизации математического ожидания функции потерь оценок макси-
мального правдоподобия в модели байесовского точечного засорения. По этой причине обоб-
щенные радикальные оценки могут интерпретироваться как защищенные от намеренного иска-
жения оценок максимального правдоподобия. 

Во второй части работы получено другое оптимальное решение на основе формализма
А. Реньи (или эквивалентного с точки зрения нашей задачи формализма К. Цаллиса), дающее 
новое семейство оценок, частными случаями которого также являются некоторые известные 
оценки. Для выбора одной оценки из семейства, определяемого разными ограничениями на 
дивергенцию, предложен оптимизационный подход, аналогичный таковому, приводящему к 
стойким оценкам, но, в отличие от последнего, остающийся непараметрическим. 

Основные теоретические результаты, полученные в работе, иллюстрируются во второй ее 
части на примере оценивания параметра сдвига косинусного распределения. 
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The paper develops the theory of robust parameter estimation of statistical models 
using the apparatus of information theory. The approach of A. M. Shurygin based on the 
model of a series of samples with random point contamination (point Bayesian contami-
nation model) is considered. Perhaps, stoyki (steady) estimators have the most interest-
ing properties among the estimators proposed by A. M. Shurygin. Although this approach 
can be associated with F. Hampel's approach to robust estimation, the need to postulate 
a parametric form of the contamination point distribution when finding stoyki estimators 
does not allow this to be considered a robust procedure. 

In the first part of our work, a non-parametric method of selecting said distribution is 
proposed – by maximizing Shannon entropy in the neighborhood of the model distribution 
limited by the value of Kulbak – Leibler divergence. This way of finding the distribution densi-
ty of the contamination point allows us to consider the resulting estimators as robust, and, 
moreover, having the optimality property. We call the obtained estimators generalized radi-
cal, since their special case is the radical estimators of A. M. Shurygin. Generalized radical 
estimators are widely known in foreign publications as estimators of the minimum logarith-
mic density power divergence (gamma-divergence), while the question of their optimality is 
not investigated there. Generalized radical estimators include some popular estimators of 
the location: the estimators of Meshalkin (Welsh), Andrews, Smith, Bernoulli, Tukey's 
biweight estimator, Huber-type skipped mean and the generalized Charbonnier estimators. 

Also in the first part of the work it is proposed to use the cross entropy functional. Cross 
entropy, used as an optimized functional instead of Shannon entropy, allows us to get a 
family of estimators with the widest range of values of the parameter specifying this family. 
Since the problem of maximizing the expectation of the loss function of the maximum likeli-
hood estimators in the point Bayesian contamination model is reduced to the problem of 
maximizing the cross entropy, the generalized radical estimators can be interpreted as being 
defended against malicious modifying of the maximum likelihood estimates. 

In the second part of the work, another optimal solution is obtained on the basis of the 
formalism of A. Rényi (or the formalism of C. Tsallis equivalent in terms of our problem) 
that gives a new family of estimators, the special cases of which are also some well-
known estimators. To select one estimate from a family defined by different divergence 
constraints, an optimization approach is proposed that is similar to the approach leading 
to stoyki estimators, but, unlike the latter, remaining non-parametric. 

The main theoretical results obtained in the paper are illustrated in its second part by 
the example of location estimating for the cosine distribution. 
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Введение 

Одним из направлений развития статистической теории являются методы оценивания 
параметров моделей, направленные на обеспечение устойчивости оценок к отклонению 
распределения наблюдений от постулируемого (модельного) [1–4]. Важность таких оценок 
обусловлена тем, что на практике модель неизбежно расходится с реальной ситуацией по 
причине наличия некачественных наблюдений или неточности самой модели, а многие 
классические методы оценивания, например, метод максимального правдоподобия [1] яв-
ляются неустойчивыми. 

В данной работе развивается подход А.М. Шурыгина, связанный с моделью серии выбо-
рок со случайным точечным засорением [2], где каждая выборка из серии имеет распределе-
ние в виде смеси модельного распределения, параметры которого оцениваются, и распределе-
ния, сосредоточенного в одной фиксированной точке. Случайная засоряющая точка в серии 
выборок имеет некоторое распределение, которое может постулироваться или определяться в 
результате решения той или иной оптимизационной задачи. Описанные построения будем на-
зывать моделью байесовского точечного засорения (БТЗ) [2, 5]. Оптимальная оценка в данном 
подходе для фиксированного распределения засоряющей точки определяется минимизацией 
асимптотического квадратичного отклонения оценки при некоторых дополнительных асим-
птотических предположениях. Более подробно данный подход описан в п. 1. 

Нахождение оптимальной оценки сближает рассматриваемый подход с классическими 
подходами П. Хьюбера [3] и Ф. Хампеля [4] к робастному оцениванию. Последние дают оп-
тимальные оценки в непараметрической окрестности модельного распределения, при этом 
часто окрестность формируется путем засорения модельного распределения. Отметим, что в 
подходе на основе модели БТЗ окрестность задается несколько более сложным образом. Клас-
сические решения теории робастности часто являются недостаточно устойчивыми (например, 
при оценивании параметра сдвига симметричного распределения в условиях его несиммет-
ричного засорения). Стойкие оценки, получаемые в рамках подхода на основе модели БТЗ, 
при подходящем распределении засоряющей точки могут обладать большей устойчивостью. 
Однако задавать такое распределение приходится в параметрическом виде, что не позволяет 
рассматривать данную схему как робастную в классическом смысле. 

Большой практический интерес представляют оценки, которые соответствуют выбору 
плотности засоряющей точки, пропорциональной некоторой степени (как правило, не пре-
вышающей единицы) модельной плотности [6–8]. Мы будем называть такие оценки обоб-
щенными радикальными или, сокращенно, ООР1, поскольку их частным случаем являются 
радикальные оценки [2]. С точки зрения теории Шурыгина, но вне контекста модели БТЗ, 
обсуждаемые оценки или их частные случаи изучались, например, в работах [9–11]. В зару-
бежных публикациях данные оценки обычно называют оценками минимума логарифмиче-
ской дивергенции степени плотности или гамма-дивергенции, т.е. они рассматриваются как 
частный случай оценок метода минимума расстояния, при этом вопрос их оптимальности не 
исследуется (см., например, [12–16]). Частными случаями ООР оказываются известные ро-
бастные оценки параметра сдвига, введенные их авторами в большей или меньшей степени 
эвристически, например, оценки Мешалкина (в зарубежной литературе известные как оцен-
ки Уэлша), Эндрюса, Смита, Бернулли, бивес-оценка Тьюки, оценка Хьюбера типа урезан-
ного среднего, обобщенные оценки Шарбонье [2; 8; 17]. Так, в [4] высказано предположе-
ние, что бивес-оценка Тьюки и оценка Эндрюса не имеют каких-либо свойств оптимально-

                                                 
1 ООР – оценка обобщенная радикальная. 
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сти. В связи со сказанным обоснование ООР как робастных оценок, обладающих опреде-
ленными свойствами оптимальности, представляется нам актуальным. 

Для такого обоснования в рамках подхода на основе модели БТЗ необходим способ 
непараметрического задания плотности засоряющей точки указанного вида. Оказывается, 
возможный способ состоит в использовании широко известного принципа максимальной 
энтропии [18]: нужная плотность является решением задачи максимизации энтропии 
Шеннона [19, 20] в окрестности модельного распределения, которая определяется ограни-
чением на дивергенцию Кульбака – Лейблера [1] между распределением засоряющей точки 
и модельным распределением [21]. Изложению этих результатов посвящен п. 2. 

Описанный подход является довольно общим: вместо энтропии Шеннона и диверген-
ции Кульбака – Лейблера в оптимизационной задаче можно использовать иные виды эн-
тропий и дивергенций. Здесь и далее имеются в виду непрерывные версии этих функцио-
налов. В наиболее общем случае можно говорить о выборе плотности, оптимальной по ка-
кому-либо целевому критерию (характеризующему, например, разброс случайной 
величины или неточность модели) на некотором непараметрически заданном множестве 
допустимых плотностей. В результате будут получаться другие плотности засоряющей 
точки и, как следствие, – новые семейства оценок. В данной работе предлагается ограни-
чить произвол в выборе функционалов: в рамках одной вариационной задачи будут ис-
пользоваться функционалы энтропии и дивергенции, которые определенным образом свя-
заны между собой. Так, во второй части статьи (п. 1) используются энтропия Реньи в паре 
с дивергенцией Реньи [22] или эквивалентные им с точки зрения оптимизационной задачи 
энтропия и дивергенция Цаллиса [23]. Получаемое семейство оценок охватывает многие 
полезные на практике устойчивые решения, включая ООР и условно оптимальные оценки 
Шурыгина, которые описываются ниже в п. 1 [2; 24] (см. также [15] как пример получения 
этих оценок вне теории Шурыгина). Условно оптимальные оценки являются оптимальным 
решением в рамках другого – локально устойчивого – подхода Шурыгина. Его отличие от 
робастного подхода Хампеля в значительной мере состоит в использовании другой нормы 
функции влияния: вместо L∞ используется L2. 

Рассматриваемые нами оценки являются семействами с одним или несколькими пара-
метрами. Такое положение является обычным в теории робастности, однако интерес мо-
жет представлять и обоснованный выбор какого-то одного члена семейства. Способ такого 
выбора, аналогичный способу получения стойких оценок Шурыгина, но, в отличие от по-
следнего, остающийся непараметрическим, описан во второй части статьи (п. 2). 

Основные теоретические результаты, полученные в работе, проиллюстрированы на 
примере оценивания параметра сдвига косинусного распределения [7; 8] и приведены во 
второй части статьи (п. 3 и 4). 
 
1. Элементы теории устойчивого оценивания 

Пусть mxx ,...,1  – наблюдения непрерывной случайной величины ξ, распределенной с 

плотностью )θ,(xf , где RXx ⊆∈  и параметр R⊆∈Θθ . Будем предполагать, что функ-

ция )θ,(xf  непрерывна на Θ×X . Если X имеет конечную длину, такую модель будем на-

зывать финитной. M-оценка неизвестного параметра θ может определяться [1; 3] как ре-
шение оптимизационной задачи 

1

ˆ arg min  ( , )
m

i
t

i

x t
=

θ = ρ , 
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где RXx →×Θ:)θ,(ρ  – непрерывная, дифференцируемая почти всюду функция, удовле-

творяющая условию асимптотической несмещенности [1] ),ξρ(minargθ t
t

E= , E – опера-

тор математического ожидания. Условие равенства нулю производной по θ оптимизи-
руемой функции служит альтернативной (хотя и не эквивалентной [1]) формулировкой 
задачи M-оценивания: 

1

ˆ( , ) 0
m

i
i

x
=

ψ θ = . 

Данное уравнение называется оценочным, а функция 

 ( , ) ( ) ( , )x c xψ θ = θ ρ θ   (1) 

называется оценочной функцией для параметра θ, ( )c θ  – произвольная непрерывная функ-

ция, не равная нулю для всех .θ∈Θ  Сомножитель )θ(c  в оценочной функции (очевидно, 

его введение не влияет на решение оценочного уравнения) задает семейство эквивалент-
ных оценочных функций. Здесь и далее точкой сверху обозначено дифференцирование по 
оцениваемому параметру. 

Оценочная функция также должна удовлетворять условию асимптотической несме-
щенности, которое принимает вид [1; 25] 

 ψ( , ) ( , ) ( , ) 0
X

x f x dxξ θ = ψ θ θ =E . (2) 

Дифференцируя (2) по θ и допуская возможность изменения порядка дифференциро-
вания и интегрирования, можно записать следующие равенства [3; 25]: 

 ( ) lim ψ( , ) ψ( , ) ( , ) ( , )
df

t
X

N t x f x dx
t→θ

∂θ =− ξ = − ξ θ = ψ θ θ
∂ E E  .  (3) 

В рассматриваемой теории можно предложить различные формулировки условий регу-
лярности (см., например, [1; 3]), однако их детальное обсуждение выходит за рамки статьи. 
Далее будет приведен набор условий, который выглядит наиболее естественно с точки зрения 
используемых в статье построений. Приведенные ниже условия должны выполняться локаль-
но – в некоторой окрестности истинного значения параметра θ. Итак, потребуем, чтобы: 

1) выполнялось условие асимптотической несмещенности (2); 
2) были справедливы равенства (3), функция )θ(N  была непрерывной и не равной нулю [6]; 

3) выполнялось условие 
2

2
 lim ψ( , ) ;

t
t

t→θ

∂ ξ < ∞
∂

E  

4) выполнялось условие 2 ( , ) .ψ ξ θ < ∞E  

При выписанных условиях M-оценка θ̂  является m -состоятельной и асимптотически 
нормальной [26]. Ее нормированная асимптотическая дисперсия [1] определяется выражением 

2
2

1
( , ) ( , ) ( , )

( ) X

V f x f x dx
N

ψ = ψ θ θ
θ  . 

В теории робастного оценивания конструируются оценки, имеющие высокое качество 
не только при постулируемом распределении (плотности f ), но и при отклонении от него. 

Одним из наиболее широко используемых инструментов для анализа качества оценки в 
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теории робастности является функция влияния Хампеля [4]. Она отражает воздействие на 
оценку бесконечно малого точечного засорения модельного распределения. Оценки с ог-
раниченной функцией влияния называют B-робастными. 

Функция влияния M-оценок задается как )θ()θ,(ψ),ψ;IF( Nxfx = , откуда следует 

),ψ;ξ(IF),ψ( 2 ffV E= . 

Перейдем к рассмотрению подходов Шурыгина, и первым рассмотрим локально ус-
тойчивый подход, основанный на показателе неустойчивости [2; 5; 9] 

 ==
XX

dxfxdxx
N

fW ),ψ;(IF)θ,(ψ
)θ(

1
),ψ( 22

2 . 

Показатель W представляет собой квадрат L2-нормы функции влияния (подобно тому, 
как в [4] одним из критериев оптимальности является L∞-норма функции влияния). Оценку 
и соответствующую оценочную функцию будем называть устойчивыми по Шурыгину, ес-
ли ( , ) .W fψ < ∞  

Эффективностью и устойчивостью оценки называются соответственно характери-
стики ОМПeff ( , )V V fψ = ψ  и ОМУstb ( , ) ,W W fψ = ψ  где ОМПV  – асимптотическая диспер-

сия оценки максимального правдоподобия (ОМП), минимизирующей ( , ),V fψ  ОМУW  – не-

устойчивость оценки максимальной устойчивости (ОМУ) [2], минимизирующей ( , ).W fψ  

В рамках данного подхода построено семейство условно оптимальных оценочных 
функций [2, 5, 24, 27] 

 
( , )

( , , ) ( , ) ln ( , ) ( , )  
1 λ ( , )

f x
x c f x

f x

∂ θ ψ θ λ = θ λ θ +β θ λ ∂θ + θ 
, 0,λ ≥  (4) 

где функция ( , )c θ λ  имеет тот же смысл, что и в (1), функция ( , )β θ λ  определяется из усло-

вия (2). Значение параметра 0λ =  в (4) соответствует ОМУ, значение λ = ∞  – ОМП. Про-
межуточные значения параметра λ позволяют получить различные условно оптимальные 
оценки, имеющие минимальную неустойчивость при ограничении сверху на величину 
асимптотической дисперсии либо минимальную асимптотическую дисперсию при ограни-
чении сверху на величину неустойчивости [9; 27]. 

Множество значений параметра λ в выражении (4) можно дополнить отрицательными 
значениями, такими, что 1 max ( , ) 0.

x X
f x

∈
− θ < λ <  Соответствующее семейство оценочных 

функций является решением задачи минимизации неустойчивости W при ограничении-
равенстве 0V V=  на асимптотическую дисперсию оценки [24; 27], где ОМП 0 max ,V V V≤ <  maxV  – 

предел (конечный или бесконечный) асимптотической дисперсии оценки при 
1 max ( , )

x X
f x

∈
λ → − θ . 

Рассмотрим подход Шурыгина, основанный на модели БТЗ [2; 5]. Пусть плотность 
распределения случайной величины имеет вид 
 

(1 ) ( , ) δ( )f x x−α θ +α −υ , 
 

где α – доля аномальных наблюдений, 0 1;≤ α <  δ – функция Дирака; υ – засоряющая точка 

такая, что в пределах одной выборки const,υ =  а в серии выборок представляет собой слу-

чайную величину, распределенную на X с плотностью ( , ).s s x= θ  В дополнение к условиям, 
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описанным в [2], будем предполагать, что функция плотности ( , )s x θ  непрерывна на .X ×Θ  

Пусть α – бесконечно малая величина с порядком малости, меньшим 1 2 , т.е. 2 m−ζα = γ , 

где 0γ >  и 0 1< ζ < . Тогда нормированное асимптотическое квадратичное отклонение оценки 
2 2ˆlim  E( )

m
m− ζ

→∞
γ θ−θ  не зависит от параметров γ и ζ и определяется выражениями [2] 

 2 2
2

1
( , ) ( , ) ( , ) IF ( ; , ) ( , ) 

( ) X X

U s x s x dx x f s x dx
N

ψ = ψ θ θ = ψ θ
θ   . (5) 

В [2] показано, что функционал (5) достигает минимума на оценочной функции 

 
( , )

( , ) ( ) ln ( , ) ( )
( , )s

f x
x c f x

s x

∂ θ ψ θ = θ θ +β θ ∂θ θ 
, (6) 

где функция )θ(cc =  имеет тот же смысл, что и в (1), функция )θ(ββ =  определяется из 

условия (2). 
Функционал (5) можно интерпретировать как квадрат нормы функции влияния в весо-

вом L2-пространстве с весом s, т.е. постулировать вне модели БТЗ. В этом случае весовая 
функция s не интерпретируется как плотность, но должна быть неотрицательной. 

Заметим также, что в выражение (6) допустимо подставлять функции s, не удовлетво-
ряющие условию нормировки плотности из-за того, что нормировочная константа плотно-
сти поглощается сомножителем )θ(c  (справедливость такого подхода для неинтегрируе-

мых функций s будет показана ниже). Нетрудно видеть, что во всех этих случаях решение 
(6) по-прежнему доставляет минимум функционалу (5). Но если функция s не является ин-
тегрируемой, то модель БТЗ не может быть применена для обоснования показателя (5), 
а он не будет иметь смысла асимптотического квадратичного отклонения оценки (хотя со-
храняет смысл квадрата весовой L2-нормы функции влияния). 

Для использования оценочной функции (6) необходимо выбрать плотность )θ,(xs , но 

на практике вряд ли можно это сделать объективно. Возможное решение в этой ситуации – 
в соответствии с принципами теории робастности произвести поиск наилучшей оценки в 
наихудших условиях [3], например, использовать минимаксную формулировку 

 med arg min max ( , ),
s S

U s
ψ ∈

ψ = ψ   (7) 

где S – множество плотностей, ограниченное лишь условиями регулярности. Нижний ин-
декс «med» в обозначении минимаксной оценочной функции обусловлен тем, что она яв-
ляется медианной [2; 28], т.е. имеет вид 

med ( , ) ( ) sgn ln ( , ) ( )x c f x
∂ ψ θ = θ θ +β θ ∂θ 

. 

Медианная оценка, уже известная в рамках классических подходов к робастному оце-
ниванию [3; 4], является В-робастной, однако часто она недостаточно устойчива, напри-
мер, при оценивании параметра сдвига симметричного распределения в условиях его не-
симметричного засорения [2]. 

Таким образом, свойства В-робастности оценки не всегда достаточно для ее устойчи-
вости на практике. Большей устойчивостью обладают оценки со свойством 

IF( , ) 0x θ ≈  при ( , ) 0,f x θ ≈  
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обобщающим свойство ( , ) 0xψ θ →  при | | ,x →∞  которому удовлетворяют сниженные 

оценки параметра сдвига для X R=  [4]. Данное свойство выглядит естественно, например, 
в рамках борьбы с выбросами [13]: признаком выброса может служить то, что соответст-
вующее значение модельной плотности близко к нулю; и если функция влияния тоже 
близка к нулю, то влияние выброса на оценку нивелируется. Поскольку мы работаем с не-
прерывными распределениями, данное условие для рассмотренных в статье построений 
будем использовать в усиленном виде: 

 IF( , ) 0x θ →  при ( , ) 0.f x θ →  (8) 

Другой путь построения оптимальных оценок в модели БТЗ – решение максиминной 
задачи [2, 28] 

 ( , ) arg max min ( , ) arg max ( , ),s
s S s S

s x U s U s∗ ψ∈ ∈
θ = ψ = ψ  (9) 

откуда находим ,s∗∗ψ = ψ  подставляя (9) в (6). Здесь плотность (9) – это наихудшая плот-

ность распределения засоряющей точки [2] на некотором множестве плотностей S. Если S 
представляет собой параметрическое семейство плотностей, включающее модельную 

плотность f, тогда решение ∗ψ  соответствует стойким оценкам [2; 5]. Стойкие оценки час-

то обладают свойством (8), важным для обеспечения устойчивости. Однако параметриче-
ский способ задания множества S не отвечает методологии теории робастности, где модель 
засорения определяется непараметрически. 

Как правило, свойством (8) обладают также ООР, получаемые при выборе плотности 
засоряющей точки, пропорциональной степени модельной плотности: 

  
1( , ) ( , )s x k f x−ν

ν θ = θ ,  (10) 

где ( , )k k= θ ν  – нормировочная константа, 0ν ≥  [6, 7]; они обобщают радикальные оцен-

ки Шурыгина с плотностью 1 2 ( , ) ( , )s x k f xθ = θ  [2; 5].  

Формально подставив плотность вида (10) в выражение (6), получаем семейство оце-
ночных функций 

 ( , , ) ( , ) ln ( , ) ( , )  ( , )x c f x f xν∂ ψ θ ν = θ ν θ +β θ ν θ ∂θ 
. (11) 

В этом выражении нормировочная константа k поглощается функцией с. В частности, 
при 0ν =  имеем ОМП – наименее устойчивую в семействе оценку, при 1ν =  имеем ОМУ – 
наиболее устойчивую оценку в рамках локально устойчивого подхода Шурыгина. 

Обозначим через 0ν  верхнюю грань множества значений ν, для которых существует 

плотность (10). Здесь возможны следующие варианты. 
1. Неограниченный (с одной или обеих сторон) интервал X. В этом случае 0 1.ν ≤  Если 

при | |x →∞  имеет место ln ( , ) ~ ln | |f x xθ −τ , где 1τ > , то 0 1 1ν = − τ . Так, для распреде-

ления Коши 2τ = , 0 1 2ν = . Если в левой и правой окрестностях бесконечности плотность 

( , )f x θ  стремится к нулю с различной скоростью, следует взять наименьшую из двух τ. 

2. Ограниченный интервал X. В этом случае 0 1ν > . Если при этом inf ( , ) 0,
x X

f x
∈

θ >  

то 0 .ν = ∞  Например, рассмотрим косинусно-степенное распределение с плотностью [29] 
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 1Γ(( 1) 2) ( )
( , , , ) cos

2 Γ( 2) 2

x
f x l

l l
κ−π κ + π −θθ κ =

κ
, | |x l−θ < , 0κ > , (12) 

где )(Γ ⋅  – гамма-функция. Для 1κ >  имеем )1κ(κν0 −= , для 1κ0 ≤<  имеем 0 .ν = ∞  

При 0νν ≥ , поскольку выражения (5) и (6) это допускают, вместо плотности (10) 

можно использовать ненормированную функцию )θ,()θ,(~ ν1
ν xfxs −= . Соответствующие 

решения также могут рассматриваться как формальное продолжение семейства (11) в об-
ласть 0νν ≥ . Семейство (11) допускает распространение и на отрицательные значения па-

раметра ν, однако в рамках теории робастности изучение оценок, менее устойчивых, чем 
ОМП, как правило, малоинтересно. 

Интерпретировать описанный выше подход можно следующим образом. Строго гово-
ря, модель БТЗ неприменима, если плотность распределения засоряющей точки не сущест-
вует. Однако понятие модели БТЗ можно обобщить и на такие распределения, рассматри-
вая неинтегрируемую функцию s~  как предел некоторой последовательности интегрируе-
мых весовых функций ns~ , где ... ,2 ,1=n . Действительно, рассмотрим оценочную функцию 

(6). Далее для краткости часто будем опускать аргументы функций. Так, оценочная функ-

ция (6) может быть записана в виде sffc )β(ψ +=  . Пусть для определенности величина c 

здесь выбрана таким образом, что оценочная функция совпадает с функцией влияния (это 
не уменьшает общности изложения, так как все эквивалентные оценочные функции отли-
чаются от соответствующей функции влияния только ненулевым сомножителем c). Тогда 
для элементов последовательности ns~  имеем соответственно следующие БТЗ-

оптимальные решения: 
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, 

где nβ  являются решениями уравнения (2) относительно β для оценочных функций nψ . По-

скольку в этом выражении нормировочная константа плотности 
X

n dxs  ~1  сокращается, пре-

дельный переход может быть выполнен непосредственной подстановкой предельных функций: 










 ++== ∞→
X

n
n

dxf
s

ff
sff  ~

β~)β(ψlimψ  . 

При этом предполагаем, что предельная функция n
n

βlimβ
∞→

=  существует и удовлетво-

ряет равенству (2) для sffc ~)β(ψ +=   (выбор функции c не влияет на β). Таким образом, 

в пределе получается выражение для функции влияния, соответствующей неинтегрируе-
мой функции s~ . 

Для получения последовательности функций ns~  бывает удобно рассматривать после-

довательность усеченных интервалов ,nX  когда функции ns~  совпадают с s~  в центральной 

части интервала X и равны 0 в окрестности его границ. В отличие от описанного выше 
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подхода, здесь каждой ns~  ставится в соответствие модельная плотность ,nf  полученная 

аналогично в результате усечения плотности .f  Поскольку последовательность nf  имеет 

пределом f , введение этой последовательности не влияет на предельную оценочную 

функцию. Однако справедливость равенств n
n

ψlimψ
∞→

=  и n
n

βlimβ
∞→

=  не очевидна и требует 

постулирования. Кроме того, для получения БТЗ-оптимальной nψ  требуются те же усло-

вия регулярности, что и для исходной модели. 
Расширение модели БТЗ на неинтегрируемые функции ,s  играющие здесь роль несоб-

ственных плотностей распределения засоряющей точки (см., например, [30]), будем назы-
вать обобщенной моделью БТЗ. 

Применение описанной теории к финитным моделям, в том числе полученным выше в 
результате усечения исходного множества X, имеет свою специфику. Появление наблюде-
ний за пределами интервала финитности X возможно только с нулевой вероятностью 
(в незасоренной модели), и можно выделить два подхода к их обработке: традиционный, 
в котором такие наблюдения запрещаются, и обобщенный, при котором они допускаются, 
а оценочная функция за пределами интервала финитности полагается равной нулю [8]. 
Обобщенный подход имеет приблизительно тот же прикладной смысл, что и условие (8): 
маловероятные наблюдения должны игнорироваться. 

С целью обеспечения регулярности финитной модели в данной работе подразумевает-
ся применение обобщенного подхода к оцениванию параметров. Это означает, что в моде-
ли БТЗ плотности f  и s определяются на Rx∈ . Плотность f  на XRx \∈  доопределяется 

нулем, поэтому из (6) следует БТЗ-оптимальность оценочной функции в обобщенном под-
ходе при условии, что функция s на XRx \∈  доопределяется произвольным образом, но 
не равна нулю. При этом происходит нарушение нормировки s, что, как уже было сказано, 
не влияет на справедливость (6). Таким образом, плотность s представляет интерес только 
при Xx∈ , поэтому нормировать ее (если это возможно) и приводить выражения для нее 
будем только на этом интервале. 
 
2. Оптимальность обобщенных радикальных оценок 

Для обоснования ООР как робастных оценок в рамках подхода Шурыгина, связанного 
с байесовским точечным засорением, покажем, что плотность (10) может быть получена 
как результат непараметрической оптимизации. Такой способ нахождения оптимальной 
плотности, использующий аппарат теории информации, описан в [21] и основан на прин-
ципе максимальной энтропии [18]. 

Определение. Будем говорить, что энтропия )(sH  порождается дивергенцией ( , ),D s f  

если выполнено формальное равенство [20] 

 ( ) ( ,  1)H s D s= ϕ−  (13) 

для некоторой constφ = . 

Эта формула отражает свойство энтропии, согласно которому ее безусловный макси-
мум достигается на равномерном распределении вероятностей. Условие (13) обеспечивает 
единообразие подходов к характеризации неопределенности распределения и непохожести 
между распределениями в рамках одной оптимизационной задачи. 

Итак, плотность (10) является решением задачи максимизации энтропии Шеннона 
(дифференциальной энтропии) [19; 20] 
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 ( ) ln  
X

H s s s dx= − , (14) 

порождаемой дивергенцией Кульбака – Лейблера [1] 

 ( , )  ln  
X

s
D s f s dx

f
=  , (15) 

при ограничении 

 ( , )D s f ≤ Δ , (16) 

где Δ – неотрицательная величина. Действительно, лагранжиан данной задачи имеет вид 
 

bsfsassaL +++−= ln ln)1( , 
 

где 0≥a , b – множители Лагранжа, и условие стационарности – 
 

0ln)1)(ln1( =++++−=∂∂ bfasasL . 
 

Отсюда после преобразований находим ν1
 

−= fks , где 1ν −= bek  и )1(1ν += a , причем 

1ν0 ≤≤ . Однако в случае 1ν0 ≤  функционалы (14), (15) и модель БТЗ при 1νν0 ≤≤  не 

имеют смысла, а формально найденное решение задачи с такими значениями параметра ν 
(им соответствует 0=k ) нуждается в дополнительном объяснении. Это объяснение стро-
ится на основе обобщенной модели БТЗ и будет рассмотрено в этом параграфе ниже для 
более общего случая 0ν ≥ . 

Одним крайним членом получаемого семейства является ОМП при 0,Δ =  другим – 

для случая 0 1ν >  – ОМУ, которая соответствует безусловному максимуму (14). Последний 

достигается при любых 1( , )D s fΔ ≥ , где 1s  – плотность равномерного на X распределения. 

В случае 0 1ν ≤  при Δ →∞  соответствующим решением (11) в пределе будет 0( , , )xψ θ ν . 

Таким образом, рассмотренная оптимизационная задача позволяет получать решения из 
семейства (11) в диапазоне 0 ≤ ν ≤ ν  (с возможностью расширения до 0 1≤ ν ≤  за счет 
обобщенной БТЗ), где 
 

}1 ;νmin{ν~ 0= . 
 

С этой точки зрения случай 1ss =  (или const~ =s ), названный нами максимально неопре-

деленным байесовским точечным засорением [7], соответствует наиболее слабым предполо-
жениям в рамках рассматриваемого подхода – отсутствию ограничения (16) – и одновременно 
наихудшей с точки зрения критерия (14) ситуации. В свою очередь, интерпретация неустой-
чивости W как показателя (5) при максимально неопределенном байесовском точечном засо-
рении позволяет представить локально устойчивый подход Шурыгина частным случаем его 
же подхода на основе модели БТЗ при наиболее слабых предположениях (с той лишь разни-
цей, что в случае 1ν0 ≤  используется обобщенная модель БТЗ, как описано в п. 1). 

Поскольку работа [21] не связана с робастным оцениванием параметров, дадим интер-
претацию рассматриваемого решения с точки зрения нашей задачи. В теории робастности 
решения часто формулируются как минимаксные, подобно (7): находится наилучшая 
оценка при наихудшем засорении [3]. Отличие нашего подхода от классического состоит в 
том, что мы используем два критерия: по одному критерию находится наихудшее засоре-
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ние, а по другому – наилучшая оценка. Отказываясь от минимаксной задачи (7), мы теряем 
гарантированность результата, зато приобретаем возможность получать оценки, удовле-
творяющие условию (8). 

С точки зрения теории принятия решений в условиях неопределенности подход на ос-
нове двух критериев соответствует игре с непротивоположными интересами [31], где ис-
следователь «играет» с природой. Действительно, природа о задаче оценивания модели 
ничего не знает, поэтому в общем случае не имеет со статистиком противоположные инте-
ресы. Но разумно предположить, что она стремится к увеличению неопределенности на-
блюдаемой системы, выражаемой в нашем случае энтропией Шеннона. Иначе говоря, 
стратегия природы – максимизация энтропии, стратегия статистика – получение опти-
мальной оценки при данной стратегии природы. Применительно к модели БТЗ стратегия 
природы направлена на серию выборок, т.е. определяет плотность s. 

Получение решения в виде семейства, разные члены которого полезны при разной 
степени искажения модельного распределения, также является характерным для теории 
робастности. Поскольку решением в случае fs =  является ОМП, которую целесообразно 

принять в качестве крайнего (наименее устойчивого) члена семейства, степень искажения 
определяется степенью непохожести плотности s на модельное распределение, а сама сте-
пень непохожести формализуется через ограничение на дивергенцию. Подобно тому, как 
это делается в подходе Хьюбера, ограничение (16) формирует окрестность модельного 
распределения размера Δ, в которой ведется поиск наихудшего распределения. 

На практике указанное ограничение может формироваться на основе априорной ин-
формации или, если ее нет, на основе формальных процедур, например, с использованием 
максиминного подхода, как в стойких оценках (см. п. 2 второй части статьи); возможен и 
субъективный выбор нескольких значений с целью исследования изменения оценок при 
изменении ограничения (размера окрестности). 

Вместо размера окрестности Δ на практике задают параметр ν оценочной функции, 
что проще. Чтобы найти размер окрестности Δ при известном значении ν, подставим (10) 
в (15). Получаем 

 1 ln ν ( )
( , ) ln ν ln  

1X

k H s
D s f k k f f dx−ν ν

ν
+= − =
−ν , 0 ≤ ν < ν . (17) 

Если 0 1ν > , формулы (17) позволяют находить ( , )D s fν  и для 01≤ ν < ν , однако ре-

зультат в этом случае не может интерпретироваться как размер окрестности Δ. Кроме того, 

1( , )D s f  определяет лишь нижнюю границу размера окрестности. 

Заметим, что даже при наличии устойчивости по Шурыгину функция влияния опти-
мальной оценки может оказаться неограниченной (см. п. 3 второй части статьи), что будет 
означать отсутствие робастности с точки зрения подхода Хампеля [4] (отсутствие качест-
венной робастности оценки). С практической точки зрения такие оценки тоже нельзя счи-
тать устойчивыми. Таким образом, робастными мы будем считать лишь те БТЗ-оптималь-
ные оценки, которые удовлетворяют условию B-робастности. 

Для обоснования семейства (11) при всех 0ν ≥  в соответствии с [8, 32], необходимо 
максимизировать вместо энтропии Шеннона (14) перекрестную энтропию (неточность 
Керриджа) [13; 33] 

 ( , ) ln  
X

H s f s f dx= − . (18) 
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Заметим, что в [34] такая задача сформулирована в рамках принципа максимума 
функции неточности. В интерпретации новой задачи с точки зрения игры с непротивопо-
ложными интересами исследователь «играет», скорее, уже не с безразличной природой, а с 
целенаправленно действующим противником (см., например, [35, 36]). Ограничение на ди-
вергенцию тогда можно понимать как один из инструментов маскировки последнего. 

Легко увидеть, что к задаче максимизации по s перекрестной энтропии сводится зада-
ча максимизации математического ожидания функции потерь ОМП )θ,(ln)θ,(ρ xfx −=  в 

модели БТЗ при фиксированной плотности f  и истинном значении параметра θ (параметр 

α ненастраиваемый). 
Заметим в связи с этим, что максимизация критерия на основе функции потерь часто ис-

пользуется во вредоносном машинном обучении (adversarial machine learning) с целью фор-
мирования наихудшего искажения («отравления») обучающих данных с последующим полу-
чением оценок, защищенных от этого искажения [36]. С рассматриваемой точки зрения задача 
максимизации перекрестной энтропии соответствует наличию у противника предположения 
об использовании исследователем ОМП, в то время как исследователь выбирает оценку, за-
щищенную от искажающего воздействия противника. Цель противника тогда состоит в ком-
прометации истинного значения параметра как согласованного с данными. Таким образом, 
ООР могут быть охарактеризованы как защищенные от намеренного искажения ОМП. 

Отметим также, что функционал (14) может рассматриваться как предельный слу-
чай (18) [37]: 

)(),(min sHfsH
f

= . 

Использование энтропии тогда можно интерпретировать как формализацию незнания про-
тивником модельной плотности. 

Рассмотрение задачи максимизации функционала (18) при ограничении (16) может на-
толкнуться на следующую трудность. Решение (10) формально может быть записано для всех 

0ν ≥ , однако при 0νν ≥  никакие значения множителей Лагранжа не удовлетворяют условию 

нормировки плотностей νs , поскольку соответствующие функции ν
~s  неинтегрируемые. 

По этой же причине функционалы (15) и (18) не имеют смысла, а модель БТЗ неприменима.  
Для преодоления указанной трудности вместо интервала X рассмотрим последователь-

ность усеченных (с одной или двух сторон по необходимости) интервалов nX  (где n – нату-

ральные числа), таких что XX n
n

=
∞→

lim  (под сходимостью последовательности интервалов 

понимается сходимость последовательностей соответствующих границ) и для каждого nX  

существуют плотности вида (10) ν1
,ν

−= nnn fks . Плотности nf  получены в результате соответ-

ствующего усечения плотности f  и могут рассматриваться как ее аппроксимации. 

Решая задачу оптимизации на интервале nX  аналогично [21] и подставляя найденную 

оптимальную плотность ns ,ν  в (6), получаем семейство оценочных функций вида (11) для 

модельной плотности nf  и 0.ν ≥  Таким образом, семейство (11) в случае, когда плотность 

νs  не существует, т.е. 0νν ≥ , может интерпретироваться как предел аппроксимирующих 

семейств, построенных для интервалов nX  при ∞→n . Как и в п. 1, будем предполагать, 

что изложенный здесь способ построения обобщенной модели БТЗ возможен. 
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Заключение 

В первой части работы предложен непараметрический способ выбора плотности засо-
ряющей точки для модели БТЗ, что позволяет рассматривать решения, получаемые в рам-
ках соответствующего подхода А.М. Шурыгина, как решения теории робастности. 

Рассмотрено решение, в котором оптимальная плотность определяется в результате мак-
симизации функционала энтропии при ограничении на величину дивергенции Кульбака – 
Лейблера между искомой и модельной плотностями. Характерно, что данные функционалы 
энтропии и дивергенции связаны между собой. В результате получается известное семейство 
ООР при условии 0 1≤ ν ≤ , где ν – параметр, задающий семейство. Использование в качестве 
оптимизируемого функционала вместо энтропии перекрестной энтропии позволяет вывести 
семейство ООР для всех 0.ν ≥  Таким образом, получено обоснование семейства ООР как ро-
бастных оценок, обладающих свойством оптимальности. 
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