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Развивается схема построения систем прямого адаптивного управления с неяв-
ной эталонной моделью для линейных непрерывных объектов. Ключевым условием 
сходимости настраиваемых параметров к их идеальным значениям является посто-
янство «богатого» по гармоникам возбуждения системы. В реальных системах это 
требование трудно выполнимо, поскольку задающие воздействия должны быть 
отработаны системой на ограниченном интервале времени. Стремление получить в 
системах адаптивного управления быструю параметрическую сходимость является 
двигателем исследований в области гибридных адаптивных систем. В данной рабо-
те гибридность понимается в том смысле, что объект управления является непре-
рывным, а регулятор или какая-либо его часть – дискретным. Предлагается схема 
синтеза гибридного контура адаптации, в которой непрерывная часть алгоритма 
использует в качестве параметра дискретную оценку матрицы идеальной настройки 
регулятора. Ставится задача получить модель параметрической ошибки в виде 
уравнения линейной регрессии относительно параметров идеальной настройки 
регулятора. Вводится квадратичный критерий параметрического рассогласования. 
Соответствующая задача минимизации по искомым оценкам приводит к алгоритму 
наименьших квадратов, который может быть использован как в одношаговой, так и 
в рекуррентной форме. Проводится анализ устойчивости методом функций Ляпуно-
ва. Определены условия, при которых замкнутая система является диссипативной. 
Цель данной работы – показать преимущество гибридного контура адаптации перед 
традиционным. Для этого теоретические результаты дополняются примером чис-
ленного моделирования. Сравнивается динамика системы с традиционным непре-
рывным алгоритмом адаптации и с гибридным алгоритмом. В обоих случаях иссле-
дуемая функция Ляпунова является невозрастающей. Это отражает устойчивость 
системы. Однако в традиционной системе скорость сходимости существенно мень-
ше, что приводит к большей координатной ошибке. В системе же с гибридным кон-
туром адаптации имеет место относительно быстрая как координатная, так и пара-
метрическая сходимость в допустимо малую зону диссипации.  
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A scheme for constructing direct adaptive control systems with an implicit reference 
model for linear continuous objects is being developed. The key condition for the conver-
gence of the tunable parameters to their ideal values is the constancy of the "rich" harmonic 
excitation of the system. In real systems, this requirement is difficult to fulfill because the 
setting effects must be worked out by the system over a limited time interval. The desire to 
obtain fast parametric convergence in adaptive control systems is the engine of research in 
the field of hybrid adaptive systems. In this paper, hybridity is understood in the sense that 
the control object is continuous, and the controller, or any part of it, is discrete. A scheme for 
the synthesis of a hybrid adaptation circuit is proposed, in which the continuous part of the 
algorithm uses as a parameter a discrete estimate of the ideal adjustment matrix of the regu-
lator. The task is to obtain a parametric error model in the form of a linear regression equa-
tion with respect to the parameters of the ideal setting of the regulator. A quadratic criterion 
of parametric mismatch is introduced. The corresponding minimization problem according to 
the desired estimates leads to the least squares algorithm, which can be used both in one-
step and recurrent form. It is shown that the recurrent least squares algorithm can be used 
in this part. Stability analysis is carried out by the Lyapunov function method. The conditions 
under which a closed system is dissipative are determined. The purpose of this work is to 
show the advantage of the hybrid adaptation circuit over the traditional one. To do this, the 
theoretical results are supplemented with examples of numerical modeling. The dynamics of 
the system is compared with the traditional continuous adaptation algorithm and with the 
hybrid algorithm. In both cases, the Lyapunov function under study is non-increasing. This 
reflects stability of the system. However, in a traditional system, the convergence rate is 
significantly lower, which leads to a larger coordinate error. In a system with a hybrid adap-
tation contour, there is a relatively fast both coordinate and parametric convergence into an 
admittedly small dissipation zone. 
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Введение 

Анализ известных схем построения систем прямого адаптивного управления (СПАУ) 
[1; 2] показывает, что ключевым условием для сходимости настраиваемых параметров к 
их идеальным значениям является постоянство «богатого» по гармоникам возбуждения 
системы [3]. В реальных системах это требование трудно выполнимо поскольку задаю-
щие воздействия вызывают перевод системы из одного состояния в другое на ограничен-
ном интервале времени. При этом, несмотря на то, что адаптация обеспечивает сходи-
мость вектора состояния объекта к вектору состояния эталонной модели, текущая на-
стройка регулятора остается отличной от идеальной. Это обстоятельство может привести 
к неудовлетворительным результатам в случае, когда условия эксплуатации системы 
требуют отключения контура адаптации. Например, на режимах, для которых не выпол-
няются предположения, сделанные при его синтезе. Стремление получить в системах 
прямого адаптивного управления быструю параметрическую сходимость является двига-
телем исследований как в области гибридных адаптивных систем [4–6], так и в области 
прикладных систем управления динамическими объектами. В частности, в области кос-
мических исследований небесных тел контактными методами с помощью грунтозабор-
ных устройств автоматических межпланетных станций актуальными являются задачи 
разработки и совершенствования алгоритмов автоматической коррекции параметров бу-
рения реголита (грунта), в том числе адаптивных [7–9].  

Традиционно гибридность системы управления понимается в том смысле, что объект 
управления является непрерывным, а регулятор или какая-либо его часть – дискретным. 
В частности, применительно к СПАУ имеется ввиду использование рекуррентных алго-
ритмов метода наименьших квадратов (МНК) для настройки параметров регулятора. В от-
личие от систем с идентификацией параметров объекта [10; 11], в СПАУ требуется рас-
смотреть задачу относительно параметров регулятора. 

Известны следующие подходы к решению задачи гибридного прямого адаптивного 
управления. Это аппроксимация непрерывного объекта дискретной моделью и синтез дис-
кретного регулятора и контура адаптации [12]. Естественные сложности здесь возникают в 
связи с проблемой корректности такой аппроксимации. При другом подходе [4] реализует-
ся дискретный контур адаптации для непрерывного основного контура СПАУ. Поскольку 
параметры непрерывного закона управления здесь изменяются в дискретные моменты 
времени, производная управления периодически будет терпеть разрывы. Это требует осо-
бой тщательности в исследовании работоспособности системы в условиях помех. 

В данной работе рассматривается структура СПАУ, в которой гибридным является 
контур адаптации (рис. 1). При этом параметры регулятора настраиваются непрерывно. 
Алгоритм непрерывной части контура адаптации использует в качестве параметра и фак-
тически отслеживает оценку матрицы идеальной настройки регулятора, которая вычисля-
ется на основе МНК в дискретной части контура адаптации. 

В отличие от ранее опубликованных работ [6; 12], где исследуются подобные систе-
мы, здесь развивается схема синтеза гибридной СПАУ с неявной эталонной моделью. 
 
Постановка задачи 

Рассмотрим объект управления, описываемый уравнением вида 

 / ,d dt = +x A x B u   (1) 
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где n∈x    – вектор состояния, u m∈  – вектор управления, ,A B  – матрицы соответст-

вующих размерностей с постоянными, но априори неизвестными элементами. 
 

 
Рис. 1. Структура системы прямого адаптивного управления 

с гибридным контуром адаптации 

Желаемая динамика объекта определяется уравнением эталонной модели вида 

 / ,M M M Md dt = +x A  x B  r  (2) 

где n
M ∈x    – вектор состояния, r m∈  – вектор задающего воздействия, ,M MA B  – задан-

ные матрицы соответствующих размерностей, причем MA  – устойчива, то есть все ее соб-

ственные значения имеют отрицательные действительные части. 
Задача синтеза системы прямого адаптивного управления состоит в определении 

структуры регулятора 
( , , )if=u K   x r  

и алгоритмов настройки элементов его матриц ,iK  при которых достигается цель управ-

ления вида 

 lim  ,  const 0.
t→∞

≤ρ ρ = ≥e    (3) 

Здесь M= −e  x x  – вектор координатной ошибки, .   – обозначение евклидовой нормы 

вектора. 
Анализ работ, посвященных решению данной задачи, например [1; 2], показывает, что 

структура регулятора либо задается априори, либо ищется из условия достижения задан-
ной цели управления в предположении, что параметры объекта известны. При этом не ста-
вится цель получить тот или иной вид модели ошибки. Модель ошибки используется лишь 
при анализе устойчивости и не играет конструктивной роли в синтезе системы. 
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Цель настоящей работы состоит в том, чтобы показать возможность использования 
модели ошибки для МНК-настройки параметров регулятора без явной реализации эталон-
ной модели в виде динамического звена. Поэтому задачу синтеза СПАУ поставим сле-
дующим образом: 

1. Сформировать основной контур СПАУ таким образом, чтобы модель параметриче-
ской ошибки имела вид уравнения линейной регрессии относительно параметров идеаль-
ной настройки регулятора. 

2. Синтезировать гибридный алгоритм настройки параметров регулятора, использую-
щий лишь элементы матриц эталонной модели ,,M MA B  а не ее вектор состояния Mx  и 

обеспечивающий выполнение предельного соотношения (3). 
 
Синтез регулятора 

Для определения закона формирования управляющего воздействия и соответствую-
щей структуры регулятора сделаем ряд шагов, следуя типовой схеме синтеза основного 
контура СПАУ [1], а именно перепишем уравнение объекта (1) с учетом (2) в виде 

 ( )M M M M

d

dt
− − = − − −x

A x B  r B u A A x B r  (4) 

и вычтем из него уравнение эталонной модели (2). В результате получим уравнение для 
координатной ошибки в виде 

 ( ) .M M

d

dt
− = − − −e

A  e B u A A  x B r  (5) 

Если управляющее воздействие  будет удовлетворять уравнению 

 ( ) ,M= − +B u A A  x B r  (6) 

тогда, согласно (5), координатная ошибка будет удовлетворять однородному диффе-
ренциальному уравнению вида 

 M

d

dt
=e

A  e  

и, в силу устойчивости матрицы ,MA  обладать свойством: 0 при ,t→ →∞e  что соответ-

ствует цели управления (3). Уравнение (6) называют уравнением эталонного регулятора. 
Поскольку матрицы ,A B  объекта неизвестны, реализовать эталонный регулятор невоз-

можно. Однако соотношение (6) указывает на класс уравнений, в котором следует задавать 
закон управления. Поэтому реальный регулятор зададим уравнением вида  

 1 2 1 ,M
+ += +u K K  x K B  r  (7) 

с матрицами 1 2, ,K K  элементы которых подлежат настройке в процессе работы замк-

нутой системы. Здесь ( ) 1

1 1 1 1
T T−+ =K K K K  – матрица, псевдообратная для 1.K  При этом мат-

рицы идеальной настройки 1 2,K   K* *  регулятора (7) будут иметь вид 

 

1 2, .M= = −K  B  K A A* *  
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Далее, при традиционном подходе, переходят к решению задачи синтеза алгоритмов 
настройки элементов матриц регулятора, пропуская этап анализа уравнения ошибки (5). 
Однако данный этап играет ключевую роль в синтезе гибридного контура адаптации. 

Обозначим вектор, формируемый из слагаемых левой части уравнения (4), как 

 .M M

d

dt
− −x

σ A x B  r  (8) 

Определим также общую матрицу настраиваемых параметров как 

 [ ]1 2  | , 
T

K K K  (9) 

матрицу общих параметрических рассогласований как 

 * *
1 1 2 2  | , 

T
 − = − − Δ K K K K K K *  (10) 

вектор сигналов как 

 [ ] | .col −z u x   (11) 

Суммирование уравнений (5) и (7) приводит к уравнению для координатной ошибки 
вида 

( ) ( )1 1 2 2 M

d

dt
− = − − + −e

A  e K K u K K  x* *   

 

или, в силу обозначений (10), (11), вида 

 .T
M

d

dt
− =e

A  e  Δ z  (12) 

Аналогично суммирование уравнений (4) и (7) приводит к уравнению для параметри-
ческой ошибки 

 .T=σ  Δ z  (13) 

Очевидно, что из условия 0=σ  следует 0,→e  но не следует 0.=Δ  Традиционные же 

алгоритмы адаптации, минимизирующие целевой функционал вида 2 ,J = σ  реализуют 

именно обнуление ,σ  и для обеспечения параметрической сходимости в таких системах 

необходимо выполнение условий постоянства возбуждения [3] с целью исключить ортого-
нальность столбцов матрицы Δ  и вектора .z  Но и в этом случае обеспечивается лишь 
асимптотическая сходимость Δ  к нулю. 

Использование гибридного контура адаптации позволяет получить практически при-
емлемую оценку матрицы ∗ на ограниченном интервале времени. Предлагаемая схема 
дискретного оценивания матрицы ∗	основывается на преобразовании уравнения (13) к 
виду линейной регрессии относительно параметров идеальной настройки регулятора. Дей-
ствительно, определив вектор выхода регрессионной модели как 

 ,T −q K z σ  (14) 

мы приходим к искомому соотношению 

 * .T=q K z  (15) 
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Синтез контура адаптации 

Введем оценку q̂  вектора q  как 

 ˆˆ ,T=q K z  (16) 

где K̂  – оценка матрицы идеальной настройки регулятора. Тогда решение стандартной 

задачи минимизации по K̂  квадратичного критерия вида 

 
21

ˆ 
2

J = −q q  (17) 

приводит к алгоритму наименьших квадратов, который может быть использован как в од-
ношаговой, так и рекуррентной форме [13]. Данный алгоритм реализуется в дискретной 
части контура адаптации при использовании следующего предположения относительно 

неизвестной матрицы .K*   
Предположение. Существует известная выпуклая область ,  удовлетворяющая усло-

виям: 

а) ,∈K*    

б) для любых 1 ∈K   матрица 1 1
TK K  является не особой. 

Пусть элементы векторов ( )tq  и ( )tz  объекта с непрерывным временем дискретизиру-

ются с периодом T  в моменты , .t kT k += ∈  Обозначим через ( )ˆ
ktK  оценку матрицы K*  и 

положим , .kt kT k += ∈  Тогда ( ) ( )ˆ ˆ
kt t=K K  для [ [1,k kt t t +∈  и ( )ˆ tK  корректируется при ка-

ждом kt t=  следующим образом 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1

1

ˆ ˆ ˆ ,
1

k k
k k kT

k k k

t t
t Proj t t

t t t
−

−

  = + +  

R z
K K e

z R z
 (18) 

где   ( ) ( ) ( ) ( )1
ˆˆ ,k k k kt t t t−= −e q K z

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 1 2
1 2

1 2 1

,
1

T
k k k k

k k T
k k k

t t t t
t t

t t t
− − − −

− −
− − −

= −
+

R z z R
R R

z R z
  

{ }Proj …  – оператор проекции, ограничивающий ( )ˆ
ktK  в известной выпуклой области .  

Предполагается, что алгоритм (18) запускается в момент времени СТАРТ 0.t t=  На интер-

вале [ [0 СТАРТ,t t  осуществляется начальный набор данных и вычисление начальных значе-

ний матриц ( )СТАРТtR  и ( )СТАРТ
ˆ tK  как 

 ( ) ( ) ( )1

СТАРТ
ˆ, , T T

СТАРТ СТАРТt t t
−

 = = R Z Z K R Z Q  (19) 

где ( ) ( ) ( )0 СТАРТ ,T
kt t t= … …  Z z z z  ( ) ( ) ( )0 СТАРТ .T t t= … …  Q q q qkt   

Согласно результатам работы [13], алгоритм (18) обладает следующими свойствами: 
а) Оценка ( )ˆ

ktK  ограничена для всех ,k +∈   (20) 

б) ( ) ( ) ( ) ( )1 1  ,T T
k k k kTr t t Tr t t− −≤E E E E  
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в) 
( )
( ) ( )

ˆ
lim 0,

1k

i k

Tt
k k

e t

t t→∞
=

+ z z
  , ,1i n=   

где ˆ ,  Tr= −E K K*  – обозначение следа матрицы. 

При выборе алгоритма настройки параметров регулятора (7) в виде 

 ˆ , =K K  (21) 

получается гибридная адаптивная система, структурно соответствующая системе, рас-
смотренной в [4]. Как показывает работа [4], доказательство ограниченности сигналов в 
гибридной системе с одним входом и одним выходом представляет собой нетривиальную 
математическую задачу, а ее решение для системы со многими входами и выходами, рабо-
тающей в условиях помех, остается проблематичным и в настоящее время. 

Здесь предлагается иной подход для настройки элементов матрицы ,K  а именно ис-

пользовать оценку K̂  таким образом, чтобы ее дискретность не вносила дополнительных 
особенностей в анализ устойчивости замкнутой системы. 

Рассмотрим целевой функционал для контура адаптации в виде 

 ( ) ( )1 1 ˆ ˆ ,
2 2

T
T

aJ Tr= + − −σ Fσ K K G K K  (22) 

где F  и G  положительно определенные симметричные матрицы соответствующих размерно-
стей. Тогда алгоритм адаптации можно определить как процедуру, реализующую минимиза-
цию функционала (22) в направлении антиградиента по настраиваемым параметрам, т.е. 

 .a

d
grad J

dt
=−

K

K
  (23) 

В силу соотношений (9)–(11), (13) алгоритм (23) принимает вид 

 ( ) ( ) ( )
0

0 0
ˆ , .

t
T

t

t dt t = − + − ∈ K K zσ F G K K K  (24) 

Данный алгоритм является более «гибким», по сравнению с (21). Настройка пара-

метров регулятора осуществляется непрерывно. Ступенчатая функция ( )ˆ tK  интегриру-

ется. Это исключает влияние особенностей дискретной части системы на динамику замк-
нутого контура. Имеется возможность оптимизации работы непрерывной части контура 
адаптации посредством соответствующего выбора матриц F  и .G  На интервале 

[ [0 СТАРТ,t t  начального набора данных для запуска алгоритма (18) настройка параметров 

регулятора может осуществляться либо при 0,=G  либо при ( ) ( )0
ˆ ,t t=K K  если управле-

ние ( )( )0 , ,f t=u K   x r  априори устойчиво. Наконец, для анализа устойчивости замкнутой 

системы (1), (7), (8), (11), (18), (24) может быть использован прямой метод Ляпунова. 
 
Анализ устойчивости 

Рассмотрим функцию Ляпунова вида 

 ( ) T TV t Tr= +e Pe Δ Δ  (25) 
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и исследуем знаковые свойства ее производной по времени. Здесь P  положительно опре-
деленная симметричная матрица. В силу (12), (13) будем иметь 

 
( )

2 .T T T T T T
M M

dV t d
Tr

dt dt
= + + + + Δ
σ Pe e A Pe e PA e e Pσ Δ  (26) 

Определим матрицы δ  и E  как 

 , ,ˆ ˆ− −δ K K  E K K  *  (27) 

матрицу P  как решение уравнения Ляпунова 

 T
M M+ = −A P PA Q  (28) 

для некоторой матрицы 0T= >Q Q  и заметим, что 
 

ˆ ˆ ,= − = − + − = +Δ K K K K  K K δ E * *   

Td d

dt dt
= = − −Δ K

zσ F Gδ  для 0, 0.T T= > = >F F G G   

 

Тогда (26) можно переписать в виде 
 

( ) ( )2 2 .T T T TdV t
Tr

dt
= − + + − −e Qe  e Pσ Δ zσ F Gδ   

 

Так как   T TTr Tr=a b b a  для любых ,, n∈b a  то 
 

,T T T T TTr Tr= = Δ zσ F σ F Δ z σ Fσ    

( ) .T T T TTr Tr Tr Tr− = − − = − + Δ Gδ  Δ G Δ E  Δ GΔ   Δ GE   

Отсюда 
( )

2 2 2 2 .T T T T TdV t
Tr Tr

dt
= − − − + +e Qe   Δ GΔ σ Fσ  e Pσ   Δ GE   

 

Как видим, строгую знакоотрицательность производной функции ( )V t  нарушают не-

квадратичные слагаемые, в которые входят ошибки e  и .E  Следуя [12], заменим эти сла-
гаемые мажорирующими квадратичными оценками.  

Так, используя неравенство между средним арифметическим и средним геометриче-

ским [14], можем установить, что для любых векторов ,, n∈b a  соответствующей матри-

цы 0T= >M M  и числа λ 0>  справедливо неравенство 
 

1
.

2 2
T T Tλ≤ +

λ
a Mb a Ma b Mb   

 

С учетом этого можем записать 
 

1

1

1
,

2 2
T T Tλ≤ +

λ
e Pσ e Pe σ Pσ   

2

2

1
.

2 2
T T TTr Tr Tr

λ≤ +
λ

 Δ GE  Δ GΔ  E GE   
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Выберем матрицы F  и G  в виде 

 
1

,
2

h=
λ

F P  ,= γG I  const 1,  const 0.h = ≥ γ = >  (29) 

При этом имеет место оценка 

 
( ) ( ) ( )1 2

1 2

1
λ 2 .T T T TdV t h

Tr Tr
dt

− γ≤ − − − γ −λ − +
λ λ

e Q P e  Δ Δ σ Pσ  E E  (30) 

Положим 2 1λ =  и используем следующее вспомогательное утверждение. 

Лемма. Если ( )1
1 min0 , ,− λ ∈ λ P Q  то матрица 1λ−Q P  положительно определена (до-

казательство приведено в приложении). 
Отсюда следует оценка 

 

( )1
1 3 3 min, 0 , ,T T T − λ < λ < ∀λ ∈ λ e Pe e Pe e Qe  P Q   

 

использование которой приводит неравенство (30) к виду 
 

( ) ( )3 1 .T T TdV t
Tr Tr

dt
≤ − λ −λ − γ + γe Pe  Δ Δ  E E   

 

Для { }3 1min , β = λ −λ γ  получаем 

 
( ) ( ) .TdV t

V t Tr
dt

≤ −β + γ E E  (31) 

Ограниченность функции TTr  E E  определяется свойствами алгоритма (18). Поэтому 
интегрирование соотношения (31) приводит к неравенству 
 

( ) ( )lim lim ,T
t tV t Tr→∞ →∞

γ≤
β

E E  

 

из которого следует диссипативность [15] исследуемой системы, т.е. сходимость всех тра-
екторий в некоторую ограниченную область, не зависящую от начальных условий 

( ) ( )0 0, .t te  Δ   

В пределе, при 0,γ →  гибридный алгоритм вырождается в традиционный, для кото-

рого соотношение (31) принимает вид 
 

( )0lim / 0.dV t dtγ→ ≤   

Это позволяет сформулировать следующий результат. 

Утверждение. Пусть оценка ( )ˆ
ktK  матрицы идеальной настройки регулятора, поро-

ждаемая алгоритмом дискретной части контура адаптации, обладает свойствами (20). То-
гда гибридная система (1), (7), (24), (8), (11), (29) является диссипативной. 
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Пример 

Преимущество гибридной системы прямого адаптивного управления перед традици-
онной продемонстрируем посредством модельного примера. Пусть объект управления 
описывается уравнением 
 

1,1 12,6 11, 2 1,1 0, 2

0 0 1 0 0 .

0,7 14,3 1,5 0,1 1, 2

d

dt

− −   
   = +   
   − − −   

x
x u   

 

Желаемое движение объекта задается эталонной моделью 
 

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 .

0 4 2 0 1

M
M

d

dt

−   
   = +   
   − −   

x
x r   

 

Нетрудно установить, что желаемая динамика объекта обеспечивается регулятором 
 

1 2 1 ,M
+ += +u K K  x K B  r  ( ) 1

1 1 1 1
T T−+ =K K K K   

с матрицами 

1 1 2 2

1,1 0, 2 0,1 12,6 11, 2

0 0 , 0 0 0 .

0,1 1, 2 0,7 10,3 0,5

−   
   = = = =   
   −   

K K   K K* *   

 

Однако если матрицы объекта неизвестны, то априори вычислить матрицы идеальной 
настройки регулятора невозможно. В этом случае для реализации требуемого эталонного 
движения используем систему прямого адаптивного управления. 

Исследуем работу системы с традиционным и гибридным контуром адаптации. Тра-
диционный алгоритм настройки параметров регулятора имеет вид 

 .Td

dt
= −K

zσ F  (32) 

Исполнительный уровень гибридного алгоритма имеет вид (24). Матричные коэф-
фициенты усиления F  и G  реализуются в форме (29) при 1h =  и 

[ [ [ [{ }0 СТАРТ СТАРТ0  при  , ;1   при  ,  .t t t t tγ = ∈ ∈ ∞  Матрица P  удовлетворяет уравнению: 

1

1
2 .

10
T
M M diag  + = − λ  

 
A P PA  Оценка K̂  матрицы идеальной настройки регулятора порож-

дается вычислительным уровнем гибридного алгоритма, который имеет вид (18) с пара-
метрами СТАРТ0,1  с,  2  с.T t= =   

Рассмотрим режим ступенчатого изменения координаты 1x  объекта по входу 1r  при 

2 0r =  и начальных условиях: ( ) [ ] ( ) ( )0 1 0 2 00 1 1 ,  ,  0.
T

Mt t t= − − = =x K K  B   Соответст-

вующие переходные процессы приведены на рис. 2 и 3, где использованы следующие обозна-
чения: 1 – желаемая динамика координат 1 2,  x x  объекта; 2 – динамика координат 1 2,  x x  объ-

екта в адаптивной системе с традиционным алгоритмом (32); 3 – динамика координат 1 2,  x x  

объекта в адаптивной системе с гибридным алгоритмом; 4 – задающее воздействие 1.r  
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Можно отметить, что система управления с гибридным контуром адаптации работает 
практически идеально (за исключением начального интервала настройки), тогда как дина-
мика системы с традиционным алгоритмом отличается от желаемой на достаточно дли-
тельном интервале времени. 
 

 
Рис. 2. Изменение координаты x1 объекта при ступенчатом изменении 

задающего воздействия по входу r1 

 
Рис. 3. Изменение координаты x2 объекта при ступенчатом изменении задающего воздействия 

по входу r1; ( )2 0r t =  и начальных условиях ( ) [ ] ( ) ( )0 1 0 2 00 1 1 ,  0,  
T

Mt t t= − − = =x K K  B   

Качественное различие в работе двух систем особенно наглядно иллюстрируют рис. 4 и 5, 
где представлена нормированная по начальному значению функция ( )V t  вида (25), а также 

динамика евклидовой нормы координатной ошибки ( ) .te   Кривые с индексом 1 соответст-

вуют традиционной системе, а с индексом 2 системе с гибридным контуром адаптации. 
Как видим, и в традиционной, и в гибридной системе функция ( )V t  является невоз-

растающей. Это отражает асимптотическую устойчивость обоих систем. Однако, скорость 
сходимости в традиционной системе очень мала (функция 1( )V t ), что приводит к большей 

координатной ошибке. В системе же с гибридным контуром адаптации имеет место быстрая 
как координатная, так и параметрическая сходимость в допустимо малую зону диссипации. 
Этот факт можно объяснить тем, что традиционные алгоритмы адаптации основаны на гради-
ентном методе минимизации квадратичной целевой функции, тогда как рекуррентный алго-
ритм МНК представляет собой процедуру типа Ньютона – Рафсона [16]. Из теории методов 
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итеративной оптимизации известно, что метод Ньютона – Рафсона обычно сходится быстрее, 
чем градиентный метод [17]. 
 

 

Рис. 4. Изменение нормированной по начальному 
значению функции Ляпунова вида (25) 

 
Рис. 5. Изменение евклидовой нормы координатной ошибки с течением времени 

Обсуждение 

В данной работе обоснована возможность построения системы прямого адаптивного 
управления с неявной эталонной моделью и гибридным контуром адаптации. Использова-
ние такой системы представляется привлекательным для многих практических задач, по-
скольку здесь не требуется явная или программная реализация эталонной модели в виде 
динамического звена. Соответственно, отсутствует проблема выставления одинакового с 
объектом начального состояния эталонной модели. 

Представленная схема синтеза гибридного контура адаптации позволяет использовать 
известные методы дискретной адаптации для управления непрерывными процессами. Дис-
кретная часть контура адаптации оказывает определяющее влияние на сходимость процес-
сов в системе. Тем не менее устойчивость системы не зависит от того, как часто выдается 

новая оценка ˆ .K  В пределе, при ,t →∞  имеем ( )ˆ constt =K  и свойства алгоритма (24) 

совпадают со свойствами хорошо изученных регуляризованных алгоритмов адаптации [2]. 
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Базовым алгоритмом адаптации в гибридной системе является рекуррентный алго-
ритм наименьших квадратов (РНК). Исследованию динамики его оценок посвящено боль-
шое количество публикаций, например [13; 16]. Одним из замечательных его свойств яв-
ляется то, что для получения практически приемлемой оценки достаточно измерить сигна-
лы на ограниченном интервале времени, когда система достаточно возбуждена по входу. 
В частности, приведенные здесь результаты численного моделирования показывают, что 
задача быстрого, за несколько шагов, достижения идеальной настройки регулятора в слу-
чае отсутствия помех имеет точное решение. При этом имеет место скачкообразный ха-
рактер сходимости процессов самонастройки в зону диссипации. 

К ограничениям алгоритма РНК относится необходимость контроля знаковых свойств 

матрицы ( ) ,ktR  так как сходимость гарантируется лишь в случае ее положительной опреде-

ленности. Кроме того, проблемами могут являться доступность полного вектора состояния 
объекта и влияние внешних неконтролируемых возмущений и помех измерения, а также не-

обходимость локализации настраиваемых параметров ( )tK  в известной выпуклой области .  

Наконец, часто имеют место физические ограничения на управляющее воздействие. 
Перечисленные проблемы являются предметом отдельных исследований. Здесь ука-

жем ряд подходов к их решению. Это восстановление вектора состояния объекта посред-
ством применения наблюдателей или фильтров Калмана, а также формирование некоторо-
го эквивалентного вектора состояния на основе фильтрации измеряемого выхода объекта. 
Последний подход получил большее распространение в силу своей простоты и эффектив-
ности [18]. Одним из способов придания системе робастных свойств является использова-

ние зоны нечувствительности алгоритма адаптации к малым ошибкам ( )ˆ kte  или невязкам 

,σ  когда они становятся сравнимыми с уровнем действующих возмущений. Задача форми-

рования невязки (8) и реализации алгоритмов (18), (24) может быть решена также на осно-
ве использования преобразований осреднения [19]. 
 
Заключение 

В данном исследовании развивается схема синтеза гибридного контура адаптации в 
системе управления с неявной эталонной моделью. Гибридность понимается в том смысле, 
что объект управления является непрерывным, а регулятор или какая-либо его часть дис-
кретным. Предлагается подход, в котором непрерывная часть алгоритма использует в каче-
стве параметра дискретную оценку матрицы идеальной настройки регулятора. Ставится за-
дача получить модель параметрической ошибки в виде уравнения линейной регрессии отно-
сительно параметров идеальной настройки регулятора. Показано, как в этой части может 
быть использован рекуррентный алгоритм наименьших квадратов. Проводится анализ ус-
тойчивости системы методом функций Ляпунова. Определены условия, при которых замк-
нутая система является диссипативной. Таким образом, установлено, что представленная 
схема синтеза гибридного контура адаптации позволяет использовать методы дискретной 
адаптации для управления непрерывными процессами. При этом дискретная часть контура 
адаптации оказывает определяющее влияние на сходимость процессов в системе. Дискрет-
ные алгоритмы требуют некоторых априорных знаний о параметрах объекта с тем, чтобы 
сформировать выпуклую область, к которой принадлежат параметры идеальной настройки 
регулятора. Требуется также обеспечить контроль особенностей сигнальных матриц для за-
пуска алгоритма. Тем не менее структура предложенного гибридного контура адаптации по-
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зволяет обеспечить диссипативность замкнутой системы путем ряда преобразований пара-
метров алгоритма и используемых сигналов. Цель данной работы – показать преимущество 
гибридного контура адаптации перед традиционным. Для этого теоретические результаты 
дополняются примером численного моделирования. Сравнивается динамика системы с тра-
диционным непрерывным алгоритмом адаптации и с гибридным алгоритмом. В обоих слу-
чаях исследуемая функция Ляпунова является невозрастающей. Это отражает устойчивость 
системы. Однако в традиционной системе скорость сходимости существенно меньше, что 
приводит к большей координатной ошибке. В системе же с гибридным контуром адаптации 
имеет место относительно быстрая как координатная, так и параметрическая сходимость в 
допустимо малую зону диссипации. Таким образом, предлагаемый подход позволяет полу-
чить практически приемлемые оценки на ограниченном интервале времени. 
 
Приложение 

Доказательство леммы. Заметим, что ,  const 0T T−μ μ = >e Qe e Pe   есть регулярный 

пучок квадратичных форм. В теории матриц [20] установлен следующий факт. 

Если T  – главная матрица регулярного пучка форм ,T T−μe Qe e Pe  то преобразование 
 

=e Tw   
 

приводит одновременно формы Te Qe  и Te Pe  соответственно к суммам квадратов 
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где , 1,k k nλ =  – характеристические числа пучка ,T T−μe Qe e Pe  соответствующие столб-

цам матрицы .T   

Числа , 1,k k nλ =  составляют спектр собственных значений матрицы 1 .−P Q   

Доказываемая лемма есть прямое следствие данного утверждения. Действительно, 
 

( ) { }( ) ( )1
1 min0 , .T T n

kdiag −−μ = λ −μ > ∀μ < λe Q P e w I w P Q   
 

При этом, ( )1 0 1 ,,k k n−λ > ∀ =P Q  так как матрицы P  и Q  симметричные и положи-

тельно определенные. 
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