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Большое количество физических, биологических и других явлений и процессов
описываются нагруженными уравнениями. Нелинейное гиперболическое уравнение 
Кирхгофа моделирует некоторые колебательные процессы и содержит нагрузку в 
виде рациональной степени m/n линейной функции от нормы искомого решения в 
пространстве H1(Ω). Подобную нагрузку будем называть интегральной. В работе 
для данного уравнения рассматривается вторая смешанная задача с однородными 
граничными условиями. В силу сложности интегрирования нелинейных дифферен-
циальных уравнений во многих случаях они с разной степенью точности аппрокси-
мируются линейными уравнениями. При этом может оказаться, что линеаризован-
ное уравнение весьма условно моделирует исследуемое явление.  

Целью настоящей работы является установление априорных оценок для инте-
гральной нагрузки уравнения Кирхгофа, которые используются для его «коррект-
ной» линеаризации. Соответствующие результаты формулируются в виде теорем. 
В случае положительной степени m/n полученная оценка действительна для любых
значений m и n. В отрицательном случае устанавливаются отдельные оценки для
m < n, m = n и m > n. Во всех случаях производится переход от нестрого равенства 
априорной оценки к равенству, связывающему интегральную нагрузку с некоторой
линейной функцией, зависящей от начальных условий и правой части уравнения. 
Для редукции уравнения Кирхгофа к линейному уравнению его интегральная на-
грузка заменяется полученной функцией. Способ применим к уравнениям с инте-
гральной нагрузкой как в главной части, так и в младших членах. 
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A large number of physical, biological and other phenomena are described by loaded 
equations. The nonlinear hyperbolic Kirchhoff equation models some oscillatory process-
es. It contains a load in the form of a rational degree m/n of a linear function of the norm 
of the desired solution in the space H1(Ω). We will call such a load an integral one. In this 
paper, a second mixed problem with homogeneous boundary conditions is considered for 
this equation. Due to the complexity of integrating nonlinear differential equations, in 
many cases they are approximated by linear equations with varying degrees of accuracy. 
In this case, it may turn out that the linearized equation very conditionally models the 
phenomenon under study. 

The purpose of this work is to establish a priori estimates for the integral load of the 
Kirchhoff equation. Subsequently, they are used for its "correct" linearization. The corre-
sponding results are formulated in the form of theorems. In the case of a positive degree 
m/n, the obtained estimate is valid for any values of m and n. In the negative case, sepa-
rate estimates are set for m < n, m = n and m > n. In all cases, a transition is made from 
the non-strict equality of the a priori assessment to equality. This equality relates the inte-
gral load to some linear function depending on the initial conditions and the right side of 
the equation. To reduce the Kirchhoff equation to a linear equation, its integral load is 
replaced by the resulting function. The method is applicable to equations with an integral 
load both in the main part and in the minor terms. 
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Введение 
 

В области {( , ) : , [0, ]}nQ x t x R t T= ∈Ω ⊆ ∈  с границей ∂Ω  класса дважды непрерывно-

дифференцируемых функций будем рассматривать гиперболическое уравнение Кирхгофа  
 

 ( ) ( , ),ttu a s u f x t− Δ =  (1) 
 

в котором  
2 2

( ) , ns s t u u dx R
Ω

= = ∇ = ∇ Ω⊂  

при условиях 

 1 2 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0, ( ,..., ) .t nu x x u x x u x x x
∂Ω

= ϕ = ϕ ∇ = = ∈Ω  (2) 
 

Уравнение (1) является нагруженным, так как оно содержит след операции от искомо-
го решения на принадлежащих зкамыканию Ω многообразиях размерности меньше n. На-
грузку ( )a s , где s – это интеграл указанного вида, будем называть интегральной. В на-

стоящей работе полагается  
 

( )1 2 1 2( ) , , 0, , .
m

na s C s C C C m n N
±= + > ∈  

 

Уравнение вида (1) в настоящее время интенсивно исследуется. Для него в [1] была 
установлена разрешимость в целом первой смешанной задачи с однородными начальными 
условиями при натуральных степенях суммы, образующей ( ).a s  В [2] разрешимость этой 

же задачи в целом установлена при степени суммы, равной –2. В [3] доказывается сущест-
вование и единственность задачи Коши для однородного уравнения вида (1). Среди боль-
шого количества работ, посвященных подобным уравнениям, в том числе и с младшими 
членами, можно указать [4–9].  

Непосредственное интегрирование нелинейных дифференциальных уравнений в частных 
производных является сложной задачей, редко допускающей точное решение. Одним из воз-
можных приемов, позволяющих упростить задачу, является аппроксимация нелинейных 
уравнений линейными. Однако в этом случае аппроксимирующее уравнение может серьезно 
исказить суть моделируемого нелинейного процесса. Устанавливаемые в данной работе апри-
орные оценки интегральной нагрузки уравнения предлагается использовать для редукции на-
груженных уравнений к ассоциированным с ними линейным уравнениям. Для этого инте-
гральная нагрузка заменяется правой частью априорной оценки, являющейся известной функ-
цией свободного члена уравнения и начальных условий. В этом случае нелинейный характер 
модели сохраняется в первом приближении. Такой подход был использован, например, в [10], 
где были получены априорные оценки производных решений одномерного уравнения вида (1). 

Следует отметить, что также представляют интерес гиперболические уравнения с ин-
тегральной нагрузкой в младших членах, возникающие при исследовании некоторых есте-
ственно-научных проблем. К ним относятся, в частности, работы [11–18], причем, уравне-
ние, исследуемое в [15], содержит интеграл по t от интегральной нагрузки, а уравнение из 
[16] – сумму интегральных нагрузок. Описанный в работе способ редукции к линейному 
уравнению применим и в этих случаях (см., например, [19]). 

В приведенных ниже рассуждениях неоднократно используется следующее вспомога-
тельное утверждение. 

Лемма. [20, теорема 1.4] Если функция u(t) удовлетворяет неравенству  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0α ,  ,
t

t

u t t u d f t t t≤ β τ τ τ + ≥   

 

где функция f(t) и неотрицательные функции α(t), β(t) интегрируемы, то справедливо нера-
венство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

exp .
t t

t

u t t f s s ds d f t
τ

 
≤ α τ β τ α β τ+ 

 
    

 

Всюду в приводимых ниже рассуждениях скалярное произведение рассматривается в 
смысле пространства L2(Ω). 

1. Интегральная нагрузка 1 2( ) ( ) , ,
m

na s C s C m n N= + ∈  

Рассмотрим уравнение (1) в виде  

 ( )1 2 ( , ), , .
m

n
ttu C s C u f x t m n N− + Δ = ∈  (3) 

 

Теорема 1. Если функция 1( )u H∈ Ω  является решением задачи (3), (2), и при этом 

1 2 2, , , , ( ),t ttu u f L∇ϕ ϕ ∈ Ω  то функция 1 2( )
m n

nC s C
+

+  ограничена зависящей от t константой. 

Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (1) и функции ut: 
 

( , ) ( )( , ) ( , ).tt t t tu u a s u u f u− Δ =  
 

Легко убедиться, что в предположении 1( )u H∈ Ω  имеют место равенства  

2 21 1
( , ) , ( , ) .

2 2tt t t t

d d
u u u u u u

dt dt
= − Δ = ∇  

Заметим также, что 

( ) ( )2

1 2 1 2
1

1 1
( )( , ) ( ) .

2 2

m

n
t

d d
a s u u a s u C s C C s C

dt C dt
− Δ = ∇ = + +   

Указанные преобразования приводят к соотношению 

( ) ( )2

1 2 1 2
1

1
2 ,

m

n
t t

d d
u C s C C s C fu dx

dt C dt Ω

+ + + =   

интегрирование которого, в свою очередь, приводит к равенству 
 

( ) ( )2 2

1 2 1 2
1 10

1 1
2 ( ,0) (0) .

tm n m n

n n
t t t

n n
u C s C fu dxd u x C s C

C m n C m n

+ +

Ω

+ + = τ+ + +
+ +   

 

Функцию под интегралом в правой части оценим по модулю и применим к нему нера-
венство Коши: 

 ( ) ( )2 2 2 2

1 2 2 1 2
1 10 0

1 1
( ) (0) .

t tm n m n

n n
t t

n n
u C s C u d f d x C s C

C m n C m n

+ +

+ + ≤ τ+ τ + ϕ + +
+ +   (4) 

 

Исключая второе слагаемое левой части, получим 
 

( )2 2

0

,
t

t tu u d F t≤ τ+   



Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление 
 

10 Прикладная математика и вопросы управления, № 2, 2024  

( )2 2

2 1 2
10

1
( ) ( ) (0) .

t m n

n
n

F t f d x C s C
C m n

+

= τ + ϕ + +
+  

 

Применяя к последнему неравенству лемму, будем иметь 
 

2

0 ( ),tu K t≤  

( ) ( ) ( )
0

0

,
t

tK t F e d F t−τ= τ τ +   

 

Возвращаясь к (4), исключим в левой части первое слагаемое, а в правой части заме-

ним 
2

tu  на 0 ( ).K t   
 

( )2 2

1 2 0 2 1 2
1 10 0

1 1
( ) ( ) (0) .

t tm n m n
n n

n n
C s C K d f d x C s C

C m n C m n

+ +

+ ≤ τ+ τ + ϕ + +
+ +   

 

От данного неравенства перейдем к оценке 

 1 2( ) ( ),
m n

nC s C K t
+

+ ≤  (5) 

1 0

0

( ) ( ) ,
tm n

K t C K d F t
n

 += τ+ 
 
  

 

выполняющейся для всех t ∈ [0, T]. Теорема 1 доказана. 
Полагая в уравнении (3)  

( )1 2( ) ( ) ,
m m
n m nC s C K t ++ =  

 

где K(t) – правая часть неравенства (5), получаем линейное уравнение 

 ( )( ) ( , ).
m

m n
ttu K t u f x t+− Δ =  (6) 

2. Интегральная нагрузка 1 2( ) ( ) , ,
m

na s C s C m n N
−

= + ∈  

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

 ( )1 2 ( , ), , .
m

n
ttu C s C u f x t m n N

−− + Δ = ∈  (7) 

Заметим, что в скалярном произведении 

 ( , ) ( )( , ) ( , )tt t t tu u a s u u f u− Δ =  (8) 

имеет место равенство 

( ) ( )2

1 2 1 2
1

1 1
( )( , ) ( ) .

2 2

m

n
t

d d
a s u u a s u C s C C s C

dt C dt
−− Δ = ∇ = + +  

Продолжим его при m = n и m ≠ n.  
При m = n имеем 

 ( ) ( ) ( )1

1 2 1 2 1 2
1 1

1 1
ln .

2 2

d d
C s C C s C C s C

C dt C dt
−+ + = +  (9) 
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Пусть m ≠ n. Тогда 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
1 1

1 1
.

2 2

m n m

n n
d n d

C s C C s C C s C
C dt C n m dt

−−+ + = +
−

 (10) 

Вернемся к случаю m = n. 

Теорема 2.1. Если функция 1( )u H∈ Ω  является решением задачи (7), (2) при ,m n=  и при 

этом 1 2 2, , , , ( ),t ttu u f L∇ϕ ∇ϕ ∈ Ω  то функции ( )1 2ln C s C+  при 1 2 1C s C+ ≥  и ( ) 1

1 2ln C s C
−+  при 

1 2 1C s C+ <  и ( ) 0s t′ < ограничены зависящими от t константами. 

Доказательство. Рассмотрим (8) при m = n. С учетом (10) запишем 

( )2

1 2
1

1
ln 2 .t t

d
u C s C fu dx

dt C Ω

 
+ + = 

 
  

После интегрирования последнего перейдем к неравенству 
 

 ( )2 2

1 2
1 0

1
ln ( ),

t

t tu C s C u d F t
C

+ + ≤ τ+  (11) 

( )2 2

2 1 2
10

1
( ) ( ) ln (0) .

t

F t f d x C s C
C

= τ+ ϕ + +  

 

Предположим, что 1 2 1.C s C+ ≥  Тогда, исключая в (11) второе слагаемое левой части, 

с применением леммы, имеем  
2

0 ( ),tu K t≤  

0

0

( ) ( ) ( ).
t

tK t F e d F t−τ= τ τ +  

Выбирая верхнюю границу неравенства, в правой части (11) заменим 2

tu  на 0 ( ),K t  

одновременно исключая первое слагаемое левой части. Это дает оценку 

 ( )1 2 1ln ( ),C s C K t+ ≤  (12.1) 

1 1 0

0

( ) ( ) ( ) ,
t

K t C K d F t
 

= τ τ + 
 
  

выполняющуюся для всех t ∈ [0, T].  
Пусть теперь 1 2 1.C s C+ <  С учетом знака логарифма запишем (11) в виде 

2 2 2 2 1 2
2

1 1 20 0

(0)1
( ) ln ,

t t

t t

C s C
u u d f d x

C C s C

+≤ τ+ τ+ ϕ −
+   

Последний член правой части исключим в силу (0) max ( ).s s t=  После применения 

леммы получаем 
2

0 ( ),tu K t≤  

0

0

( ) ( ) ( ),
t

tK t F e d F t−τ= τ τ +  
2 2

2

0

( ) ( ) .
t

F t f d x= τ+ ϕ  

В (11) заменим 2

tu  на 0 ( ),K t  одновременно исключая первое слагаемое левой части. 

Это дает оценку 
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 ( ) 1

1 2 2ln ( ),C s C K t
−+ ≤  (12.2) 

2 1 0

0

( ) ( ) ( ) ,
t

K t C K d F t
 

= τ τ + 
 
  

 

выполняющуюся для всех t ∈ [0, T].  
Теорема 2.1 доказана. 
Переход к равенствам в (12.1) и (12.2) позволяет редуцировать (7) к линейному урав-

нению 

 ( )exp ( ) ( , ),ttu K t u f x t− Δ =  (13) 

в котором  

1 1 2

2 1 2

( ), 1,
( )

( ), 1.

K t C s C
K t

K t C s C

− + ≥
=  + <

 

 

Перейдем к случаю , , .m n m n N< ∈   

Теорема 2.2. Если функция 1( )u H∈ Ω  является решением задачи (7), (2) при 

, , ,m n m n N< ∈  и при этом 
2

1 2 2 1, , , , ( ), 0,t ttu u f L∇ϕ ϕ ∈ Ω ∇ϕ >  то функция ( )1 2

n m

nC s C
−

+  ог-

раничена зависящей от t константой. 
Доказательство. С учетом (10) перепишем (8) в следующем виде: 

 ( )2

1 2
1

1
2 .

n m

n
t t

d n
u C s C fu dx

dt C n m

−

Ω

 
+ + = − 

  (14) 

 

Отсюда после интегрирования перейдем к неравенству 

 ( )2 2

1 2
1 0

1
( ).

tn m

n
t t

n
u C s C u d F t

C n m

−

+ + ≤ τ +
−   (15) 

( )2 2

2 1 2
10

1
( ) ( ) (0) .

t n m

n
n

F t f d x C s C
C n m

−

= τ + ϕ + +
−  

 

Исключая в (15) второе слагаемое левой части с применением леммы, имеем  

2

0 ( ),tu K t≤                  0

0

( ) ( ) ( ).
t

tK t F e d F t−τ= τ τ +  

Подстановка 0 ( )K t в правую часть (15) вместо 
2

tu  с одновременным исключением перво-

го слагаемого левой части дает оценку 

 ( )1 2 ( ),
n m

nC s C K t
−

+ ≤  (16) 

1 0

0

( ) ( ) ,
tn m

K t C K d F t
n

 −= τ + 
 
  

 

которая выполняется для всех t ∈ [0, T]. Теорема 2.2 доказана. 
Полагая в уравнении (7)  

( )1 2( ) ( ) ,
m m
n m nC s C K t

−
−+ =  

где K(t) – правая часть неравенства (16), получаем линейное уравнение 
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 ( )( ) ( , ).
m

m n
ttu K t u f x t−− Δ =  (17) 

Пусть теперь , , .m n m n N> ∈   

Теорема 2.3. Если функция 1( )u H∈ Ω  является решением задачи (7), (2) при 

, , ,m n m n N> ∈  и при этом 
2

1 2 2 1, , , , ( ), 0, ( ) 0,t ttu u f L s t′∇ϕ ϕ ∈ Ω ∇ϕ > >  то функция 

( )1 2

m n

nC s C
−

+  ограничена зависящей от t константой. 

Доказательство. С помощью (10) перейдем от (8) к уравнению (14) при m n> . Проин-
тегрируем его, замечая, что в силу возрастания функции s 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2
1 2 0

0
1 2 1 2

(0)
( ) 0,

(0)

m n m n
t n m n n

n
m n m n

n n

C s C C s Cd
C s C d F t

dt C s C C s C

− −
−

− −

+ − +
+ τ = = <

+ +
  

 

после чего перейдем к неравенству 

 
2 2 2 2

0 2
1 0 0

1
( ) ( ) .

t t

t t

n
u F t u d f d x

C n m
+ ≤ τ+ τ + ϕ

−    (18) 

Исключая второе слагаемое левой части, запишем оценку 
 

2 2

0

( ),
t

t tu u d F t≤ τ+                     
2 2

2

0

( ) ( ) .
t

F t f d x= τ+ ϕ  

 

Очередное применение леммы дает 
 

2

0 ( ),tu K t≤                       0

0

( ) ( ) ( ).
t

tK t F e d F t−τ= τ τ +  

 

Вновь заменяя 
2

tu  на 0 ( )K t в правой части (18) с одновременным исключением пер-

вого слагаемого левой части, получаем неравенство 

0 1 0

0

( ) ( ) ( ) .
tn

F t C K d F t
n m

 
≤ τ τ + −  

  

Из последнего следует, что для всех t ∈ [0, T] выполнено неравенство 

 ( )1 2 ( ),
m n

nC s C K t
−

+ ≤  (19) 

( )1 0 1 2

0

( ) ( ) ( ) (0) .
t m n

n
m n

K t C K d F t C s C
n

− −= τ τ+ + 
 
  

Теорема 2.3 доказана. 
Полагая в уравнении (7)  

( )1 2( ) ( ) ,
m m
n n mC s C K t

−
−+ =   

где K(t) – правая часть неравенства (19), получаем линейное уравнение 

 ( )( ) ( , ).
m

n m
ttu K t u f x t−− Δ =  (20) 
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3. Пример 

Приведем одномерный пример, соответствующий последнему случаю. Пусть задача (7), 
(2) имеет вид 

 

1
1 2

2

0

1 ,tt x xxu u dx u xt

−
 

− + = 
 
  (21) 

 ( ,0) ( 1), ( ,0) , [0,1], (0, ) (1, ) 0, [0, ].t x xu x x x u x x x u t u t t T= − = ∈ = = ∈  (22) 

Таким образом, в формулировке теоремы 2.3 имеем 

1 2 1 2( ) ( 1), ( ) , ( , ) , 1, 1, 2.x x x x x f x t xt C C m nϕ = − ϕ = = = = = =  

Найдем величины, входящие в (18)–(20): 

1 13
2 22 2 2 3

2

0 0 0 0

1 1 1 1
2 2 2 2

1

0 0 0

1 1
, , ( ) ( 3),

9 3 9

1 3
(0) ( ,0) ( ) (2 1) , ( (0) 1) ,

3 2

t t

x x

t
f dx x dxd x dx F t t

s u x dx x dx x dx s
−

= τ τ = ϕ = = = +

= = ϕ = − = + =

   

  
 

4
3 2

0 0

0

1 1
( ) ( 2 2), ( ) 2 1,

3 3 4

t
t t t

K t e t t K d e t t
 

= − + + τ τ = − + + − 
 

  

4 3
2

2 3
( ) .

1
4 3 2 2

3 4 3
t

K t
t t

e t t

=
  

+ − − + + +  
  

 

После подстановки в (21) получаем линейное уравнение 

4 3
2

2 3
.

1
4 3 2 2

3 4 3

tt xx

t

u u xt
t t

e t t

− =
  

+ − − + + +  
  

 

Решение последнего уравнения, найденное при условиях (22), может быть принято за 
нулевое приближение u(0) в итерационном процессе поиска решения задачи (21), (22), по-
добном описанному в [19]. Процесс состоит в нахождении «улучшенных» приближенных 
решений путем последовательного решения задач вида 

 

1
1 22( ) ( 1) ( )

0

1 ,k k k
tt x xxu u dx u xt

−

− 
− + = 
 
  (23) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ,0) ( 1), ( ,0) , [0,1], (0, ) (1, ) 0, [0, ],k k k k
t x xu x x x u x x x u t u t t T= − = ∈ = = ∈  (24) 

где k = 1, 2, … – итерационный индекс. Процесс завершится при выполнении условия 
 

( ) ( 1)( , ) ( , )k ku x t u x t−− ≤ ε  
 

с достаточно малым наперед заданным числом ε или по достижении заданного количества 
итераций. 

Таким образом, решение нелинейной задачи (21), (22) сводится к последовательному 
решению линейных задач (23), (24). 
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Заключение 

В работе установлены априорные оценки для интегральной нагрузки ( )1 2( ) ,
m

na s C s C
±= +  

1 2, 0, , ,C C m n N> ∈  уравнения Кирхгофа (1) при условиях (2) и демонстрируется их ис-

пользование для линеаризации нагруженного уравнения.  
Положительной степени интегральной нагрузки соответствует оценка (5). Для отрица-

тельной степени рассмотрены случаи m = n с оценками (12.1) и (12.2), а также случаи m < n 
и m > n с оценками (15) и (20) соответственно. Правые части полученных выражений, рас-
сматриваемых как равенства, используются для линеаризации уравнения (1) путем замены 
ими интегральной нагрузки. Результатом являются уравнения (6), (13), (17), (21), соответ-
ствующие приведенным четырем случаям. Для последнего случая приводится одномерный 
пример, иллюстрирующий редукцию нагруженного уравнения к линейному. Решение по-
следнего при исходных начально-краевых условиях может быть принято за первое при-
ближение к решению нагруженной задачи. 

Предполагается, что данный способ линеаризации, в отличие от других, позволяет реду-
цировать нагруженное уравнение к ассоциированному с ним линейному уравнению с сохра-
нением в общих чертах физического смысла процесса, моделируемого уравнением Кирхгофа.  
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