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Исследуется устойчивость линейного автономного разностного уравнения с двумя 
комплексными коэффициентами и различными запаздываниями. Отправной точкой 
исследования является теорема Шура – Кона о расположении корней характеристи-
ческого уравнения на комплексной плоскости относительно единичного круга. 

Для построения области экспоненциальной устойчивости исследуемого уравне-
ния в пространстве параметров используется метод D-разбиений, состоящий в по-
строении таких поверхностей в фазовом пространстве, что при переходе точки про-
странства через эти поверхности изменяется число корней соответствующего точке 
характеристического уравнения, находящихся вне единичного круга комплексной 
плоскости. Область, которой соответствует нулевое число таких корней, является 
областью устойчивости уравнения. 

Эта схема реализована для указанного разностного уравнения: найдены гео-
метрические критерии устойчивости и описаны области экспоненциальной устойчи-
вости в четырехмерном пространстве коэффициентов. Отдельно изучена равно-
мерная устойчивость, областью которой является область экспоненциальной устой-
чивости, дополненная частью границы. Для точного описания области равномерной 
устойчивости потребовалось описание «кривой кратности», все точки которой соот-
ветствуют кратным корням характеристического уравнения. 

Полученные результаты могут быть применены к исследованию процессов в 
физике, технике, экономике, биологии, при моделировании которых используются 
дискретные модели в виде разностных уравнений. 
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Введение

Настоящая статья продолжает исследования, начатые в работах [1; 2], и посвящена
получению эффективных и наглядных признаков экспоненциальной и равномерной устой-
чивости разностных уравнений с комплексными коэффициентами. Области устойчивости
в двух- и трехмерных пространствах коэффициентов строятся на основе классического
метода D-разбиения, но при этом существенную роль играют доказанные в работе [2] тео-
ремы о линейной связности областей устойчивости. Результаты статьи хорошо согласуются
с известными признаками экспоненциальной устойчивости разностных уравнений, полу-
ченными в работах [3–6]. Отметим, однако, что в указанных работах не рассматривалось
поведение решений на границах области устойчивости (в частности, задача о равномер-
ной устойчивости, не совпадающей с экспоненциальной). В нашей статье этим вопросам
посвящен специальный раздел.

1. Постановка задачи устойчивости для разностных уравнений

1.1. Описание объекта, представление решения

Будем использовать следующие обозначения для числовых множеств: Z— множество
целых чисел, N— множество натуральных чисел, N0 = N∪ {0}, R = (−∞,∞), C— множество
комплексных чисел. Рассмотрим линейное разностное уравнение p-го порядка

x(n) +
p∑

k=1

akx(n − k) = 0, n ∈ N, (1)

где ak ∈ C, k ∈ N. Очевидно, что если заданы значения x(n) = φ(n) ∈ C, n = 1 − p, 0, то
значения x(n), n ∈ N, определяются уравнением (1) однозначно. Функцию x : N → C будем
называть решением уравнения (1), соответствующим начальной функции φ.

Понятие устойчивость решения отражает непрерывную зависимость решения x от
начальной функции φ.

Определение 1. Уравнение (1) будем называть:

• равномерно устойчивым, если существует такая константа M > 0, что для каждого
решения x для всех n ∈ N имеем |x(n)| ≤ M max

1−p≤n≤0
|φ(n)|;

• экспоненциально устойчивым, если существует такие константы M, γ > 0, что для
каждого решения x для всех n ∈ N имеем |x(n)| ≤ M max

1−p≤n≤0
|φ(n)| e−γn.

1.2. Методы исследования

Исследование устойчивости тесно связано с характеристическим многочленом уравне-
ния (1) и определяемыми им корнями характеристического уравнения

λ
p +

p∑
k=1

akλ
p−k = 0. (2)

Напомним, что любое решение уравнения (1) представимо в виде
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x(n) = C1(n)λn
1 +C2(n)λn

2 + ... +Cm(n)λn
m, (3)

где λ1, λ2, . . . , λm — корни (2) без учета кратности, а Ck(n) — многочлены, степень которых
ровно на единицу меньше кратности корня λk. Для двух определенных выше видов устой-
чивости справедливы следующие критерии, которые легко выводятся из формулы (3).

Предложение 1. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво, если и только если все
корни его характеристического уравнения (2) лежат на комплексной плоскости внутри
единичного круга.

Предложение 2. Уравнение (1) равномерно устойчиво, если и только если все корни
его характеристического уравнения (2) лежат на комплексной плоскости в круге |λ| ≤ 1,
причем корни, лежащие на границе круга |λ| = 1, являются простыми.

Для построения области устойчивости мы пользуемся методом D-разбиения. Суть этого
метода, предложенного в работах Ю. И. Неймарка [7; 8], заключается в построении границ
в пространстве параметров, при переходе через которые изменяется количество корней ха-
рактеристического уравнения, находящихся вне единичного круга комплексной плоскости.
После построения этих границ остается выбрать из областей, на которые разбилось про-
странство параметров, области, которым соответствует нулевое число таких корней. Их
объединение и составляет область асимптотической устойчивости.

Важным свойством области устойчивости уравнения (1) является ее линейная связ-
ность. Приведем два утверждения из работы [2], на которые мы будем опираться при по-
строении области устойчивости.

Предложение 3. Область D-разбиения уравнения (1) является областью его экспо-
ненциальной устойчивости, если и только если она содержит начало координат.

Предложение 4. Замыкание области экспоненциальной устойчивости уравнения (1)
состоит из множества точек пространства параметров, для которых все корни харак-
теристического уравнения (2) принадлежат кругу |λ| ≤ 1.

2. Построение областей устойчивости

Рассмотрим следующее уравнение:

x(n) − ax(n − m) + bx(n − k) = 0, n ∈ N, (4)

где a, b ∈ C, m, k ∈ N.
Так как вхождение m и k в (4) равноценно, то можно сразу предполагать, что m < k.
В работах [1; 2] построены области равномерной и экспоненциальной устойчивости

для m = 1 и k ≥ 2. Если a ≥ 0, b ∈ C, то областями устойчивости для этих случаев являются
«криволинейные конуса» (при k = 2 наибольший, с ростом k конуса уменьшаются). Общий
случай a, b ∈ C сводится заменой к случаю, указанному выше.

Область устойчивости для m ≥ 2, как будет показано далее, существенно отличается
от аналогичных областей для m = 1. Несмотря на то, что D-разбиение вновь образует
криволинейные конуса, область устойчивости имеет более сложную структуру.

Положим в (4) m = 2 и рассмотрим уравнение
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x(n) − ax(n − 2) + bx(n − k) = 0, n ∈ N. (5)

Пусть k = 2p, тогда для (5) характеристическое уравнение имеет вид

λ
2p + aλ2(p−1) + b = 0. (6)

Положим µ = λ2, тогда
µ

p + aµp−1 + b = 0 (7)

— характеристическое уравнение для

y(n) − ay(n − 1) + by(n − p) = 0.

Очевидно, что λ = λ0 — корень уравнения (6), если и только если µ0 = λ
2
0 — корень

уравнения (7). Следовательно, все корни (6) лежат внутри единичного круга тогда и только
тогда, когда все корни уравнения (7) лежат внутри единичного круга, a |λ0| = 1 тогда и
только тогда, когда |µ0| = 1, причем уравнение (6) имеет кратные корни, если и только если
их имеет уравнение (7).

Таким образом, случай четного k сводится к рассмотренному в работах [1; 2] случаю
m = 1. Поэтому далее считаем, что k — нечетное число и k ≥ 3.

2.1. Экспоненциальная устойчивость

Сначала рассмотрим случай, когда a ∈ R, b = α + iβ ∈ C. Перепишем уравнение (4) в
виде

x(n) − ax(n − 2) + (α + iβ)x(n − k) = 0, n ∈ N, (8)

воспользуемся методом D-разбиения и построим поверхность в области параметров (α, β, a):α = a cos(k − 2)φ − cos kφ,
β = a sin(k − 2)φ − sin kφ,

φ ∈ [−π,π]. (9)

Из равенств (9) следует, что поверхность D-разбиения при a ≤ 0 получается симмет-
ричным отражением поверхности при a ≥ 0 относительно плоскости a = 0 c поворотом на
угол π/2.

С увеличением k число витков и самопересечений поверхности будет увеличиваться.
Отбросим часть витков, оставив только те, которые примыкают к началу координат, получим
четыре одинаковых криволинейных конуса с общим основанием в виде круга a = 0, |b| ≤ 1
(рис. 1).

Из предложения 1 следует, что область D-разбиения является областью устойчивости,
если и только если она содержит начало координат. Следовательно область устойчивости
при a ≥ 0 является пересечением двух верхних конусов (рис. 2, слева), а при a ≤ 0 —
пересечением двух нижних конусов (рис. 2, справа).

Объединение изображенных на рис. 2 областей составляет всю область устойчивости
уравнения (8) (рис. 3). Обозначим G2

k внутренность этой области, ∂G2
k — её границу, [G2

k] —
её замыкание. Области G2

3, G2
5, G2

7, G2
9 приведены на рис. 6.

Теорема 1. Для того чтобы уравнение (8) было экспоненциально устойчиво, необходи-
мо и достаточно, чтобы точка с координатами (Re b, Im b, a) принадлежала области G2

k .
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Рис. 1. Поверхность D-разбиения при k = 3 и k = 5

Рис. 2. Пересечение конусов при a ≥ 0 и a ≤ 0

Дадим аналитическое описание границ области устойчивости. Сначала укажем, в каких
пределах меняется параметр a. Из рис. 3 видно, что поверхность, ограничивающая область
устойчивости, имеет один максимум и один минимум. Поскольку область симметрична
относительно плоскостей α = 0 и β = 0, то точки экстремума лежат в этих плоскостях.
Рассмотрим сечение конусов с рис. 1 плоскостью β = 0. Из (9) получаем:α = a cos(k − 2)φ − cos kφ,

0 = a sin(k − 2)φ − sin kφ,
φ ∈ [−π,π].

• Если sin(k − 2)φ = 0, то из первого уравнения системы находим a = ±α + 1.

• Если sin(k − 2)φ , 0, то при любом k граница сечения задается параметрически

α =
sin 2φ

sin(k − 2)φ
, a =

sin kφ
sin(k − 2)φ

,

φ ∈ [0,π/k] ∪ [π(k − 1)/2k,π(k + 1)/2k] ∪ [π(k − 1)/k].

На рис. 4 представлены сечения конусов плоскостью β = 0 при k = 3, 5, 7, 9. Закрашены
сечения областей устойчивости.
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Рис. 3. Область устойчивости уравнения (8)

Рис. 4. Сечение поверхности D-разбиения при β = 0 для k = 3, 5, 7, 9

При a ≥ 0 максимум достигается на пересечении двух прямых a = ±β + 1, т. е. в точке
(0, 0, 1).

Аналогично при a ≤ 0 находим минимум, который достигается в плоскости α = 0 на
пересечении прямых a = ±α + 1 в точке (0, 0,−1). Итак, область устойчивости лежит в
полосе −1 ≤ a ≤ 1.

Теперь найдем условия на параметр φ, при которых поверхность (9) описывает границу
области устойчивости.

По условию задачи a ∈ [−1, 1], но, как отмечалось выше, достаточно рассмотреть случай
a ≥ 0, поэтому фиксируем a из интервала [0, 1]. Получаем уравнение:

α = 0, a =
sin kφ

sin(k − 2)φ
=

Uk−1(cosφ)
Uk−3(cosφ)

,

где Um — многочлен Чебышёва второго рода порядка m. Обозначим через t0 первый поло-
жительный корень уравнения aUk−3(t) = Uk−1(t), а также φ0 = arccos t0.

Теперь можно записать уравнение границы области устойчивости при a ≥ 0:

∂G2
k = {(α, β, a) : a ∈ [0, 1],α = a cos(k − 2)φ − cos kφ, β = a sin(k − 2)φ − sin kφ,

φ ∈ [−φ0,φ0] ∪ [π − φ0,π + φ0]}.
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Граница области устойчивости для случая a ≤ 0 получается из нее отражением относительно
плоскости a = 0 с поворотом на π/2. В итоге получаем области, приведенные на рис. 5.

Рис. 5. Область устойчивости уравнения (5) при k = 3, 5, 7, 9

2.2. Равномерная устойчивость

Найдем условия на a и b, при которых уравнение (8) равномерно устойчиво.
Рассмотрим множество [G2

k] = G2
k∪∂G

2
k . Из предложений 2 и 4 вытекает, что для постро-

ения множества равномерной устойчивости из [G2
k] следует удалить те точки, для которых

корни характеристического уравнения лежат на границе единичного круга и являются крат-
ными. Очевидно, что точки, соответствующие корням на единичной окружности, могут
принадлежать только границе ∂G2

k . Следовательно, нужно найти такие точки во множестве
∂G2

k и исключить их.
Выясним, когда характеристическая функция уравнения (8) имеет кратные корни. Для

кратного корня λ0 справедливы одновременно два равенства:g(λ0) ≡ λk
0 − aλk−2

0 + b = 0,
g′(λ0) ≡ kλk−1

0 − (k − 2)aλk−3
0 = 0,

из которых находим кривые, задающие связь между коэффициентами, при которой уравне-
ние (8) имеет кратные корни. В области a ≥ 0, α ≥ 0 кривая кратности лежит в плоскости
β = 0 и имеет вид:

α = 2
(
ak (k − 2)k−2

kk

)1/2

. (10)

Заметим, что кривая (10) проходит через начало координат и вершину правого верхнего
конуса (рис. 6, слева). Сечение области устойчивости плоскостью β = 0 приведено на рис. 4,
из которого видно, что для определения точки пересечения поверхности ∂G2

k с кривой
кратности следует найти пересечение линии (10) с прямой α = 1 − a. В рассматриваемой
области эти линии имеют единственную точку пересечения, обозначим ее координаты p1 =
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(α0, 0, a0). Отсюда легко определяются три другие точки пересечения кривых кратности с
поверхностью ∂G2

k: p2 = (−α0, 0, a0), p3 = (0,α0,−a0), p4 = (0,−α4,−a0) (рис. 6, справа).
Например, для случая k = 3 эти точки имеют вид: p1,2 = (±1

4 , 0,
3
4 ), p3,4 = (0,±1

4 ,−
3
4 ).

Рис. 6. Кривые кратности и область D-разбиения

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 2. Для того чтобы уравнение (8) было равномерно устойчиво, необходимо и
достаточно, чтобы точка с координатами (Re b, Im b, a) принадлежала области

[G2
k]\{p1 ∪ p2 ∪ p3 ∪ p4}.

2.3. Случай двух комплексных коэфициентов

Вернемся к общему случаю и рассмотрим разностное уравнение (8) уже с двумя ком-
плексными коэффициентами:

x(n) − ax(n − 2) + bx(n − k) = 0, n ∈ N, (11)

где a, b ∈ C, а k ≥ 3 — нечетное натуральное число.
Представим первый коэффициент в показательной форме a = |a|eiω, а для второго сохра-

ним алгебраическую форму b = α + iβ. Сделаем замену x(x) = eiωy(n). Тогда уравнение (11)
перепишется в виде

y(n) + |a|y(n − 2) + be−kiωy(n − k) = 0, n ∈ N.

Если представить второй коэффициент как be−kiω = u + iv, получаем уравнение

y(n) − |a|y(n − 2) + (u + iv)y(n − k) = 0, n ∈ N,

которое является уравнением вида (8). Так как |a| ≥ 0, то его областью устойчивости является
пересечение двух верхних конусов (см. рис. 2 слева).

Найдём семейство поверхностей, которые задают D-разбиение в пространстве парамет-
ров (α, β, |a|) при фиксированном ω:

Applied Mathematics and Control Sciences, no. 3, 2024 21



Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

α = |a| cos((k − 2)φ + kω) − cos(kφ + kω),
β = |a| sin((k − 2)φ + kω) − sin(kφ + kω),

φ ∈ [−π,π]. (12)

Равенства (12) можно рассматривать при каждом фиксированном ω как параметриче-
ски заданные поверхности, которые мы обозначим через ∂G2

kω, а ограниченные ими области
через G2

kω. При ω = 0 это будет определенная ранее поверхность и ограниченное ею пере-
сечение конусов, т. е. ∂G2

k0 = ∂G
2
k , а G2

k0 = G2
k .

Рис. 7. Области G2
3ω при ω = 0,π/2

Так как α + iβ = (u + iv)ekiω, то G2
kω получается из области G2

k0 поворотом вокруг оси
|a| на угол kω (рис. 7). Основанием всех областей G2

kω служит одна и та же окружность
|b| = 1, лежащая в плоскости a = 0, а точки пересечения кривых кратности с G2

kω имеют
координаты: p1 = (α0 cos kω, 0, a0), p2 = (−α0 cos kω, 0, a0).

Теорема 3. Для того чтобы уравнение (11) было экспоненциально устойчиво, необ-
ходимо и достаточно, чтобы точка с координатами (Re b, Im b, |a|) принадлежала обла-
сти G2

kω.

Теорема 4. Для того чтобы уравнение (11) было равномерно устойчиво, необходи-
мо и достаточно, чтобы точка с координатами (Re b, Im b, |a|) принадлежала области
[G2

kω]\{p1 ∪ p2}.
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