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В работе рассматривается класс линейных автономных дифференциальных 
уравнений нейтрального типа. Изучаемое уравнение, с одной стороны, возникает в 
различных прикладных задачах, таких как динамика популяции клеток, движение пло-
ских упругих плит с учетом трения, исследование дефектов с помощью ультразвука.
С другой стороны, это уравнение обладает большим разнообразием асимптотических 
свойств решений и поэтому интересно также с теоретической точки зрения, что под-
тверждается значительным количеством чисто теоретических исследований. Иссле-
дуемое уравнение являет собой удачный пример объекта, который достаточно прост 
для того, чтобы удалось получить эффективные признаки устойчивости, и в то же 
время достаточно сложен, чтобы в нем проявилось все разнообразие асимптотиче-
ских свойств решений автономных уравнений нейтрального типа. 

Исследование устойчивости рассматриваемого уравнения сводится к изучению 
асимптотических свойств его фундаментального решения и функции Коши. Извес-
тен критерий экспоненциальной устойчивости изучаемого уравнения и построена 
его область устойчивости в пространстве коэффициентов. 

В настоящей работе исследуется положительность фундаментального решения и 
функции Коши данного уравнения, а также устанавливаются двусторонние экспонен-
циальные оценки указанных функций. Для этого известная лемма о дифференциаль-
ном неравенстве обобщается на линейное автономное дифференциальное уравне-
ние нейтрального типа. Далее доказывается, что если рассматриваемое уравнение 
экспоненциально устойчиво, а его характеристическая функция имеет хотя бы один 
вещественный корень, то его фундаментальное решение и функция Коши положи-
тельны на положительной полуоси. Этому условию придается геометрический вид –
описывается соответствующая область в пространстве параметров уравнения. На 
основе положительности фундаментального решения и функции Коши строятся их 
двусторонние экспоненциальные оценки. Показатели экспоненты и коэффициенты в 
полученных оценках фундаментального решения и функции Коши являются точными. 
Эффективность установленных в статье результатов иллюстрируется примером. 
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In the paper we consider a class of linear autonomous differential equations of neutral 
type. The equation under study arises in applications such that dynamics of cell popula-
tion, motion of 2-dimensional elastic plates with friction, and ultrasonic flaw detection. On 
the other hand, this equation has a large variety of asymptotic properties of solutions and 
is therefore also interesting from a theoretical point of view, which is confirmed by a 
significant number of purely theoretical studies. The equation in question is a good 
example of an object that is simple enough to allow effective stability conditions to be 
obtained, and at the same time complex enough to exhibit all the variety of asymptotic 
properties of solutions of autonomous equations of neutral type. 

The study of the stability of the considered equation is reduced to the study of asymp-
totic properties of its fundamental solution and Cauchy function. For the equation under 
study, the exponential stability criterion is known, and the domain of stability is construct-
ed in the space of the coefficients. 

In this paper, we study the positivity of the fundamental solution and the Cauchy 
function of the given equation, and establish two-sided exponential estimates for these 
functions. To do this, a well-known lemma on differential inequality is generalized for 
the linear autonomous differential equation of neutral type. Further, we obtain that if the 
equation in question is exponentially stable and its characteristic function has at least 
one real root, then the fundamental solution and the Cauchy function are positive on 
the positive semi-axis. We give a geometric form to this condition, describing a domain 
in the parameter space of the equation. Based on the positiveness of the fundamental 
solution and the Cauchy function, we construct their two-sided exponential estimates. 
The exponents and coefficients in the estimates obtained for the fundamental solution 
and the Cauchy function are exact. The effectiveness of the results established in the 
article is illustrated by an example. 
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Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

Введение

Обозначим через N и N0 множества натуральных и неотрицательных целых чисел, через
C множество комплексных чисел. Пусть R = (−∞,∞), R+ = [0,∞), R− = (−∞, 0].

Рассмотрим линейное автономное дифференциальное уравнение нейтрального типа

ẋ(t) − aẋ(t − h) = bx(t) + cx(t − h), t ⩾ 0,
x(ξ) = φ(ξ), ẋ(ξ) = ψ(ξ), ξ ∈ [−h, 0),

(1)

где a, b, c ∈ R, h > 0.
С одной стороны, уравнение (1) возникает в различных прикладных задачах: динамики

популяции клеток [1], движения плоских упругих плит с учетом трения [2], исследования
дефектов с помощью ультразвука [3]. С другой стороны, уравнение (1) обладает большим
разнообразием асимптотических свойств решений и поэтому интересно также с теоретиче-
ской точки зрения (см., напр., [4–9]).

Через I обозначим тождественный оператор, через S — оператор сдвига, действующий
в пространстве непрерывных (кусочно-непрерывных, суммируемых) функций

(S y)(t) =

y(t − 1), t ⩾ 1,
0, t < 1.

Изменяя масштаб времени t 7→ ht и коэффициенты b 7→ hb, c 7→ hc, перепишем уравнение (1)
в эквивалентной форме, более удобной для дальнейшего изучения:

ẋ(t) − a(S ẋ)(t) = bx(t) + c(S x)(t) + σ(t − 1), t ∈ R+, (2)

где роль внешнего возмущения играет функция σ, суммируемая на [−1, 0] и определяемая
по правилу:

σ(t) =

aψ(t) + cφ(t), t ∈ [−1, 0],
0, t < [−1, 0].

Под решением уравнения (2) будем понимать абсолютно непрерывную на каждом ко-
нечном отрезке функцию x : R+ → R, удовлетворяющую (2) почти всюду на R+.

Как известно [10, с. 84, теорема 1.1; 11], уравнение (2) с заданными начальными усло-
виями x(0) ∈ R однозначно разрешимо, и его решение представимо в виде

x(t) = X(t)x(0) +

t∫
0

Y(t − s) σ(s − 1) ds, (3)

где X : R+ → R называется фундаментальным решением, а Y : R+ → R — функцией Коши
уравнения (2). На отрицательной полуоси X, Y доопределим нулём.

1. Фундаментальное решение и функция Коши

Функция X определяется как решение однородного уравнения вида (2)

ẋ(t) − a(S ẋ)(t) = bx(t) + c(S x)(t), t ∈ R+,

дополненного начальным условием x(0) = 1.
Для автономного дифференциального уравнения, разрешённого относительно произ-

водной (S = θ), между его фундаментальным решением и функцией Коши существует
простая зависимость:
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Y(t) = X(t).

Формула Коши принимает вид:

x(t) = X(t)x(0) +

t∫
0

X(t − s) σ(s − 1) ds.

Таким образом, в данном случае асимптотические свойства решений определяются свой-
ствами одной функции — фундаментального решения X.

Пример 1. Очевидно, что для уравнения

ẋ(t) − ẋ(t − 1) = 0, t ∈ R+,

справедливо X(t) = 1 при t ∈ [0,∞), а Y(t) = k при k − 1 ⩽ t < k, k ∈ N.

В работе [12] установлена связь между фундаментальным решением и функцией Коши
уравнения (2).

Теорема 1 [12]. Пусть X — фундаментальное решение, Y — функция Коши уравне-
ния (2). Тогда

X(t) = (I − aS )Y(t).

Формула (3) показывает, что исследование устойчивости уравнения (2) сводится к изу-
чению асимптотических свойств функций X и Y , в частности наличия следующих экспо-
ненциальных оценок для некоторых M1,M2, γ > 0:

|Y(t)| ⩽ M1e−γt, (4)
|X(t)| ⩽ M2e−γt. (5)

Из оценки (4) вытекает оценка (5). Обратное неверно.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

(I − aS )ẋ(t) + b(I − aS )x(t) = f (t), t ∈ R+,

где a > 1, b > 0. Легко убедиться, что

X(t) = χ(t)e−bt, Y(kh) =
ak+1 − e−b(k+1)

a − e−b , k ∈ N0.

Заметим, что в случае a = c = 0 имеем X(t) = Y(t) = ebt. Поэтому в дальнейшем будем
считать, что a и c одновременно не равны нулю.

2. Экспоненциальная устойчивость

Для уравнения (1) известен критерий экспоненциальной устойчивости и построена
область устойчивости в [13].

Пусть область D ограничена плоскостями
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P1 = {(ua, ub, uc) : uc = ub}, P2,3 = {(ua, ub, uc) : ua = ±1}

и поверхностью

Γ =

{
(ua, ub, uc) : ua = cos θ + ub

sin θ
θ
, uc = −θ sin θ + ub cos θ

}
,

где θ ∈ (θ0,π) при ub ∈ (−2, 0), θ ∈ (0, θ0) при ub ⩾ 0, θ0 — наименьший положительный
корень уравнения cos y − ub

sin y
y = 1. Поверхность Γ и плоскости P1, P2, P3 ограничивают

множество D, границы не принадлежат D. Область D изображена на рис. 1.

Теорема 2 [13]. Функция Коши уравнения (2) имеет оценку (4) тогда и только тогда,
когда {a,−b, c} ∈ D.

Рис. 1. Область D

3. Положительность фундаментального решения
и функции Коши

Здесь a ∈ R+, b ∈ R, c ∈ R−.

Лемма 1. Если a ∈ R+, оператор I − aS положительно обратим на каждом конечном
отрезке.
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Доказательство. При t ∈ [n − 1, n], n ∈ N, оператор I − aS обратим:

(I − aS )−1 =

n−1∑
k=0

akS k.

Так как a ⩾ 0, то на каждом конечном отрезке (I − aS )−1y ⩾ 0 при y ⩾ 0.

Лемма 2. Если a ∈ R+ и фундаментальное решение X уравнения (2) положительно,
то функция Коши Y уравнения (2) положительна.

Доказательство. Вытекает из теоремы 1 и леммы 1.
Характеристическая функция уравнения (2):

g(p) = p(1 − ae−p) − b − ce−p, p ∈ C.

Далее нам понадобится лемма о дифференциальном неравенстве [14, c. 65–66]. Обоб-
щим её на уравнение (2).

Лемма 3. Пусть a ∈ R+, существует такая положительная абсолютно непрерывная
функция v, что v(t) > 0 при всех t ∈ R+, v(ξ) = 0 при ξ < 0 и

(Lv)(t) = v̇(t) − a(S v̇)(t) − bv(t) − c(S v)(t) ⩽ 0

при почти всех t ∈ R+. Тогда X(t) ⩾ v(t)/v(0) при всех t ∈ R+.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

(Lv)(t) = η(t).

Используя (3), запишем

v(t) = X(t)v(0) +

t∫
0

Y(t − s)η(s) ds. (6)

Допустим, что существует t0 такое, что X(t0) = 0. В силу теоремы 1 и леммы 1 из
положительности функции X на [0, t0) вытекает положительности функции Y на [0, t0). Тогда

v(t0) =

t0∫
0

Y(t0 − s)η(s) ds ⩽ 0.

Это противоречит положительности функции v на R+. Следовательно, фундаментальное
решение X положительно на R+.

Следствие 1. Если выполнены условия леммы 3, то X(t) ⩾ v(t)
v(0) .

Доказательство. Так как функция X положительна и η неположительна, то неравен-
ство X(t) ⩾ v(t)

v(0) вытекает из равенства (6).

Теорема 3. Пусть a ∈ R+, c ∈ R−, {a,−b, c} ∈ D. Если функция g имеет хотя бы один
вещественный корень, то фундаментальное решение X и функция Коши Y уравнения (2)
положительны на R+.
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Доказательство. Пусть g(p0) = 0 при некотором p0 ∈ R. Точка {a,−b, c} ∈ D, поэтому
p0 < 0. Заметим, что

p0 − b = e−p0(ap0 + c) ⩽ 0,

причём равенство возможно только при a = c = 0.
Положим v(t) = ep0t > 0. При t ∈ [0, 1) имеем

(Lv)(t) = ep0t(p0 − b) ⩽ 0.

При t ⩾ 1
(Lv)(t) = ep0t(p0 − ap0e−p0 − b − ce−p0) = ep0tg(p0) = 0.

Тогда, по следствию 1, X(t) ⩾ ep0t > 0. Значит, Y(t) > 0.
Рассмотрим в декартовой системе координат Ouaubuc поверхность uc = ϕ(ua, ub), задан-

ную параметрически

ub = −uae−θ + 1 + θ, uc = ua(1 − θ) − eθ, ua ∈ [0, 1),

где θ ∈ (θ0, 0), θ0 — корень уравнения ua(1 − θ) = eθ, θ < 0 при ua = 0.
Обозначим через P область, определённую неравенствами ϕ(ua, ub) ⩽ uc < −ub, ua ∈

[0, 1). На риc. 3 изображены сечения области D (закрашенная область, границы которой
выделены синим цветом) и сечения множества P (при uc ⩾ 0 совпадает с D, при uc < 0
закрашена красным цветом) при различных значениях коэффициента ua.

ua = 0 ua = 0,01 ua = 0,05

ua = 0,2 ua = 0,5 ua = 0,9

Рис. 2. Сечения области D (закрашенная область, границы которой выделены синим цветом) и
сечения множества P (при uc ⩾ 0 совпадает с D, при uc < 0 закрашена красным цветом) при
различных значениях коэффициента ua
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Лемма 4. Пусть {a,−b, c} ∈ D, a > 0, c < 0, b̃ > b, c̃ > c, {a,−b̃, c̃} ∈ D. Тогда если
фундаментальное решение X уравнения (2) положительно на R+, то фундаментальное
решение уравнения

ẋ(t) − a(S ẋ)(t) = b̃x(t) + c̃(S x)(t), t ∈ R+, (7)

положительно на R+.

Доказательство. Обозначим через X̃ фундаментальное решение уравнения (7).
Положим v(t) = X(t) и оценим

Ẋ(t) − a(S Ẋ)(t) − b̃X(t) − c̃(S X)(t) = Ẋ(t) − a(S Ẋ)(t) − bX(t) − c(S X)(t)+

+ (b − b̃)X(t) + (c − c̃)(S X)(t) ⩽ Ẋ(t) − a(S Ẋ)(t) − bX(t) − c(S X)(t) = 0.

Значит, по лемме 3 функция X̃ положительна на R+.

Лемма 5. Если точка M(a, b, c) ∈ P, то фундаментальное решение X и функция Коши
Y положительны на R+.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай c ∈ R−. Пусть a = u0
a, b = u0

b, c = u0
c и

положим, что точка M0{u0
a, u

0
b, u

0
c} принадлежит области P. Тогда u0

c ⩾ ϕ(u0
a, u

0
b). Проведём

прямую {ua = u0
a, ub = u0

b} до пересечения с графиком функции ϕ, обозначим точку пересече-
ния M{u0

a, u
0
b, u
′
c}. Из равенства u′c = ϕ(u0

a, u
0
b) следует существование такого параметра θ′, что

u0
b = −u0

ae−θ
′

+1+θ′, u′c = u0
a(1−θ′)−eθ

′

. Откуда вытекает, что θ′(1−u0
ae−θ

′

)−u0
b−u′ce

−θ′ = 0. Но
u′c ⩽ u0

c , поэтому θ′(1−u0
ae−θ

′

)−u0
b−u0

ce−θ
′

⩽ 0. Учитывая lim
ζ→−∞

g(θ) = +∞, видим, что функция

g имеет вещественный корень. Значит, по теореме 3 функция X положительна на R+.
В силу леммы 4 при c > 0 функция X также положительна на R+. По теореме 1 и лемме 1

из положительности функции X на R+ вытекает положительности функции Y на R+.
Пусть {a, b, c} ∈ P, c ∈ R− (данное множество выделено красным на рис. 3). Обозначим

наибольший вещественный корень функции g через −ω, ω > 0.

4. Вспомогательное уравнение

Сделаем замену переменных x(t) = e−ωty(t) в уравнении (2). Тогда y является решением
уравнения

ẏ(t) − aω(S ẋ)(t) = bωy(t) + cω(S x)(t) + σ(t − 1)eωt, t ∈ R+, (8)

где aω = aeω, bω = b + ω, cω = (c − aω)eω.
Обозначим через X0 фундаментальное решение уравнения (8), а через G его характери-

стическую функцию

G(p) = p(1 − aeωe−p) − (b + ω) − (c − aω)eωe−p, p ∈ C.

Так как функции g и G связаны соотношением g(p − ω) = G(p), то вещественному корню
p = −ω функции g соответствует корень p = 0 функции G.

Обозначим через int P множество внутренних точек множества P.

Лемма 6. Если {a, b, c} ∈ int P, c ⩽ 0, то фундаментальное решение уравнения (8)
возрастает на R+.

Доказательство. В условиях леммы G(0) = 0, G′(0) > 0. При t ∈ [0, 1) имеем Ẋ0(t) =
bωX0(t). Следовательно, X0(t) = ebωt > 0. Из G(0) = 0 следует
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0 = bω + cω = bω + (c − aω)eω < bω.

(Равенство возможно только при a = c = 0, этот случай рассмотрен в начале статьи.)
Поэтому Ẋ0(t) = bωebωt > 0, т. е. X0 возрастает при t ∈ [0, 1).

Допустим, что при t ⩾ 1 существует t0, для которого Ẋ0(t0) = 0. Тогда при t < t0 X0(t)
возрастает. Значит,

Ẋ0(t0) = aωẊ0(t0 − 1) + bωX0(t0) + cωX0(t0 − 1) > aωẊ0(t0 − 1) + (bω + cω)X0(t0) > 0,

что противоречит допущению. Значит, функция X0 строго возрастает при t > 0.
Следующая лемма даёт ответ на вопрос о количестве комплексных нулей функции G

на мнимой оси и справа от неё.

Лемма 7. Если {a, b, c} ∈ int P, c ⩽ 0, то функция G не имеет нулей в полуплоскости
Π = {p ∈ C |Re λ ⩾ 0} за исключением точки p = 0.

Доказательство. В условиях леммы G(0) = −(bω + cω) = 0, G′(0) = 1 − aω + cω > 0,
aω ∈ [0, 1). Значит, в силу [13, п. 4.1, с. 20] справедливо утверждение данной леммы.

5. Оценки фундаментального решения и функции Коши

Определим

gX(γ) =
−γ(1 − aeγ) − b − ceγ

1 − aeγ
, γ ∈ R,

и

GX(γ) =
−γ(1 − aωeγ) − bω − cωeγ

1 − aωeγ
, γ ∈ R.

Данные функции связаны соотношением gX(γ − ω) = GX(γ).

Лемма 8. Если {a, b, c} ∈ int P, c ∈ R−, то фундаментальное решение уравнения (8)
1) возрастает на полуоси [0,+∞),

2) имеет предел lim
t→+∞

X0(t) = 1
G′X(0) ,

3) имеет двустороннюю оценку

1 < X0(t) <
1

G′X(0)
, t > 0. (9)

Доказательство. Первое утверждение следует из леммы 6.
В условиях леммы G(0) = −(bω + cω) = 0, G′(0) = 1 − aω + cω > 0, aω ∈ [0, 1). Значит, в

силу [13, теорема 8, с. 20–21] справедливо второе утверждение данной леммы.
Третье утверждение вытекает из первого и второго.

Замечание 1. Из леммы 8 следует, что если уравнение (8) рассматривать на полуоси
[T,+∞), где T > 0, то оценка (9) может быть заменена на

X0(T ) < X0(t) <
1

G′X(0)
, t > T,

при увеличении T разность 1
G′(0) − X0(T ) можно сделать сколь угодно малой.
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Применяя лемму 8, получаем следующий результат.

Теорема 4. Если {a, b, c} ∈ int P, c ∈ R−, то фундаментальное решение X уравнения (2)
имеет двустороннюю оценку

e−ωt ⩽ X(t) < −
1

g′X(ω)
e−ωt, t ⩾ 0, (10)

и, кроме того, lim
t→∞

X(t)eωt = −1/g′X(ω).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из леммы 8, поскольку фундаменталь-
ные решения уравнений (2) и (8) связаны равенством X(t) = e−ωtX0(t), а характеристические
функции — соотношением gX(p − ω) = GX(p).

Замечание 2. Показатель экспоненты и постоянные 1 и −1/g′X(ω) в оценке (10) точные.
Это следует из второго утверждения леммы 8 и свойства X(0) = 1. Показатель ω в (10) не
может быть увеличен, так как оценка двусторонняя.

Лемма 9. Если {a, b, c} ∈ int P, c ∈ R−, то функция Коши Y0 уравнения (8)
1) возрастает на полуоси [0,+∞),

2) имеет предел lim
t→+∞

Y0(t) = 1
G′(0) ,

3) имеет двустороннюю оценку

1 < Y0(t) <
1

G′(0)
, t > 0.

Доказательство. Поскольку

Y0(t) = (I − aωS )−1X0(t) = X0(t) + aω(S X0)(t) + aω2(S 2X0)(t) + . . .

— на каждом конечном отрезке конечная сумма возрастающих функций, то первое утвер-
ждение леммы доказано.

В условиях леммы G(0) = −(bω + cω) = 0, G′(0) = 1 − aω + cω > 0, aω ∈ [0, 1). Значит, в
силу [13, теорема 8, с. 20–21] справедливо второе утверждение данной леммы.

Третье утверждение вытекает из первого и второго.

Теорема 5. Если {a, b, c} ∈ int P, c ∈ R−, то функция Коши уравнения (2) имеет дву-
стороннюю оценку

e−ωt ⩽ Y(t) <
1

g′(−ω)
e−ωt, t ⩾ 0, (11)

и, кроме того, lim
t→∞

Y(t)eωt = 1/g′(−ω).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из леммы 9, поскольку функции Коши
уравнений (2) и (8) связаны равенством Y(t) = e−ωtY0(t), а характеристические функции —
соотношением g(p − ω) = G(p).

Замечание 3. Показатель экспоненты и постоянные 1 и 1/g′(−ω) в (11) точные. Это
следует из второго утверждения леммы 9 и свойства Y(0) = 1. Показатель ω в (10) не может
быть увеличен, так как оценка двусторонняя.
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Рис. 3. Фундаментальное решение X и его оценка

Рис. 4. Функция Коши Y и её оценка

6. Пример

Найдём точные оценки фундаментального решения и функции Коши уравнения

ẋ(t) − 0,34ẋ(t − 1) − 0,38x(t) + 0,4x(t − 1) = f (t), t ⩾ 0. (12)

Выпишем его характеристическую функцию

g(p) = p(1 − 0,34e−p) − 0,38 + 0.4e−p, p ∈ C,

и производную
g′(p) = 1 − 0,74e−p + 0,34pe−p, p ∈ C.

Численно решая уравнение g(p) = 0, найдём наибольший вещественный корень p ≈ −0,0976.
Полагаем ω ≈ 0,0976, вычислим 1

g′(−ω) ≈ 6,776 и с помощью теоремы 5 получаем

e−0,098t ⩽ Y(t) < 6,776e−0,097t.

Применив теорему 4, получаем

e−0.098t ⩽ X(t) < 3.842e−0.097t, t ∈ R+.

На рис. 3 и 4 изображены фундаментальное решение X и функция Коши Y уравне-
ния (12), построенные по шагам, и их оценки.
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