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Рассматривается функционально-дифференциальное уравнение нейтрального 
типа с двумя несоизмеримыми запаздываниями при производной и исследуются 
вопросы его устойчивости, изучается обратимость оператора при производной в 
лебеговых пространствах Lp и исследуется расположение корней его характеристи-
ческого уравнения на комплексной плоскости. 

Для определения обратимости оператора при производной найден спектр опе-
ратора S внутренней суперпозиции, а также дано его описание в терминах коэффи-
циентов исходного уравнения. Полученное описание спектра позволяет сформули-
ровать условия, при которых обратим оператор при производной. В свою очередь, 
обратимость оператора при производной даёт возможность найти критерии экспо-
ненциальной устойчивости и неустойчивости. 

Установлена связь между значениями коэффициентов оператора S, типом устойчи-
вости исходного уравнения, обратимостью оператора I S−  в любом из лебеговых 
функциональных пространств и расположением корней характеристического уравнения.

Показано, что наличие корней характеристического уравнения справа от мнимой 
оси равносильно неустойчивости уравнения нейтрального типа и необратимости опе-
ратора при производной. Если же все корни характеристического уравнения лежат 
слева от мнимой оси и отделены от неё, то оператор при производной обратим, а 
уравнение нейтрального типа экспоненциально устойчиво. Эти условия оказались 
эффективно проверяемыми в терминах коэффициентов исходного уравнения. 

Был также описан «критический» случай, при котором корни характеристическо-
го уравнения лежат слева от мнимой оси, но не отделены от неё, то есть существу-
ет вертикальная цепь корней, приближающаяся к мнимой оси на сколь угодно близ-
кое расстояние. В этом случае оператор при производной необратим, а уравнение 
нейтрального типа не может быть экспоненциально устойчивым. 
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This article considers a neutral type functional differential equation with two incom-
mensurable delays at the derivative, with focusing on stability issues. The invertibility of 
the operator at the derivative in Lebesgue spaces Lp is investigated, and the location of 
the roots of its characteristic equation on the complex plane is analyzed. 

To study the invertibility of the operator at the derivative, the spectrum of the internal su-
perposition operator S is defined, and its description is provided in terms of coefficients of 
the original equation. The resulting description of the spectrum allows formulating the condi-
tions under which the operator at the derivative is invertible. Further, the invertibility of this 
operator facilitates the identification of criteria for exponential stability and instability. 

A connection between the coefficients of the operator S, the type of stability of the 
original equation, and the invertibility of the operator I S−  in arbitrary Lebesgue function-
al space, as well as the location of roots of the characteristic equation, is established. 

It has been demonstrated that the presence of roots of the characteristic equation to 
the right of the imaginary axis is equivalent to the instability of the original neutral type 
equation and the non-invertibility of the operator at the derivative. Conversely, if all the 
roots of the characteristic equation are located to the left of the imaginary axis and are 
separated from it, then the operator at the derivative is invertible, and the neutral type 
equation is exponentially stable. These conditions have been shown to be effectively 
verifiable in terms of the coefficients of the original equation. 

A “critical” case has also been described, when the roots of the characteristic equa-
tion lie to the left of the imaginary axis but are not separated from it; specifically, a vertical 
chain of roots approaches arbitrarily close to the imaginary axis. In this scenario, it is 
established that the operator at the derivative is non-invertible, and the neutral type 
equation cannot be exponentially stable. 
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Введение

Рассматривается автономное функционально-дифференциальное уравнение нейтраль-
ного типа с двумя линейно независимыми сосредоточенными запаздываниями при про-
изводной и ограниченным запаздыванием произвольного вида при неизвестной функции.
В этой работе продолжаются и углубляются исследования, начатые в [1–3]. Наша работа
опирается на результаты и следует традициям научной школы Н. В. Азбелева [4]. Уравне-
ние записывается в операторной форме, начальные условия считаются частью внешнего
возмущения, а общий вид решения записывается с помощью формулы Коши, содержащей
интегральный оператор, ядром которого является функция Коши. Эта функция содержит
в себе всю информацию о решении уравнения, в том числе о его асимптотических свой-
ствах, поэтому является центральным объектом при изучении устойчивости функциональ-
но-дифференциальных уравнений.

Как показано в [1], задача об экспоненциальной устойчивости линейного автономного
дифференциального уравнения нейтрального типа сводится к двум задачам: об обратимо-
сти оператора при производной I − S в пространствах суммируемых функций Lp (R+) и
расположении нулей характеристического уравнения на комплексной плоскости. А именно
для нулей характеристического уравнения необходимо установить, будут ли все они лежать
слева от мнимой оси, и если да, то будет ли мнимая ось их точной границей.

Ситуация, когда оператор при производной представляет собой линейную комбинацию
операторов сдвига на кратные величины, достаточно хорошо изучена. В [2] показано, что
вопрос об обратимости оператора I − S сводится к нахождению корней многочлена, число
корней характеристического уравнения всегда конечно и существуют эффективные методы,
позволяющие исследовать их расположение относительно мнимой оси. Среди них — методы
Шура — Кона [5; 6] и Джури [7].

Картина резко и качественно меняется, когда запаздывания при производной становятся
несоизмеримыми. Теперь характеристическое уравнение представляет собой квазиполином,
число корней которого бесконечно, и, кроме того, появляются бесконечные почти верти-
кальные цепи корней. Поэтому возможна ситуация, когда все корни характеристического
уравнения лежат слева от мнимой оси, но не отделены от неё [3; 8]. В этой работе рас-
сматривается уравнение с двумя несоизмеримыми запаздываниями. Для ответа на вопрос
об обратимости оператора I − S исследуется спектр оператора S , а для характеристиче-
ского уравнения определяется точная правая граница корней. Записав спектр оператора S
и определив положение точной правой границы корней в терминах коэффициентов исход-
ного уравнения нейтрального типа, можно сделать выводы об асимптотическом поведении
решений этого уравнения.

1. Обозначения

Пусть N — множество натуральных, Z — целых, Q — рациональных, R — веществен-
ных, C — комплексных чисел, N0 = N ∪ {0}, R+ = [0,+∞), Lp(E), 1 ≤ p < ∞, — лебегово
пространство суммируемых со степенью p функций, заданных на множестве E, L∞ (E) ––
пространство ограниченных в существенном на E функций. Нормы в пространствах Lp (E),
1 ≤ p ≤ ∞, задаются естественным образом. Если E = R+, то для сокращения записи будем
опускать этот параметр и записывать просто Lp. Характеристическая функция множества
M обозначается χM(t) и равна 1, если t ∈ M, и 0 в противном случае.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим записанное в операторном виде [4] функционально-дифференциальное
уравнение нейтрального типа:

(I − S ) ẋ(t) = T x(t) + f (t), t ≥ 0, (1)

где

(S y)(t) =
K∑

k=1

ak
(
S hky

)
(t), (Ty)(t) =

ω∫
0

(
S ξy

)
(t) dr(ξ);

(S hy)(t) =

y(t − h), t ≥ h;
0, t < h;

ω ∈ R+, функция r : [0,ω] → R имеет ограниченную вариацию, интеграл понимается в
смысле Римана — Стилтьеса, функция f (t) суммируема на каждом конечном отрезке.

Операторы S h будем называть операторами сдвига, а S — оператором внутренней су-
перпозиции. Как известно [4], в этих предположениях уравнение (1) с заданными начальны-
ми условиями однозначно разрешимо в классе абсолютно непрерывных на каждом конечном
отрезке функций и его решение представляется в виде формулы Коши:

x(t) = X(t)x(0) +

t∫
0

Y(t − s) f (s) ds, (2)

где X : R+ → R — фундаментальное решение, а Y : R+ → R — функция Коши уравнения (1).
При изучении асимптотических свойств уравнения (1) важную роль играет обратимость

оператора I − S в лебеговых пространствах заданных на полуоси функций.
Обозначим через

g(p) = p

1 − K∑
k=1

ake−hk p

 − ω∫
0

e−pξ dr(ξ), p ∈ C,

характеристическую функцию уравнения (1).

Предложение 1 [1, теорема 1]. Функция Коши уравнения (1) имеет оценку

|Y(t)| ≤ Me−γt, M, γ > 0, (3)

тогда и только тогда, когда оператор I−S имеет обратный в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,
и все нули функции g лежат слева от мнимой оси.

Обратим внимание, что в этой теореме условие обратимости оператора при производ-
ной не накладывается априори, как это делают большинство авторов, изучающих уравнение
нейтрального типа [9–11], а появляется как необходимое условие экспоненциальной устой-
чивости. Кроме того, здесь для проверки экспоненциальной устойчивости не требуется
проверка условия отделённости нулей функции g от мнимой оси, что, как правило, очень
трудоёмко.
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Замечание 1. В работе [12, следствие 2.2.12] показано, что обратимость оператора
I − S хотя бы при одном p, 1 ≤ p ≤ ∞, эквивалентна его обратимости при всех p. Поэтому
для того, чтобы доказать справедливость экспоненциальной оценки (3) для функции Коши,
достаточно проверить расположение нулей функции g и обратимость оператора I−S в одном
из пространств Lp. Обратно, если для функции Коши верна оценка (3), отсюда следует
обратимость оператора I − S в пространствах Lp при любом p.

3. Уравнения с двумя несоизмеримыми запаздываниями

Известно [1; 2], что задача об обратимости оператора I−S в случае кратных запаздыва-
ний сводится к исследованию корней многочлена. Несоизмеримость же запаздываний при
производной качественно меняет картину, значительно усложняя исследование. Даже для
случая двух несоизмеримых слагаемых задача оказывается содержательной.

Пусть дано уравнение нейтрального типа с двумя несоизмеримыми запаздываниями
(1), где

S = aS 1 + bS α, α > 1, α ∈ R \ Q.

Характеристическая функция уравнения (1) задаётся формулой [1; 2]:

g(p) = p(1 − gS (p)) − gT (p), p ∈ C,

где

gS (p) = ae−p + be−αp,

gT (p) =

ω∫
0

e−pξ dr(ξ).

Обратимость оператора I − S зависит от расположения корней уравнения 1 − gS (p) = 0 на
комплексной плоскости. Назовём это уравнение характеристическим. В данном случае оно
выглядит следующим образом:

1 − ae−p − be−αp = 0. (4)

Такие уравнения изучались в работах [1; 2; 13]. Показано, что в случае кратных показателей
экспонент множество всех корней уравнения (4) представляет собой объединение конечного
числа строго вертикальных цепей. Если показатели несоизмеримы, корни этого уравнения
распределены в некоторой вертикальной полосе в комплексной плоскости или двух таких
полосах таким образом, что их вещественные части лежат всюду плотно на некотором
отрезке или объединении двух отрезков [13]. Следовательно, возможны ситуации, когда
существует почти вертикальная цепь корней, бесконечно приближающаяся к мнимой оси.
В [1] показано, что для обратимости оператора I − S оказывается существенным условие
отделённости корней уравнения (4) от мнимой оси.

Исследуем, как расположены корни уравнения (4) относительно мнимой оси, а именно:

1. При каких условиях на коэффициенты a и b все корни лежат слева от мнимой оси?

2. Является ли мнимая ось точной границей корней, или корни уравнения (4) отделены от
неё?

Получив ответы на эти вопросы, мы сможем сделать выводы об устойчивости уравне-
ния нейтрального типа (1).
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4. Расположение корней характеристического уравнения
на комплексной плоскости

Введем вспомогательные функции

g1(p) = |a|e−p + |b|e−αp, p ∈ C;

g2(ξ) = |a|e−ξ + |b|e−αξ, ξ ∈ R.

Они получены из gS (p) заменой всех коэффициентов их абсолютными значениями и отлича-
ются друг от друга областью определения. Заметим, что функция g2(ξ) непрерывна при всех
ξ ∈ R, причём lim

ξ→−∞
g2(ξ) = +∞, limξ→+∞ g2(ξ) = 0, а g′3(ξ) < 0 при всех ξ ∈ R. Следовательно,

уравнение 1 − g2(ξ) = 0 имеет на вещественной оси ровно один корень. Обозначим его ξ0.
Поскольку g2(0) = |a| + |b|, то

1) ξ0 > 0, если и только если |a| + |b| > 1;

2) ξ0 = 0, если и только если |a| + |b| = 1;

3) ξ0 < 0, если и только если |a| + |b| < 1.

Примеры графиков функции 1 − g2(ξ) приведены на рис. 1. Следующие утверждения
(леммы 1–2 и теоремы 1–3) верны для более общего случая –– когда коэффициенты a, b
являются комплексными числами.

Рис. 1. Примеры графиков функции 1 − g2(ξ) для α =
√

2 и некоторых значений a и b

Лемма 1. Уравнение (4) не имеет корней справа от прямой Re p = ξ0.

Доказательство. Покажем, что

|1 − gs(p)| ≥ |1 − g2 (Re p)| .

Действительно, применяя обратное неравенство треугольника, получаем

|1 − gs(p)| =
∣∣∣1 − |a|e−i Arg a−p − |b|e−i Arg b−αp

∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣1 − |a| ∣∣∣e−i Arg a−p
∣∣∣ − |b| ∣∣∣e−i Arg a−αp

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣1 − |a|eRe p − |b|eαRe p
∣∣∣ = |1 − g2 (Re p)| .

Значит, при Re p > ξ0 функция 1 − gs(p) не имеет нулей.

Для доказательства следующей леммы нам потребуется одно из следствий теоремы
Кронекера [14, с. 41–44].
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Определение 1. Числа λ1, λ2, . . . , λn называются линейно независимыми (относительно
целых чисел), если равенство l1λ1 + l2λ2 + . . . + lnλn = 0 возможно лишь в том случае, когда
l1 = l2 = . . . = ln = 0.

В частности, два числа 1 и α линейно независимы, если α иррационально.

Предложение 2. Пусть числа λ1, λ2, . . . , λn линейно независимы, и θ1, θ2, . . . , θn — про-
извольные действительные числа. Тогда система неравенств

|λkt − θk| < δ (mod 2π), k = 1, 2, . . . , n, (5)

разрешима при любом δ > 0, причём существуют сколь угодно большие решения t.

Систему (5) можно записать в эквивалентном виде:∣∣∣e−iλkt − e−iθk
∣∣∣ < ε, k = 1, 2, . . . , n, (6)

где ε > 0 — произвольное число.
Покажем, что системы неравенств (5) и (6) действительно эквиваленты. При любом

k = 1, 2, . . . , n для левой части системы (6) имеем:

∣∣∣e−iλkt − e−iθk
∣∣∣ = √

(cos λkt − cos θk)2 + (sin λkt − sin θk)2 =
√

2 − 2 cos (λkt − θk) < ε,

или

cos (λkt − θk) > 1 −
ε2

2
.

Отсюда

− arccos
(
1 −

ε2

2

)
+ 2πn < λkt − θk < arccos

(
1 −

ε2

2

)
+ 2πn, n ∈ Z.

Так как число ε > 0 произвольно, то arccos
(
1 − ε2

2

)
— тоже произвольно малое положительное

число. Поэтому можно обозначить δ = arccos
(
1 − ε2

2

)
, и тогда разрешимость системы (6) при

произвольном ε > 0 будет эквивалентна разрешимости системы (5) при любом δ > 0.

Теперь мы можем переформулировать предложение 2 в более удобной для нас форме.

Предложение 3. Пусть числа λ1, λ2, . . . , λn линейно независимы и θ1, θ2, . . . , θn — произ-
вольные действительные числа. Тогда система неравенств (6) разрешима при любом ε > 0,
причём у неё существуют сколь угодно большие решения.

Вернемся к уравнению (4). В нем λ1 = 1, λ2 = α ∈ R \ Q, т. е. условия предложения 3
выполнены.

Лемма 2. Существует последовательность корней уравнения (4) pk = ξk + iηk такая,
что lim

k→∞
ξk = ξ0, а lim

k→∞

∣∣∣ηk

∣∣∣ = ∞.

Доказательство. Функция g1(p) аналитическая, поэтому её нули изолированы. Следо-
вательно, найдётся такое число ε > 0, что в круге |z| < ε функция
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1 − g1 (ξ0 + z)

имеет единственный нуль z = 0, а на его границе — окружности |z| = ε будет выполнено
неравенство

|1 − g1 (ξ0 + z)| ≥ µ > 0.

Заметим, что при |z| ≤ ε функция g1 (ξ0 + z) ограничена. Действительно,

|g1 (ξ0 + z)| ≤ |a|e−ξ0
∣∣∣e−z

∣∣∣ + |b|e−αξ0
∣∣∣e−αz

∣∣∣ ≤ |a|eε−ξ0 + |b|eα(ε−ξ0) = M.

Выберем δ < min
(
µ

2M , 1
)
. По следствию из теоремы Кронекера (предложение 3) при любом

δ > 0 система неравенств 
∣∣∣e−iy − e−i Arg a

∣∣∣ < δ,∣∣∣e−iαy − e−i Arg b
∣∣∣ < δ

имеет последовательность решений {yk}k∈N, где yk — сколь угодно большие числа.
Положим pk = ξ0 + iyk и рассмотрим функцию

1 − gs (pk + z) = (1 − g1 (ξ0 + z)) + (g1 (ξ0 + z) − gs (pk + z)) , z ∈ C.

При |z| ≤ ε имеем

|1 − g1 (ξ0 + z)| ≥ µ;

|g1 (ξ0 + z) − gs (pk + z)| = |a| e−(ξ0+z)ei Arg a
(
e−i Arg a − e−iyk

)
+

+ |b| e−α(ξ0+z)ei Arg b
(
e−i Arg b − e−iαyk

)
| ≤

≤ |a| e−ξ0
∣∣∣e−z

∣∣∣ ∣∣∣e−i Arg a − e−iyk
∣∣∣ + |b|e−αξ0

∣∣∣e−αz
∣∣∣ ∣∣∣e−i Arg b − e−iαyk

∣∣∣
< |g1 (ξ0 + z)| δ = Mδ <

µ

2
.

Итак, на границе круга |z| = ε выполнено неравенство

|g1 (ξ0 + z) − gs (pk + z)| < µ ≤ |1 − g1 (ξ0 + z)| ,

следовательно, по теореме Руше функции 1 − g1 (ξ0 + z) и g1 (ξ0 + z) − gs (pk + z) в круге
|z| < ε имеют одинаковое количество нулей (то есть один). Это значит, что во всех кругах
|pk − z| < ε при k ∈ N существуют точки, где 1 − gs (z) = 0.

Замечание 2. В доказательстве леммы 1 не существенна линейная независимость
запаздываний. Поэтому ξ0 будет правой границей корней характеристического уравнения и
в случае кратных запаздываний, однако тогда эта граница не будет точной.

Мы показали, что прямая Re z = ξ0 является точной правой границей корней уравнения
(4), причём эта прямая лежит справа от мнимой оси, если |a|+ |b| > 1, слева, если |a|+ |b| < 1,
и совпадает с мнимой осью, если |a| + |b| = 1. Таким образом,

• если |a| + |b| < 1, то все корни уравнения (4) лежат слева от мнимой оси и отделены от
неё;

• если |a| + |b| = 1, то либо у уравнения (4) есть корни на мнимой оси, либо все корни
слева от мнимой оси, но не отделены от нее;

• если |a| + |b| > 1, то у уравнения (4) существует бесконечное множество корней справа
от мнимой оси.
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5. Спектр оператора S

Доказанные утверждения о расположении корней уравнения (4) относительно мнимой
оси позволяют дать описание спектра оператора S .

Теорема 1 (о спектре оператора S ). Спектр оператора S представляет собой круг

σ(S ) = {λ ∈ C | |λ| ≤ |a| + |b|}.

Первое доказательство теоремы 1. Пусть λ , 0. Рассмотрим оператор

λI − S = λ
(
I −

a
λ

S 1 −
b
λ

S α

)
.

Нетрудно видеть, что ∥S ∥ = |a + b| ≤ |a| + |b|.
Если |λ| > |a| + |b|, то оператор обратим, так как∥∥∥∥∥S

λ

∥∥∥∥∥ ≤ |a| + |b||λ|
< 1.

Пусть теперь |λ| < |a| + |b|. Тогда в силу лемм 1 и 2 можно утверждать, что у уравнения
a
λ
e−p+ b

λ
e−pα = 1 существуют корни, лежащие справа от мнимой оси. Обозначим один из них

p0 и возьмём ep0t в качестве начальной функции в уравнении

y(t) −
a
λ

y (t − 1) −
b
λ

y (t − α) = 0 (7)

или, в операторном виде,
(I − S ) (y) = 0.

Очевидно, функция y = ep0t является решением уравнения (7) на полуоси t ≥ 0. В этом
уравнении правая часть f (t) ≡ 0 является элементом пространства L1, а найденное решение
y < L1. Следовательно, оператор I − a

λ
S 1 −

b
λ
S α не обратим в пространстве L1, а число λ, удо-

влетворяющее неравенству 0 < |λ| < |a|+ |b|, является точкой спектра. Но спектр — замкнутое
множество, следовательно, и граница |λ| = |a|+ |b|, и точка λ = 0 также принадлежат спектру.
Все точки, лежащие вне замкнутого круга, как было показано выше, регулярные.

Приведём ещё одно, более конструктивное доказательство этой теоремы. Для него нам
потребуется исследовать поведение последовательности Cn

n+manbm, где n,m ∈ N0.

Лемма 3. Если |a|+|b| > 1, то последовательность H (n,m) = Cn
n+m|a|

n|b|m не ограничена.

Доказательство. Очевидно, что если хотя бы один из коэффициентов a, b по модулю
больше единицы, то последовательность H(n,m) содержит бесконечно большую подпосле-
довательность H(n, 0) или H(0,m).

Пусть |a| < 1 и |b| < 1, но |a| + |b| > 1. Рассмотрим подпоследовательность H(n, kn),
k ∈ N:

H(n, kn) = Cn
n+nka

nbkn =
((k + 1)n)!

n!(kn)!
anbkn.

Воспользуемся формулой Стирлинга для оценки асимптотических свойств этой последова-
тельности:
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H∗(n) = H(n, kn) ∼

√
k + 1
2πk

·
1
√

n
·

(
(k + 1)(k+1) · abk

kk

)n

.

Здесь символом ∼ обозначено асимптотическое равенство функций, то есть f (n) ∼ g(n),
если lim

n→∞

f (n)
g(n) = 1. Исследуем поведение последовательности H∗(n) при n→ ∞. Оно зависит

от выражения в скобках. Обозначим

Fk (a, b) =

∣∣∣∣∣∣ (k + 1)k+1 abk

kk

∣∣∣∣∣∣ .
Тогда

lim
n→∞
|H(n, kn)| =

0, Fk(a, b) ≤ 1;
+∞, Fk(a, b) > 1.

Исследуем функцию

f (x) =

∣∣∣∣∣∣ (x + 1)x+1abx

xx

∣∣∣∣∣∣ , x ∈ R,

рассматривая a и b как параметры из промежутка (−1, 1). Стандартными методами можно
установить, что f (x) имеет единственный максимум в точке

x0 =
|b|

1 − |b|
.

При этом значение функции в этой точке равно

fmax =
|a|

1 − |b|
.

Если |a| + |b| > 1, то fmax > 1, и из непрерывности f (x) следует, что f (x) > 1 в некоторой
окрестности точки x0. Выберем в этой окрестности рациональное число p

q . Тогда

f
(

p
q

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

p
q + 1

) p
q+1

ab
p
q(

p
q

) p
q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (p + q)p+qaqbp

ppqq

∣∣∣∣∣ 1
q

> 1.

Следовательно,

r =
(p + q)p+qaqbp

ppqq > 1.

Рассмотрим подпоследовательность H(qn, pn) последовательности H(n,m), n ∈ N0, и оценим
её элементы, используя формулу Стирлинга:

H(qn, pn) = Cqn
qn+pnaqnbpn ∼

√
p + q
2πpq

·
1
√

n
·

(
(p + q)p+qaqbp

ppqq

)n

=

√
p + q
2πpq

·
1
√

n
· rn → +∞.

Итак, если |a| + |b| > 1, то в последовательности H(n,m) = Cn
n+m|a|

n|b|m можно найти беско-
нечно большую подпоследовательность, следовательно, H (n,m) не ограничена.

Лемма 4. Функция y(t), задаваемая формулами

y(t) =

Cn
n+manbm, t = n + mα;

0, t , n + mα;

где n,m ∈ N0, является решением разностного уравнения
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y(t) − ay (t − 1) − by (t − α) = 0 (8)

с начальными условиями y(0) = 1, y(t) = 0, t < 0.

Доказательство. Очевидно, что уравнение (8) имеет ровно одно решение. Если t =
n + mα (n,m ∈ N), то

ay (t − 1) + by (t − α) = ay ((n − 1) + mα) + by (n + (m − 1)α) =

= a ·Cn−1
(n−1)+man−1bm + b ·Cn

n+(m−1)a
nbm−1 =

=
(
Cn−1

n+m−1 +Cn
n+m−1

)
anbm = Cn

n+manbm.

При t = n, n ∈ N (учитывая, что y (t − α) = 0)):

ay (t − 1) + by (t − α) = ay (n − 1) = a · an−1 = an = y(t);

аналогично при t = mα, m ∈ N, имеем y(t) = bm = by(t − α) (так как ay (t − 1) = 0).
Если же t не представляется в виде n+mα, то y (t − 1) = 0 и y (t − α) = 0, следовательно,

и y(t) = 0.

Второе доказательство теоремы 1. Пусть 0 < |λ| < |a| + |b|. Рассмотрим уравнение (7).
Если в качестве начальных условий выбрать y(0) = 1, y(t) = 0, t < 0, то согласно лемме 4
его решением будет функция, равная в точках t = n + mα (n,m ∈ N0) величине

|y(n + mα)| = Cn
n+m

∣∣∣∣∣aλ
∣∣∣∣∣n ∣∣∣∣∣bλ

∣∣∣∣∣m .
Поскольку ∣∣∣∣∣aλ

∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣bλ
∣∣∣∣∣ = |a| + |b||λ|

> 1,

то из леммы 3 следует, что y(t) не ограничена. Итак, так же, как и в первом доказательстве,
мы построили неограниченное решение уравнения (7), откуда следует, что λ ∈ σ (S ), если
0 < |λ| < |a| + |b|. Из замкнутости спектра следует, что σ (S ) = {λ ∈ C | |λ| ≤ |a| + |b|}.

6. Основные результаты

Сформулируем полученные результаты в виде теорем. Напомним, что все корни урав-
нения (4) лежат слева от некоторой прямой Re z = ξ0, причём эта прямая является их точной
границей.

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны.
1. |a| + |b| < 1.

2. Оператор I − S обратим в Lp при 1 ≤ p ≤ ∞.

3. Все корни уравнения (4) лежат слева от мнимой оси и отделены от неё.

4. ξ0 < 0.

Теорема 3. Следующие утверждения эквивалентны.
1. |a| + |b| ≥ 1.

2. Оператор I − S не обратим в Lp при 1 ≤ p ≤ ∞.

3. Либо у уравнения (4) есть корни справа или на мнимой оси, либо все корни слева от
мнимой оси, но не отделены от нее.

4. ξ0 ≥ 0.
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Замечание 3. Из неравенства |a| + |b| < 1 вытекает обратимость I − S в любом из
пространств Lp без дополнительных предположений об α, но в случае α ∈ Q это условие не
является необходимым.

Сопоставляя теорему 2 с предложением 1, можно получить необходимое условие экс-
поненциальной устойчивости.

Следствие 1. Если уравнение (1) экспоненциально устойчиво, то |a| + |b| < 1.

В теореме 3 интересно разделить случаи |a| + |b| > 1 и |a| + |b| = 1.

Теорема 4. Если |a| + |b| > 1, то справедливы следующие утверждения.

1. Оператор I − S не обратим в Lp при 1 ≤ p ≤ ∞.

2. Уравнение (4) имеет бесконечное количество корней справа от мнимой оси.

3. ξ0 > 0 — точная граница корней уравнения (4).

Отсюда можно вывести, что исходное уравнение нейтрального типа (1) не будет даже
равномерно устойчивым. Докажем этот факт.

Теорема 5. Если |a| + |b| > 1, то уравнение (1) неустойчиво.

Доказательство. В этом случае из теоремы 4 следует, что уравнение (4) имеет корень
r0 с положительной действительной частью. Тогда, как показано в [1, сл. 2], существует
последовательность {pk} нулей функции g(p) таких, что lim

k→∞
Re pk = Re r0 и lim

k→∞
Im pk = ∞.

Это значит, что существует нуль p0 функции g(p), лежащий справа от мнимой оси.
Рассмотрим уравнение

ẏ(t) − aẏ (t − 1) − bẏ(t − α) =

ω∫
0

y (t − ξ) dr(ξ), (9)

в котором доопределим решение начальными условиями φ(ξ) = ep0ξ, ψ(ξ) = φ̇(ξ), ξ ∈
[−ω, 0]. Его можно привести к неоднородному уравнению (1), где

f (t) =
(
Tφ − (I − S ) Tψ

)
(t) =

= aψ(t − 1)χ(−∞,1)(t) + bψ(t − α)χ(−∞,α)(t) +

t∫
0

φ(t − ξ)χ(−∞,ξ)(t) dr(ξ).

С помощью непосредственной подстановки можно убедиться, что уравнение (9) с такими
начальными условиями имеет неограниченное решение y(t) = ep0t.

Очевидно, что f1(t) ∈ Lp при любом p (1 ≤ p ≤ ∞). Если бы уравнение (9) было равно-
мерно устойчивым, то по определению равномерной устойчивости его функция Коши была
бы ограниченной: |Y(t)| ≤ K1, а как известно из [1], X = (I − S )Y , так что фундаментальное
решение тоже было бы ограниченным |X(t)| ≤ K2. Но тогда из формулы (2) следовало бы,
что

|x(t)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣X(t)x(0) +

t∫
0

Y(t − s) f1(s) ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ K1|x(0)| + K2

t∫
0

| f1(s)| ds ≤ K3,

что противоречит неограниченности x(t). Следовательно, уравнение (9), а значит, и (1)
неустойчиво.
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Если |a| + |b| = 1, то все корни уравнения (4) лежат слева от мнимой оси и мнимая
ось является их точной границей. Исследуем вопрос, есть ли у этого уравнения корни на
мнимой оси. Предположим, что это так и уравнение (4) имеет корень, лежащий на мнимой
оси. Подставим p0 = iφ в уравнение (4) и отделим действительную и мнимую части.
Получим систему уравнений a cosφ + b cosαφ = 1;

a sinφ + b sinαφ = 0.
(10)

Возведём оба уравнения в квадрат и сложим:

a2 + b2 + 2ab cos (α − 1)φ = 1;

ab cos (α − 1)φ =
1
2

(
1 − a2 − b2

)
.

Учитывая, что |a| + |b| = 1, имеем:

ab cos (α − 1)φ =
1
2

(1 − a2 − (1 − |a|)2 = |a| (1 − |a|) = |a| |b|. (11)

Рассмотрим различные случаи, соответствующие разным комбинациям знаков чисел a и b.
Если a и b — числа одного знака, то из (11) получаем

cos (α − 1)φ = 1,

или

φm =
2πm
α − 1

, m ∈ Z.

Подставим это значение во второе уравнение системы (10):

a sinφm + b sinαφm = a sin
2πm
α − 1

+ b sin
(

2πm
α − 1

+ 2πm
)
= (a + b) sin

2πm
α − 1

= 0.

Числа a и b имеют один знак, поэтому a + b , 0, следовательно, это равенство возможно
лишь в случае, если

sin
2πm
α − 1

= 0.

Но из несоизмеримости чисел m и α следует, что это равенство верно, только если m = 0.
Очевидно, что значение φ = 0 является решением системы (10) только в случае a > 0, b > 0.
Итак, если |a| + |b| = 1 и a, b > 0, характеристическое уравнение (4) имеет единственный
корень на мнимой оси: p = 0. Если же |a| + |b| = 1, но a, b < 0, то у этого уравнения корней
на мнимой оси нет.

Пусть теперь a и b имеют разные знаки. Тогда из (11) получаем

cos (α − 1)φ = −1,

или

φm =
(2m + 1)π
α − 1

, m ∈ Z.

Подставляя это значение во второе уравнение системы (10), получаем
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a sinφm + b sinαφm = a sin
(2m + 1)π
α − 1

+ b sin
(
(2m + 1)π
α − 1

+ (2m + 1)π
)
=

= (a − b) sin
(2m + 1)π
α − 1

= 0.

Это равенство невозможно ни при каком целом m, так как a − b , 0, а α иррационально.
Следовательно, если a и b имеют разные знаки, характеристическое уравнение (4) не имеет
корней на мнимой оси.

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 6. Пусть |a| + |b| = 1. Тогда:
1. Если a > 0 и b > 0, то характеристическое уравнение (4) имеет ровно один корень

p = 0 на мнимой оси.

2. Если хотя бы одно из чисел a, b отрицательно, уравнение (4) не имеет корней на
мнимой оси.

3. Все ненулевые корни уравнения (4) лежат слева от мнимой оси.

4. Мнимая ось является точной границей корней уравнения (4).

Следствие 2. Если a > 0 и b > 0, то на прямой Re z = ξ0 лежит ровно один корень
характеристического уравнения (4): p = ξ0. Если хотя бы одно из чисел a, b отрицательно,
то на прямой Re z = ξ0 нет корней характеристического уравнения.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай |a| + |b| , 1. Выполнив в уравнении
(4) замену переменных p = µ − ξ0, получаем:

1 − (ae−ξ0)e−µ −
(
be−αξ0

)
e−αµ = 0,

где сумма модулей коэффициентов равна единице, так как ξ0 является корнем уравнения
1 − gs(ξ) = 0. Остается применить теорему 6.

Сопоставляя теорему 6 с предложением 1, получим следующий факт.

Следствие 3. Если |a|+|b| = 1, то уравнение (1) не будет экспоненциально устойчивым.

Замечание 4. Будет ли при |a| + |b| = 1 равномерная устойчивость или асимптоти-
ческая, не совпадающая с экспоненциальной, — открытый вопрос. Напомним, что в случае
соизмеримых запаздываний, если функция Коши стремится к нулю, то только по экспонен-
циальному закону. Отдельные решения (например, фундаментальное) могут стремиться к
нулю и не по экспоненте.

Замечание 5. Если запаздывания соизмеримы, то характеристическое уравнение (4)
может иметь неограниченно много корней на мнимой оси. При этом можно подобрать
пример, когда эти корни не будут равны по модулю 2πni.

Пример 1. Рассмотрим уравнение 1 − ae−mp − (1 − a)e−2mp = 0, где a ∈ (0, 1), m ∈ N,
m > 1. Заменой z = e−p оно приводится к виду 1 − azm − (1 − a)z2m = 0, откуда находим:
1) z = m√

−1 = cos π(1+2k)
m + i sin π(1+2k)

m , k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} (корни, равные 1 по модулю);

2) z = m
√

1
1−a (корни, не равные 1 по модулю).

Выполняя обратную замену, получаем, что корни, равные 1 по модулю, переходят в беско-
нечное множество корней на мнимой оси:
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p =
π(1 + 2k)

m
, k ∈ Z.

Следствие 4. Если |a| + |b| = 1 и квазиполином 1 − ae−p − be−αp = 0 имеет на мнимой
оси ненулевой корень, то α ∈ Q.

7. Уравнения с K > 2 запаздываниями

В случае, если запаздываний больше двух и среди них есть несоизмеримые, ситуация
усложняется. Например, возможны случаи, когда сумма модулей коэффициентов характе-
ристического уравнения равна или даже больше 1, но корни отделены от мнимой оси.

Пример 2. Пусть оператор S задан формулой

S =
1
2

S 1 +
1
3

S√2 −
1
6

S 1+
√

2.

Для него все запаздывания попарно несоизмеримы (но линейно зависимы) и сумма
модулей коэффициентов равна 1

2 +
1
3 +

1
6 = 1. Его характеристическое уравнение:

1 −
1
2

e−λ −
1
3

e−
√

2λ +
1
6

e−(1+
√

2)λ = 0.

Решение этого уравнения легко найти, так как левая часть раскладывается на множители:(
1 −

1
2

e−λ
) (

1 −
1
3

e−
√

2λ
)
= 0,

откуда находим

p = − ln 2 + 2πni; p = −
1
√

2
(ln 3 + 2πni) , n ∈ Z.

Пример 3. Аналогично для уравнения(
1 −

2
3

e−λ
) (

1 −
3
4

e−
√

2λ
)
= 0,

сумма модулей коэффициентов которого больше 1, находим

p = − ln 2 + 2πni; p = −
1
√

2
(ln 3 + 2πni) , n ∈ Z.

В обоих случаях корни характеристического уравнения лежат слева от мнимой оси и
отделены от неё, что было бы невозможно в случае двух запаздываний.

Заключение

Были исследованы критерии обратимости оператора I − S при производной в автоном-
ном дифференциальном уравнении нейтрального типа в функциональных пространствах Lp.
Найден общий вид спектра оператора S и определено расположение корней характеристиче-
ского уравнения на комплексной плоскости для случая двух несоизмеримых запаздываний.
Это позволяет сформулировать признаки устойчивости уравнения в терминах его коэффи-
циентов. Итак,
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1. Если |a| + |b| < 1, то оператор I − S обратим, необходимое условие экспоненциальной
устойчивости выполнено, при этом обратимость оператора запрещает асимптотическую
устойчивость, не совпадающую с экспоненциальной.

2. Если |a| + |b| > 1, то уравнение 1 неустойчиво (даже по Ляпунову).

3. Если |a| + |b| = 1, то уравнение 1 не является экспоненциально устойчивым.

Может ли в последнем случае быть асимптотическая устойчивость, отличная от экспо-
ненциальной? Для случая кратных запаздываний ответ известен — не может [15; 16], причём
соизмеримость запаздываний в слагаемых без производной несущественна, они могут быть
и сосредоточенными, и распределёнными. Для несоизмеримых же запаздываний — эта воз-
можность не исключена, но вопрос пока открыт.
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