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В качестве иллюстрации в статье рассмотрен один пример задачи Коши для диф-
ференциального уравнения с кусочно-линейным запаздыванием и периодическими 
параметрами. Для заданного уравнения с использованием программных средств точных 
вычислений построена функция Коши, а также доказано, что решение задачи Коши 
обладает свойством стабилизируемости к периодической функции. 
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Введение

Проведено конструктивное исследование стабилизируемости решения задачи Коши к
периодической функции для системы дифференциальных уравнений с запаздыванием и
периодическими параметрами.

Полученные в работе результаты естественным образом продолжают исследования в
этой области (см., например, [1]). Предлагаемый метод исследования основан на использова-
нии матрицы Коши рассматриваемой системы. Знание матрицы Коши позволяет построить
некоторую вспомогательную числовую матрицу и свести задачу к оценке спектрального
радиуса этой матрицы. Выполнение условия, что спектральный радиус указанной матрицы
меньше единицы, гарантирует наличие свойства стабилизируемости.

Очевидно, эффективность проверки условий конкретного асимптотического поведения,
сформулированных в терминах матрицы Коши (см., например, [2–4]), существенно зависит
от полноты доступной информации о ней. Для решения этой проблемы автором был пред-
ложен подход [5], предоставляющий возможность точного построения матрицы Коши для
системы дифференциальных уравнений с кусочно-линейным запаздыванием.

В силу ограниченности размера статьи в качестве иллюстрации рассмотрен пример
задачи Коши для скалярного дифференциального уравнения с кусочно-линейным запазды-
ванием и периодическими параметрами. Для заданного уравнения с использованием про-
граммных средств точных вычислений построена функция Коши, а также доказано, что
решение задачи Коши обладает свойством стабилизируемости к периодической функции.

Содержание статьи следующее. В разделе 1 приводятся постановка задачи и описание
метода исследования. В разделе 2 для выбранного примера построена функция Коши, а
также приведены результаты численного эксперимента.

1. Постановка задачи

Следуя [1], будем рассматривать задачу Коши для системы функционально-дифферен-
циальных уравнений с запаздывающим аргументом

ẋ(t) + P(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ [0,∞);
x(ξ) = 0, ξ < 0;
x(0) = α ∈ Rn;

(1)

в предположении, что столбцы n × n-матрицы P : [0,∞) → Rn×n и функция f : [0,∞) → Rn

являются T -периодическими и суммируемыми на периоде, запаздывание h : [0,∞) → R
измеримо, h(t + T ) = h(t) + T , T > 0.

Определение. Будем говорить, что решение x(t,α) задачи (1) стабилизируется к T -пе-
риодической функции y : [0,∞)→ R, если

lim
ν→∞

max
t∈[(ν−1)T,νT ]

∥x(t,α) − y(t)∥Rn = 0.

Приведем один способ проверки наличия свойства стабилизируемости функции x(t,α)
[6, с. 255–256]. Обозначим через C(t, s) матрицу Коши системы

Applied Mathematics and Control Sciences, no. 3, 2024 93



Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

ẋ(t) + P(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ [0,T ],
x(ξ) = 0, ξ < 0.

Пусть h(t) ≡ c ∈ (−T, 0) на множестве H = {t ∈ [0,T ] : h(t) < [0,T ]}, d = c + T . Обозна-

чим D(t) =
t∫

0
C(t, s) P(s) χ

H
(s) ds, где χ

H
есть характеристическая функция множества H .

Определим 2n × 2n матрицу F :

F =

(
C(T, 0) D(T )
C(d, 0) D(d)

)
.

Функция x(t,α) обладает свойством стабилизирумости к периодической функции, если спек-
тральный радиус ρ(F ) матрицы F меньше единицы. В свою очередь, условие ρ(F ) < 1
выполняется, если max |λi| < 1, i = 1, . . . , n, где λi суть корни характеристического уравнения
матрицы F

g(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . . + a0.

Для проверки условия max |λi| < 1, i = 1, . . . , n можно воспользоваться способом, изложен-
ным в [7]. В частности, для n = 2 условие |λi| < 1 выполнено, если справедливы неравенства

1 + a1 + a0 > 0,
1 − a1 + a0 > 0,
1 − a0 > 0.

(2)

Отметим, что ключевым фактором в успешном применении предлагаемого подхода к ис-
следованию является точное построение матрицы Коши C(t, s).

2. Конструктивное исследование

В этом разделе приводится пример эффективной реализации предложенного выше спо-
соба исследования наличия свойства стабилизируемости решения x(t,α) задачи Коши (1)
к периодической функции. Ввиду ограниченности объема статьи (комментарий см. ниже)
был подготовлен иллюстрирующий пример для скалярного уравнения с кусочно-линейным
запаздыванием, который, однако, в должной степени демонстрирует возможности предла-
гаемого метода исследования.

Рассматривается задачу Коши

ẋ(t) + p(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ [0,∞);
x(ξ) = 0, ξ < 0,
x(0) = α;

(3)

где α ∈ R, f : [0,∞)→ R— T -периодическая, суммируемая на периоде функция,

p(t) =


−1

6 (t − kT )3, t ∈ [kT, kT + 2);
1
2 (t − kT )2 + 1

2 , t ∈ (kT + 2, kT + 3);
− 1

10 (t − kT )3 + 11
4 , t ∈ (kT + 3, kT + T ];

h(t) =


h1(t) = −3

4 (t − kT ) + 3
2 + kT, t ∈ [kT + 1, kT + 2);

h2(t) = 41
56 (t − kT ) − 37

28 + kT, t ∈ (kT + 2, kT + 3);
h3(t) = 2 + kT, t ∈ (kT + 3, kT + T ];
−(1 + kT ), t ∈ [kT, kT + 1);

T = 4, d = 3, k = 0, 1, . . .
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Первоначально на основании подхода, предложенного в [5], построим функцию Коши урав-
нения

ẋ(t) + p(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ [0,T ]; x(ξ) = 0, ξ < 0.

Рассмотрим задачу Коши

ẋ(t) + p(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ [0,T ]; x(ξ) = 0, ξ < 0;
x(0) = 0.

(4)

Решение x задачи (4) может быть представлено в виде

x(t) =
4∑

q=1

κ
Iq

(t) xq(t), t ∈ [0,T ],

где κ
Iq

(t) есть характеристическая функция множества Iq, I1 = [0, 1), I2 = [1, 2), I3 = [2, 3),
I4 = [3, 4]; xq(t) есть, в свою очередь, решение задачи Коши

ẋ(t) + p(t)x[h(t)] = f (t), t ∈ Iq;
x(ξ) = 0, ξ < 0;
x(tq−1) = xq−1(tq−1), tq−1 = q − 1, q = 1, . . . , 4;
x0(0) = 0.

Исходя из заданных параметров p, h, искомые функции xq(t), где q = 1, 2, 3, 4, находятся
следующим образом:

x1(t) =

t∫
0

f (s) ds, t ∈ I1;

x2(t) = x1(1) +

t∫
1

−p(s) x1[h1(s)] ds +

t∫
1

f (s) ds, t ∈ I2;

x3(t) = x2(2) +

t∫
2

−p(s) x1[h2(s)] ds +

t∫
2

f (s) ds, t ∈ I3;

x4(t) = x3(3) +

t∫
3

−p(s) x2(2) ds +

t∫
3

f (s) ds, t ∈ I4.

(5)

С другой стороны, решение x может быть представлено в виде

x(t) =

t∫
0

C(t, s) f (s) ds, t ∈ [0,T ],

где C(t, s) — функция Коши, при этом

C(t, s) =
4∑

q=1

κ
Iq

(t) Cq(t, s), 0 ≤ s ≤ t, t ∈ [0,T ],

откуда следует представление
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xq(t) =

t∫
0

Cq(t, s) f (s) ds, 0 ≤ s ≤ t, t ∈ Iq, q = 1, . . . , 4. (6)

Далее χ[φ1(t),φ2(t)](s) будет обозначать характеристическую функцию множества

{(t, s) : φ1(t) ≤ s ≤ φ2(t)}.

Последовательно подставляя представление (6) для xq(t) в выражение (5), будем строить
функции Cq(t, s), q = 1, . . . , 4:

a) q = 1, t ∈ I1.
C1(t, s) = χ[0,t](s).

b) q = 2, t ∈ I2.

x2(t) =

1∫
0

f (s) ds +

t∫
1

f (s) ds +

t∫
1

−p(s)

h1(s)∫
0

f (τ) dτ ds,

t∫
1

−p(s)

h1(s)∫
0

f (τ) dτ ds =

h1(t)∫
0

p1
2(t) f (s) ds +

h1(1)∫
h1(t)

p2
2(t, s) f (s) ds,

p1
2(t) =

t∫
1

−p(s) ds, p2
2(t, s) =

t− 4(s−h1(t))
3∫

1

−p(τ) dτ.

Таким образом, мы получаем

C2(t, s) = χ[0,1](s) + χ[1,t](s) + χ[0,h1(t)](s)p1
2(t) + χ[h1(t),h1(1)](s)p2

2(t, s).

c) q = 3, t ∈ I3.

x3(t) =

2∫
0

C2(2, s) f (s) ds +

t∫
2

f (s) ds +

t∫
2

−p(s)

h2(s)∫
0

f (τ) dτ ds,

t∫
2

−p(s)

h2(s)∫
0

f (τ) dτ ds =

h2(2)∫
0

p1
3(t) f (s) ds +

h2(t)∫
h2(2)

p2
3(t, s) f (s) ds,

p1
3(t) =

t∫
2

−p(s) ds, p2
3(t, s) =

t∫
2+ 56(s−h2(2))

41

−p(τ) dτ.

Следовательно
C3(t, s) = χ[0,1](s) + χ[1,2](s) + χ[0,h1(2)](s)p1

2(2)+

+ χ[h1(2),h1(1)](s)p2
2(2, s) + χ[2,t](s)+

+ χ[0,h2(2)](s)p1
3(t) + χ[h2(2),h2(t)](s)p2

3(t, s).

d) q = 4, t ∈ I4.
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x4(t) =

3∫
0

C3(3, s) f (s) ds +

t∫
3

f (s) ds +

1∫
0

p1
4(t) f (s) ds,

p1
4(t) =

t∫
3

−p(s) ds.

Откуда следует, что

C4(t, s) = χ[0,1](s) + χ[1,2](s) + χ[0,h1(2)](s)p1
2(2)+

+ χ[h1(2),h1(1)](s)p2
2(2, s) + χ[2,3](s)+

+ χ[0,h2(2)](s)p1
3(3) + χ[h2(2),h2(3)](s)p2

3(3, s)+

+ χ[3,t](s) + χ[0,1](s)p1
4(t).

График функции Коши C(t, s) приведен на рис. 1.

Рис. Функция Коши C(t, s)

В ходе проведенных вычислений были получены следующие результаты.
1. Построена матрица F :

F =


73
176 − 3996593079

34617425920

−13
16 − 121934469

3147038720

 .
2. Найдены коэффициенты характеристического уравнения a0, a1:

a0 = −
7607115783
69234851840 , a1 = −

13017085001
34617425920 .

3. Установлено, что условия (2) выполнены.
Таким образом, было доказано, что решение x(t,α) задачи (3) обладает свойством ста-

билизируемости к 4-периодической функции.
Приведенный выше пример наглядно показывает практическую нереализуемость рас-

смотрения в рамках данной статьи примера для системы уравнений, так как это потребовало
бы существенного увеличения её размера.
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