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В последние годы внимание исследователей привлекает активная жидкость, ко-
торая включает элементы (клетки, макромолекулы, бактерии), способные к само-
движению. Поведение такой жидкости определяется способностью элементов пре-
образовывать энергию среды в механическую работу и создавать новые состояния. 
Использование программируемых микроботов открывает возможности по достиже-
нию таких состояний среды, которые в природных условиях не наблюдаются. 
В данной работе мы предполагаем, что свободно плавающие микроботы обладают 
свойством термотаксиса, т.е. проявляют двигательную реакцию на градиент темпе-
ратуры. Так как плотность самих ботов может задаваться при их производстве, то 
рой может локально создавать плотность, которая отличается от плотности несу-
щей среды. Таким образом, коллективные действия ботов по перераспределению 
концентрации роя в жидкости потенциально могут в реальном времени компенсиро-
вать изменения плотности критически перегретой жидкости. 

В данной работе мы теоретически исследуем возможность роя активно управ-
лять физической системой на примере тороидального термосифона, представляю-
щего собой узкий замкнутый канал с круглым сечением, находящийся под действи-
ем силы тяжести и заданного теплопотока через границы. Предложена математиче-
ская модель явления, которая включает уравнения движения жидкости, передачи 
тепла и концентрации микроботов. Методом Галеркина получена конечномерная 
динамическая модель 7-го порядка, в которой первое уравнение описывает ско-
рость жидкости в канале, два уравнения описывают динамику тепловых мод и че-
тыре уравнения определяют динамику концентрации роя ботов. Нелинейный ана-
лиз полученной модельной системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) показывает, что при определенных условиях рой микроботов способен пере-
ключать режимы тепловой конвекции между стационарным, периодическим и хао-
тическим поведением. Показано, что управление зависит от плотности микроботов 
и скорости их перемещения в среде.   
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In recent years, the attention of researchers has been attracted by an active fluid 
that includes elements (cells, macromolecules, bacteria) capable of self-motion. The 
behavior of such a fluid is determined by the ability of the elements to transform the 
energy of the medium into mechanical work and create new medium states. The use 
of programmable microbots opens up opportunities to achieve such states that are 
not observed in natural conditions. In this paper, we assume that freely floating mi-
crobots have the property of thermotaxis, i.e. they exhibit a motor response to a 
temperature gradient. Since the density of the bots themselves can be set during 
their production, the swarm can locally create a density that differs from the density 
of the pure medium. Thus, the collective actions of bots to redistribute the swarm 
concentration in the liquid can potentially compensate for changes in the density of a 
critically overheated liquid in real time. 

In this paper, we theoretically study the possibility of a swarm to actively control 
a physical system considering a toroidal thermosyphon, which is a narrow closed 
channel with a circular cross-section, under the action of gravity and a given heat 
flow through the boundaries. We develop a mathematical model of the phenomenon, 
which includes equations of fluid motion, heat transfer, and microbots concentration. 
Then we apply the Galerkin method to obtain a finite-dimensional dynamic model of 
the 7th order, in which the first equation describes the fluid velocity in the channel, 
two equations describe the dynamics of thermal modes, and remaining equations 
determine the dynamics of the swarm of bots. Nonlinear analysis of the resulting 
model ODEs shows that under certain conditions, a swarm of microbots is able to 
switch stationary thermal convection to periodic and chaotic regimes. We demon-
strate that the control critically depends on the speed of the swarm's reaction to ex-
ternal changes and the density of microbots. 
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Введение 

Вопросы управления процессами тепломассопереноса вызывают значительный интерес, 
как с фундаментальной точки зрения, так и в связи с многочисленными технологическими 
приложениями. Необходимость применения управления с обратной связью обсуждалась 
еще в монографии [1], посвященной стабилизации неустойчивостей высокотемпературной 
плазмы, возникающих в токамаках. В работе развивается идея о пространственно-распре-
деленном регуляторе, который активно взаимодействует со сплошной средой. В результате 
динамические характеристики среды с точки зрения производственных процессов могут 
значительно улучшиться. В отличие от классической постановки задачи в теории автома-
тического управления, где объект и регулятор являются системами с сосредоточенными 
параметрами, здесь объект и управляющее устройство представляют собой континуальные 
среды. Поэтому ключевой вопрос, заданный в [1]: может ли в принципе быть реализовано 
такое устройство? Заметим, что развитие технологий предполагает разработку систем ав-
томатического управления, которые не требуют постоянного вмешательства человека.  
В работах [2; 3] на примере одномерного течения в конвективной петле тороидальной 
формы было продемонстрировано экспериментально и теоретически, что такое распреде-
ленное управление осуществить возможно. В работах использовалась специальная система 
неоднородного нагрева, которая оказалась способна поддерживать течение стационарным 
при таких значениях параметров, когда в отсутствии управления реализуется хаотический 
режим. Более эффективный способ внешнего управления был рассмотрен в работах [4–6], 
где активное автоматическое управление осуществлял компьютер, который, получая ин-
формацию с термопары о направлении течения, наклонял термосифон в поле тяжести та-
ким образом, чтобы течение затухало. В этих работах удалось стабилизировать состояние 
механического равновесия. После выхода этих исследований стало понятно, что принци-
пиальных ограничений по реализации управления сплошной средой нет. Для сред в 2D или 
3D требуется лишь хороший вычислитель и механизм управления, действующий по воз-
можности с меньшей задержкой по времени. 

Примеры управления сплошной средой, которые приведены выше, касались внешне-
го управления. А может ли среда сама управлять своим состоянием? Одной из актуаль-
ных проблем механики сплошных сред в настоящее время является поведение активной 
жидкости. Под этим термином понимается вязкая суспензия частиц, клеток, макромоле-
кул или бактерий, которые способны к самодвижению, преобразованию энергии движе-
ния в механическую работу и созданию новых состояний среды [7]. Обсудим естествен-
ное взаимодействие одноклеточных организмов. Прекрасным примером самоорганиза-
ции в биологических системах является морфогенез [8]. Это динамический процесс 
пространственной организации клеток. Бактерии также создают колонии для оптимиза-
ции транспортировки и потребления питательных веществ. Большие группы многокле-
точных организмов объединяются и активно сотрудничают в процессе создания эмбрио-
на, образуя ткани и органы. Подобные биосистемы также могут быть представлены как 
активные физические среды с набором специально подобранных активных сил. Законы 
адаптации больших групп клеток сейчас достаточно хорошо изучены [9]. Простейшей 
динамической моделью является модель Лотки – Вольтерра, описывающая саморегуля-
цию двух видов с задержкой по времени [10–12]. Если взаимодействие микробов разви-
вается в среде, это приводит к новому кругу явлений. Например, может наблюдаться 
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биоконвекция, которая возникает в результате гидродинамической нестабильности во 
взвесях с плавающими микроорганизмами [13]. Для эволюционирующих во времени 
внешних систем с хозяином, например, вирусом, управляющим хемотаксисом, использу-
ется упрощенная модель Келлера – Сегелея [14–17]. 

Новое направление исследования включает анализ самоорганизации в среде искус-
ственных образований [18; 19]. В работе [18] был продемонстрирован морфогенез  
в 2D-пространстве на примере группы из сотен макроскопических ботов, каждый из ко-
торых был способен к самодвижению и обмену простейшими сообщениями с соседями. 
Авторам удалось достичь в среде ботов биологообразного морфогенеза. В [19] было 
показано, что рой ботов способен к биоконвекции, которая ранее традиционно связыва-
лась только с живыми системами. В недавних работах была доказана технологическая 
возможность создания более сложной жидкой среды, которая включает множество 
микроскопических подвижных устройств, способных к плаванию и коммуникации ме-
жду собой [20; 21]. В этих работах ученым удалось внедрить биогибридный подход, 
объединяющий микро- и наноразмерные компоненты с живыми бактериями. В создан-
ной агентной вычислительной модели управление осуществлялось как централизовано, 
так и децентрализовано. В первом случае миграция ботов осуществляется с помощью 
хемотаксиса, во втором – чувство кворума позволяло агентам независимо координиро-
вать совместное поведение. Такая модель может служить полезным инструментом для 
прогнозирования роевого поведения с настраиваемой динамической реакцией. Мы счи-
таем, что насыщенная микроботами жидкая среда, введенная в рассмотрение в [20; 21], 
имеет принципиальные отличия от просто активной жидкости в том, что поведение бо-
тов может быть запрограммировано. Поэтому имеет смысл эту среду определить новым 
термином – роботизированная жидкость. 

В данной работе мы исследуем нелинейную устойчивость роботизированной жидко-
сти. Рассматривается простейшая модель одномерного течения в тороидальном термоси-
фоне, а движение роя ботов осуществляется благодаря термотаксису. Так как плотность 
микробота является контрольным параметром и может отличаться от плотности жидкости, 
то рой способен влиять на локальную плотность среды, перестраивая свои порядки. 

 
Математичесская модель 

Рассмотрим следующую физическую систему, схематически представленную на 
рис. 1. Пусть замкнутая трубка радиуса R с круглым поперечным сечением диаметра d и 
площадью A заполнена вязкой несжимаемой жидкостью, которая характеризуется рефе-
рентной плотностью ρ0 и коэффициентом динамической вязкости η. Трубка ориентирована 
вертикально по отношению к полю тяжести и нагревается снизу таким образом, чтобы бы-
ло возможно наступление конвективной неустойчивости жидкости внутри. Закон нагрева 
трубки может быть достаточно разнообразный, включая случай не строго вертикального 
градиента под углом α к ускорению свободного падения g. Такая система называется кон-
вективной петлей или термосифоном. В случае очень тонкой трубки d  R течение жид-
кости является квазиодномерным, что существенно упрощает анализ. Это объясняет попу-
лярность данной схемы среди гидродинамиков при рассмотрении различных модельных 
ситуаций [22; 23]. Кроме того, термосифон интересен и сам по себе и имеет множество 
вполне конкретных технологических приложений [24]. 



Математическое моделирование и вычислительная математика 
 

10 Прикладная математика и вопросы управления, № 1, 2025  

 
Рис. 1. Схематическое изображение тороидальной конвективной петли 

Получим уравнение движения жидкости в приближении одномерного течения. Исход-
ное уравнение Навье – Стокса для динамики жидкости в трубке имеет вид: 

 0
d p
dt

   
v g F ,  (1) 

где v – полное трехкомпонентное поле скорости, F – сила сопротивления, возникающая 
при трении вязкой жидкости о стенки трубки. В правой части указана плотность среды ρ 
с учетом возможной неоднородности этой среды. Эту величину определим ниже. Систему 
удобно рассматривать в полярных координатах (R, θ), в которой угол отсчитывается так, 
как это показано на рис. 1. Введем в рассмотрение координату вдоль замкнутого контура 
конвективной петли: s = Rθ. Проектируя (1) на направление обхода контура, получим: 

 0 cos( ) s
s

dv p g F
dt s

  
         

.  (2) 

Вообще говоря, скорость v в простейшем случае ламинарного течения имеет парабо-
лический профиль из-за вязкости жидкости. Введем в рассмотрение среднюю скорость те-
чения U (t), которая имеет смысл расхода жидкости через поперечное сечение: 

 1( ) sU t v dA
A

  .  (3) 

Интегрируя уравнение (2) сначала по поперечному сечению петли, а затем по контуру, 
а также учитывая (3) и замкнутость контура, получим классическое интегро-дифферен-
циальное уравнение для расхода [22]: 

 
0

dU gRU
dt AL

  


( )cos( )d dA      ,    (4) 

где L – длина контура, γ – коэффициент диссипации, который для конвективной петли 
круглого сечения может быть вычислен точно: γ = 32η/ρ0d 2 [23]. Как видно из (4), устой-
чивость жидкости определяется тем, каким образом плотность среды распределяется по 
контуру. Плотность среды может меняться благодаря двум причинам: во-первых, внешний 
нагрев трубки делает элемент среды легче; во-вторых, рой ботов, каждый из которых тя-
желее несущей жидкости, утяжеляет и элемент среды. В линейном приближении получим: 
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 0
0

( , ) 1 ( , ) 1 ( , )bt T t V n t
  

           
,  (5) 

где β – коэффициент теплового расширения несущей жидкости, ρb – средняя плотность од-
ного микробота, V – объем микробота, n – концентрация ботов в единице объема жидко-
сти. Как видно из (5), причины локальных вариаций плотности действуют разнонаправ-
ленно, что создает базу для компенсации одного механизма действием другого. Подстав-
ляя (5) в (4), получим уравнение движения нагретой среды, насыщенной микроботами: 

 ( ) ( )
2

dU t gU t
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( , )T t  b

0
cos(α ) 1

2
gVd

 
      

( , )n t  cos(α ) .d     (6) 

Заметим, что из-за непрерывности течения, расход U имеет одинаковое значение 
в любой точке контура и зависит только от времени, в то время как T и n зависят от θ. 

Так как микроботы слишком малы, чтобы участвовать в теплообмене, то уравнение 
теплопроводности мало отличается от классического [22; 23]: 

 ext

0

( )
p

QT U T
t R C A

 
 

  
,  (7) 

где функция Qext определяет, как нагревается трубка термосифона извне, Cp – теплоемкость 
среды. Уравнение (7) учитывает конвективный перенос тепла вдоль трубки, но пренебре-
гает диффузией тепла из-за тонкости этой трубки. Будем использовать простейшее при-
ближение известного теплопотока, предложенное в [23]: 

 ext 0( ) sin( )Q Q    ,  (8) 

где Q0 – константа, имеющая смысл максимального значения теплопотока. Формула (8) 
означает, что часть термосифона выше линии θ = 0 охлаждается, а ниже – нагревается. 

Наконец, обсудим уравнение динамики роя микроботов. Структура уравнения для 
концентрации напоминает (7), за исключением внешнего потока, который в случае микро-
ботов отсутствует. Поток ботов, описывающий их самодвижение, запишем так: 

 Tj nk
s





,  (9) 

где k – важный параметр, определяющий скорость движения микроботов в среде. Выраже-
ние (9) означает движение роя в сторону увеличения температуры, т.е. термотаксис. Пре-
небрегая явлением термодиффузии (диффузия тепла также не учитывается), получим: 

 2
0

n U n k n T
t R R

   
  

   
.  (10) 

Уравнения (6)–(8), (10) составляют полную систему интегро-дифференциальных урав-
нений для временной эволюции нагретой жидкости, насыщенной микропловцами. В прин-
ципе эта система уже может решаться численно, но в данной работе мы редуцируем ее к 
системе ОДУ, используя метод Галеркина [25]. Уравнение (6) уже зависит только от време-
ни, но не от положения в контуре, так как скорость имеет одно и то же значение во всех точ-
ках термосифона. Уравнения для температуры (8) и концентрации (10) требуют редукции. 
Процедура включает выбор ортонормированного базиса, разложение функций по этому ба-
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зису, проектирование системы (6)–(8), (10) на спектральное пространство базисных функ-
ций, наконец, обрезание рядов для получения конечномерного сбалансированного прибли-
жения. Достоинством такого подхода является замена системы уравнений (6)–(8), (10) более 
простой системой ОДУ, которая позволит проводить расчеты длительных нестационарных 
режимов работы термосифона. Однако стоит помнить, что метод Галеркина позволяет полу-
чить приближенное решение, привязанное к точке первой бифуркации. 

Опираясь на симметрию задачи, в качестве ортонормированного базиса возьмем набор 
гармонических функции разной четности. Тогда температура и концентрация могут быть 
представлены в виде следующих разложений: 

 0
1

( , ) ( ) [ ( ) cos ( ) ( )sin ( )]c s
i i

i
T t T t T t m T t m





      ,  (11) 

 0
1
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      ,  (12) 

где Ti и Ni – зависящие от времени коэффициенты, требующие определения. Заметим, что 
разложение (12) автоматически удовлетворяет требованию сохранения числа микроботов в 
термосифоне. Запишем уравнения в частных производных (7) и (10) в следующем опера-
торном виде: 
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.  (13) 

Согласно методу Галеркина [25], коэффициенты Ti и Ni определяются из требования 
ортогональности операторов (13) системе пробных функций fi, которая совпадает с базис-
ными функциями: 

 , ( , ) 0i Tf T n   , , ( , ) 0i nf T n   .  (14) 

Здесь угловые скобки обозначают операцию взятия скалярного произведения, задан-
ного в функциональном пространстве базиса. Для данной задачи – это интегрирование по 
контуру. 

Анализ уравнений показывает, что минимальная замкнутая динамическая модель с не-
тривиальным поведением получается для шести базисных функций – две для поля темпе-
ратуры и четыре – для концентрации. Тогда получим в безразмерной форме: 
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Уравнения (15) были обезразмерены следующим образом: 

t   , 1
UX
R




, 1
2 22

cg TX
R





, 1
3 22

sg TX
R





,  

1
4

cNX
N

 , 1
5

sNX
N

 , 2
6

cNX
N

 , 2
7

sNX
N

 , 

где N – подходящая величина для измерения концентрации. 
Можно заметить, что система (15) содержит четыре безразмерных параметра, опреде-

ляющих ее динамику. Это отношение плотности ботов к плотности жидкости, угол между 
градиентом температуры в нагревателе и силой тяжести, а также еще два параметра: 

 0

0 p

QQ
C A


 

, kK
g R





,   (16) 

первый из которых представляет максимальную амплитуду внешнего теплопотока, а вто-
рой – безразмерную скорость перемещения ботов в среде. 

Обратим внимание на очевидные свойства динамической системы (15). При ρb = ρ0 

моды 4–7 перестают оказывать влияние на динамику изменения физического состояния 
термосифона, так как плотность ботов становится не отличимой от плотности несущей 
жидкости. Физическая часть системы замыкается на себя: 
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1 2 3cos( ) sin( )dX X X X

d
     


, 2

1 3
dX X X
d

 


, 3
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а остальная часть эволюционирует под влиянием изменений в среде. 
В случае ρb ≠ ρ0 микроботы получают возможность влиять на физическое состояние 

системы. При этом важнейшую роль начинает выполнять параметр K (16), который обес-
печивает обратную связь между физическим состоянием термосифона, которое определя-
ется модами 1–3 и конфигурацией роя, описываемой модами 4–7. Изменение распределе-
ния температуры (моды 2 и 3) приводит к изменению скорости течения жидкости (мода 1), 
что оказывает непосредственное влияние на положение роя, который через слагаемые тер-
мотаксиса пытается сбалансировать состояние системы. В случае K = 0 ответ роя всегда 
пассивный, и самоуправление в системе не происходит. 
 
Результаты анализа математической модели 

Обсудим сначала динамические свойства динамической системы (17), которая описы-
вает поведение термосифона, когда он функционирует независимо от роя микроботов. 
Анализ уравнений показывает, что при любых значениях параметров система имеет два 
состояния, которые расположены симметрично относительно начала отсчета: 
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.  (18) 

Так как первая фазовая координата определяет скорость жидкости, то состояния рав-
новесия (18) соответствуют двум разным закруткам жидкости в термосифоне. Анализ ус-
тойчивости равновесий O+ и O− включает линеаризацию уравнений (17) вблизи точек (18) 
и решение характеристического уравнения: 

 3 2 sin( ) cos( ) 2 cos( ) 0
cos( )

Q Q Q
 

             
,  (19) 

где знаки «+» и «–» соответствуют аттракторам O+ и O−. Изменение направления теплопо-
тока в термосифоне по отношению к вектору силы тяжести создает предпочтение той или 
иной закрутке жидкости в замкнутой петле. А именно при α > 0 устойчивым равновесием 
является O+, так как нагрев помогает двигаться жидкости против часовой стрелки 
(см. рис. 1), а равновесие O− неустойчиво. При α < 0 аттракторы меняются свойствами ус-
тойчивости. Можно заметить, что система (17) инварианта относительно преобразования: 

 1 1X X , 2 2X X , 3 3X X ,    .  (20) 

Решение уравнения (19) приводит к следующему условию нейтральной устойчивости: 
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3
sin ( )
cos ( )

Q 



.  (21) 

Черная сплошная линия на рис. 2 соответствует нейтральной кривой (21). Надо иметь 
в виду, что правая и левая части кривой относятся к разным равновесиям – соответственно 
к O+ и O−. Анализ спектра этих равновесий показывает, что происходит бифуркация Анд-
ронова – Хопфа. Ниже нейтральной кривой в системе имеется один устойчивый фокус, ко-
торый притягивает к себе все траектории. Интегрирование уравнений (17) при α = π/3, 
Q = 4 с начальными условиями (1,1,1) приводит к фазовому портрету 1 на рис. 2. При пе-
ресечении нейтральной кривой от фокуса ответвляется устойчивый предельный цикл 
(см. фазовый портрет 2 на рис. 2, полученный при α = π/4, Q = 4). В момент рождения цик-
ла осцилляции переменной X1 происходят только в положительной области, т.е. жидкость 
движется все время в одну сторону, то замедляясь, то ускоряясь. Однако рост амплитуды 
цикла приводит к тому, что направление закрутки начинается меняться на каждом периоде 
колебаний. В целом карта устойчивости симметрична относительно вертикальной оси бла-
годаря свойству (20). 

Дальнейший рост теплопотока Q приводит к дальнейшему усложнению динамики 
системы (17). Как видно из рис. 2, в полосе между нейтральной кривой бифуркации Анд-
ронова – Хопфа и красной линией происходит каскад удвоения периода предельного цик-
ла. В результате реализации сценарий Фейгенбаума рождается странный аттрактор 
(см. фазовый портрет 3 на рис. 2, полученный при α = 0, Q = 4). При α ≠ 0 хаотический ат-
трактор имеет несимметричную форму, так как неидельно вертикальный теплопоток все-
гда поддерживает определенную закрутку жидкости. Это означает, что фазовая траектория 
предпочитает чаще накручиваться на одно из «крыльев бабочки» аттрактора. 



Mathematical Modeling and Computational Mathematics 
 

 Applied Mathematics and Control Sciences, no. 1, 2025 15 

 
          

 
1. α = π/3, Q = 4,0;  2. α = π/4, Q = 4,0;  3. α = 0, Q = 4,0 

Рис. 2. Карта устойчивости для динамической системы (17), описывающей поведение физической 
системы термосифона, на плоскости управляющих параметров угла наклона теплопотока α  

к направлению силы тяжести и интенсивности теплопотока Q. Черная линия отвечает бифуркации 
Андронова – Хопфа, красная линия показывает возникновение странного аттрактора. Ниже черной 

линии система всегда имеет устойчивое состояние равновесия в виде фокуса. Между кривыми  
наблюдается каскад бифуркаций удвоения периода цикла. Точки 1, 2, 3 на карте соответствуют 

значениям параметров, для которых приведены фазовые портреты. Фазовые портреты получены 
при интегрировании уравнений (17) с начальными условиями (1,1,1) 

Карта устойчивости на рис. 2 не включает окна стабилизации в хаотической области 
до периодического режима. Такое поведение характерно для детерминированного хаоса и 
обсуждалось в литературе по динамическим системам [26]. 

Рассмотрим теперь иллюстративно свойства динамической системы (15), которая 
включает моды биоконвекции роя микроботов. Зафиксируем физические параметры тер-
мосифона: α = π/3, Q = 0,1. Будем рассматривать небольшой теплопоток, так как модель 
(15) является маломодовой, и она работает точнее при небольших значениях параметра, 
определяющего энергетические свойства конвекции. Наклон теплопотока по отношению к 
силе тяжести означает, что в петле устанавливается стационарный режим конвекции, при 
котором жидкость движется против часовой стрелки с постоянной скоростью (см. рис. 1). 
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Рис. 3. Фазовые портреты (слева) и зависимости скорости жидкости от времени (справа)  
для динамических режимов, в которых рой микроботов оказывает непосредственное влияние  

на физическое состояние термосифона. Параметры конвективной петли фиксированы:  
α = π/3, Q = 0,1. Параметры роя для каждого случая приведены на рисунке. Фазовые портреты  

получены при интегрировании уравнений (15) с начальными условиями (1,1,1,1,0,0,0) 

Рисунок 3 показывает, как изменяется динамический режим конвекции при постепен-
ном изменении плотности микроботов ρb и фиксированной скорости их движения K = 1. 
Как видно из рис. 3, поведение системы существенно усложняется. При ρb = 2ρ0 можно на-
блюдать реализацию периодической конвекции, причем на каждом периоде жидкость в 
какой-то момент меняет направление движения (движение по часовой стрелке). Движение 
роя и жидкости вступают в сложное динамическое взаимодействие друг с другом: увели-
чение плотности микроботов в определенных местах контура приводит к утяжелению сре-
ды и движению жидкости против направления естественной конвекции. При ρb = 3ρ0 мож-

K = 1,0, 

K = 1,0, 

K = 1,0, 
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но наблюдать возбуждение квазипериодических колебаний, представленных в фазовом 
пространстве двумерным тором. При дальнейшем изменении параметра поведение систе-
мы хаотизируется, что приводит к появлению странного аттрактора. Например, при 
ρb = 11ρ0 рой закручивает движение жидкости в неестественном для тепловой конвекции 
направлении – по часовой стрелке. Этот квазирежим может поддерживаться достаточно 
долго, после чего происходит внезапный срыв к естественной конвекции: на рисунке этот 
момент можно видеть при τ = 3380. Через какое-то время система вновь возвращается к 
неестественной закрутке жидкости. В теории динамических систем такое поведение опреде-
ляется как хаос с перемежаемостью. Если зафиксировать плотность микроботов и варьиро-
вать параметр K, то наблюдается сходный переход к сложной нестационарной конвекции. 

 
Заключение 

В работе предложена простая математическая модель тепловой конвекции в неодно-
родно нагретом термосифоне, заполненном взвесью микроботов, способных к самодвиже-
нию в несущей жидкости. Для описания тепловой конвекции использованы уравнения  
Навье – Стокса в приближении Буссинеска. Для замыкания уравнений было предложено 
рассматривать термотаксис в качестве основного закона движения микроботов. Сформу-
лирована математическая задача в частных производных для скорости жидкости, полей 
температуры и концентрации роя в жидкости. Для получения приближенного решения за-
дачи использован метод Галеркина, с помощью которого определяющие уравнения были 
сведены к конечномерной модели, представленной системой ОДУ для нескольких веду-
щих мод. Исследованы свойства физической подсистемы термосифона, а также динамиче-
ские свойства тепловой конвекции при непосредственном влиянии роя на нелинейную ди-
намику исследуемой системы. 
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