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Одной из важнейших в экономике, учебном процессе и других сферах выступает 
задача рационального распределения ограниченных ресурсов. Актуальность реше-
ния данной проблемы определяется ростом стоимости ресурсов и увеличением их 
вклада в конечный продукт. В учебном процессе имеются задачи, требующие рас-
пределения ресурсов для их осуществления. Такими задачами являются, напри-
мер, учебные задания, проекты, работы. В качестве ресурсов могут выступать часы 
учебных занятий, количество мероприятий, информационное обеспечение. 

Целью статьи является разработка метода оптимального распределения ресур-
сов в учебном процессе в условиях неопределенности. Для достижения цели в ка-
честве показателя эффективности выбрана взвешенная сумма вероятностей вы-
полнения всех заданий данной работы; заданы ограничения, исходя из располагае-
мых ресурсов. 

Разработан новый аналитический метод решения задачи распределения ресур-
сов. Метод основан на использовании неопределенных множителей Лагранжа. Про-
водится исследование и обоснование необходимого и достаточного условий сущест-
вования экстремума целевой функции. Для учета нечеткости информации исходные 
данные задачи задаются в виде нечетких чисел треугольного вида. В разработанном 
методе выделяются три оптимизационных задачи нелинейного программирования 
для наилучших, средних и наихудших условий. Рассматривается решение задачи для 
распределения однородных и неоднородных ресурсов. 

Результатом исследования является разработанный новый способ распределе-
ния однородных и неоднородных ресурсов в условиях неопределенности. Предло-
женный в статье метод может найти применение не только в учебном процессе, но 
и в других областях, например, в экономике, сельском хозяйстве. 
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One of the most important problems in the economy, the educational process and 
other areas is the task of rational allocation of limited resources. The relevance of solving 
this problem is determined by the increase in the cost of resources and an increase in 
their contribution to the final product. There are tasks in the educational process that re-
quire the allocation of resources for their implementation. Such tasks are, for example, 
study assignments, projects, and jobs. The resources can be hours of training sessions, 
the number of events, and information support. 

The purpose of the article is to develop a method for optimal allocation of resources in 
the educational process under conditions of uncertainty. To achieve the goal, a weighted 
sum of the probabilities of completing all the tasks of this work is selected as an efficiency 
indicator; restrictions are set based on available resources. 

A new analytical method for solving the problem of resource allocation has been de-
veloped. The method is based on the use of indeterminate Lagrange multipliers. A study 
and justification of the necessary and sufficient conditions for the existence of the extre-
mum of the objective function is carried out. To account for the fuzziness of the informa-
tion, the initial data of the problem is given in the form of fuzzy triangular numbers. The 
developed method identifies three optimization problems of nonlinear programming for 
the best, average and worst conditions. The solution of the problem for the distribution of 
homogeneous and heterogeneous resources is considered. 

The result of the research is a developed new way of distributing homogeneous and 
heterogeneous resources under conditions of uncertainty. The method proposed in the 
article can be used not only in the educational process, but also in other fields, for example, 
in economics, agriculture. 
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Введение 

Проблема рационального распределения ресурсов существует во многих областях че-
ловеческой деятельности (экономике, сельском хозяйстве, технике, учебном процессе, во-
енном деле). Для решения этой проблемы используются разнообразные математические 
методы и модели. Первые задачи распределения сил и средств были направлены преиму-
щественно на решение военных конфликтных ситуаций [1; 2]. В работе [1] рассмотрены 
задачи распределения однородных и неоднородных средств по целям. Для решения первой 
задачи предлагается использовать симплекс-метод, для второй – метод возможных направ-
лений. В статье [2] для решения второй задачи применяется метод условного градиента. 
Детальная проработка данных вопросов для распределения ресурсов в ходе информацион-
ного конфликта сделана в работах [3; 4]. Используются методы теории дифференциальных 
игр, динамической координации, статической оптимизации. 

Аналогичные задачи оптимального распределения сил и средств решаются при ликви-
дации чрезвычайных ситуаций [5], охране объектов. 

В области исследования экономических процессов типовые задачи распределения ресур-
сов с использованием современного математического аппарата изложены в работах [6–9].  
В статье [6] разработана оптимальная модель планирования при производственных и эксплуа-
тационных ограничениях для дискретной системы событий на основе сетей Петри. Планиро-
вание работ в условиях многокритериальности и неопределенности изложено в [7]. Вопросам 
распределения финансовых ресурсов в банковской сфере посвящена работа [8]. Предлагается 
использовать динамические экономико-математические модели, в которые включены управ-
ляющие воздействия и векторный критерий качества. В работе [9] рассмотрено управление 
проектами на основе построения сетевых графиков, предложены математические модели оп-
тимального назначения исполнителей проектных заданий. 

Распределение ресурсов осуществляется при проектном управлении в учебном про-
цессе [10–12]. В статьях [10; 11] для решения данной проблемы используется система рей-
тингов по рабочим задачам и компетенциям. Работа [12] посвящена вопросам проектной 
деятельности в образовании. 

Важным направлением в сфере распределение ресурсов в учебном процессе является 
решение организационных вопросов [13]. В данной статье разработан метод максимизации 
взвешенной суммы вероятностей выполнения подзадач данной задачи, основанный на ме-
тоде неопределенных множителей Лагранжа. Данный метод позволяет получить аналити-
ческое решение задачи. Он применен в работе [14] для максимизации нелинейной несепа-
рабельной задачи рационального распределения многомерного ресурса при многономенк-
латурном производстве. 

Перспективным направлением исследований является нечеткая задача рационального 
распределения целочисленного ресурса [15]. В [16] предложена концепция построения 
универсального метода решения оптимизационных задач в условиях неопределенности. 
Универсальность делает решение задачи сложным и не наглядным. 

Таким образом, несмотря на то что проблема моделирования рационального распреде-
ления ресурсов достаточно полно и подробно представлена в научной литературе, имеется 
необходимость разработки простого, наглядного метода решения этой задачи в условиях не-
определенности применительно к вопросам управления учебным процессом. Актуальность 
создания метода распределения ресурсов именно для учебного процесса определяется по-
всеместным внедрением метода проектов в систему образования. 
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В разделе «Материалы и методы» рассматривается методология решения задачи рас-
пределения ресурсов в условиях неопределенности, показано, какие ресурсы учебного 
процесса могут быть включены в разработанный алгоритм. В разделе «Результаты и их об-
суждение» на конкретном примере показана возможность применения разработанного ме-
тода в учебной деятельности. 

 
Материалы и методы 

Осуществлена разработка метода оптимального распределения ресурсов в учебном 
процессе в условиях неопределенности. 

Предлагаемый метод решения данного класса задач заключается в следующем: 
1) выделяются три оптимизационных задачи нелинейного программирования для наи-

лучших, средних и наихудших условий; 
2) выбирается показатель эффективности операции в виде взвешенной суммы вероят-

ностей выполнения всех заданий данной работы; задаются ограничения, исходя из имею-
щихся ресурсов (средств); 

3) каждая задача решается аналитически методом неопределенных множителей Ла-
гранжа; исследуются необходимое и достаточное условия существования экстремума це-
левой функции. 

Рассмотрим следующую формализованную постановку проблемы распределения ре-
сурсов. 

Пусть имеется n задач и m однотипных средств (мероприятий) для их решения. Извест-
ны вероятности ( 1, )jp j n  выполнения j-й задачи каждым средством в течение заданного 

времени, причем 0 1jp  . Обозначим jx  – количество средств, назначенных для выпол-

нения j-й задачи, jP  – вероятность выполнения задачи хотя бы одним средством. Тогда 

 1 (1 ) .jx
j jP p      (1) 

Показатель эффективности – математическое ожидание числа выполненных задач 
с учетом их важности будет равен: 

 
1 1

.1 (1 ) j
n n x

j j j
j j

Pja a p
 

           (2) 

Коэффициент ja  – это важность выполнения j-й задачи. Нормируем ja  введением 
безразмерных коэффициентов: 

 

1

( 1, ),j
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j
j

a
b j n
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   (3) 
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.j

n

j
x m



   (4) 

Требуется найти количества 1 2, ,..., nx x x  средств, распределённых по n задачам, при-
чем средний эффект Э может быть: 1) наилучшим; 2) средним; 3) наихудшим. 
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Таким образом, имеем задачу распределения ресурсов в нечетких условиях. В этом 
случае вероятности jp  и ja  считаем нечеткими числами, имеющими треугольный вид, 

соответственно,  ,Л
jp  ,Сjp  Пjp  и  ,Л

ja  ,Сja   ,П
ja  Здесь левые координаты соответствуют 

наихудшим условиям, средние – средним условиям, правые координаты – наилучшим ус-
ловиям. Имеем три оптимизационных задачи нелинейного программирования, заключаю-
щиеся в максимизации функции (2) при ограничениях (4), когда jp  и ja  заданы, соответ-
ственно, левыми, средними и правыми координатами. 

Каждая такая задача сводится к отысканию максимума функции Лагранжа 

 * ( ),X      (5) 

где 1( ,..., )nX x x , 

 
1

( ) .
n

j
j

X m x


      (6) 

Так, в случае наилучшего значения jp  и ja  имеем: 

 *

1 1 1
1 (1 ) .j

n n n
xП П П

j j j j
j j j

a a p m x
  

   
               

   
      (7) 

В дальнейшем верхний индекс ставить не будем, чтобы не было громоздкости. 
Находим частные производные по ( 1, )j j nx   и  . Приравняем их к нулю, получим: 
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   (8) 

Решим данную систему. Для этого приравняем все уравнения, начиная с первого, к по-
следнему. Имеем: 

1

(1 ) ( ln(1 )) (1 ) ( ln(1 )), 1, 1,
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j nx x
j j j n n n

n
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Отсюда 
ln(1 ) ln[ ( ln(1 ))] ln(1 ) ln[ ( ln(1 ))], 1, 1.j j j j n n n nx p a p x p a p j n            

Тогда 
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     (9) 

где 1, 1,j n   ln(1 ), ln(1 ), ln[ ( ln(1 ))], ln[ ( ln(1 ))]j j n n j j j n j nu p u p v a p v a p          ; 
1
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т.е. 
1 1

1 1

1[ ( ( )] / ( 1).1n n

n n j n
j jj j

x m v v u
u u

 

 

         (10) 

Коэффициент   находим, например, из первого уравнения системы (8). Таким обра-
зом, из (9) и (10) находим решение системы (8). Точка 1 2( , ,..., ),nP x x x  координаты которой 
вычисляются по формулам (9), (10), – стационарная точка. 

Вопрос о существовании и характере условного эксперимента решается на основе 
изучения второго дифференциала функции Лагранжа (5) для найденной точки Р при усло-
вии, что idx  связаны уравнением: 

 2

1
0 ( 0).

n

i i
ii
dx dx

x


 

     (11) 

Второй дифференциал для функции Лагранжа (5) будет иметь вид (12): 

 2 * 2 2

1 1
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при этом 
1

0.
n

i
i

ii

x dx
x




  

Если 2 * 0,d    то   имеет в точке Р условный максимум, если 2 * 0,d    то   имеет в 

точке Р условный минимум. Как следует из (12), для рассматриваемого случая 2 * 0,d    
т.е. в точке Р имеется максимум. Следовательно, максимальный эффект достигается, если 
число jx  средств, связанных с j-й задачей, определяется согласно формулам (9), (10). 

Совершенно так же рассматриваются средний вариант эффективности для С
jp  и С

ja  и 

наихудший при Л
jp  и .Лja  

Рассмотрим второй случай, когда средства являются разнородными, а задачи – однород-
ными. Тогда jx  – число задач, связанных с j-м средством. Во всех формулах первого случая 

меняются местами m и n, и ja  будет означать важность (эффективность) j-го средства. 
Наконец, рассмотрим общий случай, когда считаем средства не однотипными и задачи 

– разнородными. Пусть ijx  – число средств j-го типа, назначенных на решение i-й задачи 

( 1, ;i n  1, )j m ; ijp  – вероятность выполнения j-й задачи, связанной с i-м средством для 

наилучшего варианта jp  и ja . В этом случае средний эффект можно рассмотреть как ма-
тематическое ожидание числа решенных задач. Поскольку формулы однотипны, не будем 
указывать, какой из трех вариантов рассматривается. 

Заметим, что в общем случае могут выполняться следующие равенства: 
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В этом случае все средства разбиваются на m разнородных групп по iN  средств 
в группе, и задачи разбиваются, соответственно, на n групп по jM  задач в каждой группе. 
Таким образом, для данного случая средний эффект будет вычисляться по формуле (14): 

 
1 1

1 (1 ) .ij
mn

xП
j ij
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     (14) 

Решение задачи аналогично рассмотренному ранее случаю. 
Однако в общем случае получается более сложные и громоздкие формулы. Так, функ-

ция Лагранжа c неопределенными множителями i  и j запишется в виде (15): 
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частные производные *'
ijx  будут иметь вид: 
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При этом 
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Приравняем производные (16) и (17) к нулю, переносим i + j  в правую часть и лога-
рифмируем обе части каждого такого уравнения. В результате получим: 
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   (18) 

Имеем систему m n n m    уравнений с m n n m    неизвестными ( m n  неизвест-
ных ijx , n неизвестных j  и m неизвестных i ). Решая эту систему, находим неизвестные 

величины ijx . Для данной задачи второй дифференциал функции Лагранжа (16) по пере-

менным ijx  запишется в виде (19): 
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  (19) 

Отсюда следует, что в точке Р, координаты которой удовлетворяют равенствам (18), 
имеется максимум. Аналогичный результат имеет место для имеющейся информации 
в виде С

ijp  и С
ijb , а также при Л

jp  и Л
ja . 
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Результаты и их обсуждение 

В качестве практической реализации рассмотрим конкретный пример реализации раз-
работанного алгоритма. Пусть в учебной организации требуется разработать n = 3 проекта 
с использованием m = 300 часов работы компьютеров (ресурс времени ограничен). Заданы 
важности проектов: 1 2,a   2 3,a   3 5a   условных единиц. Известны вероятности (полу-
ченные из статистических данных): 1 0,7;p   2 0,4;p   3 0,6.p   

Не нарушая общности, рассмотрим случай, когда работа по выполнению проектов 
происходит в наилучших условиях (хорошая материально-техническая база, квалифициро-
ванные исполнители и т.д.), т.е. для этого случая ,П

j ja a  1,3( ).П
j jp p j   

Требуется распределить m = 300 часов по n = 3 проектам так, чтобы средний эффект 
(2) был максимальным. Пусть jx  – время, выделенное для решения j-го проекта ( 1,3).j   

Имеем: 1 0,879;v   1 1, 204;u   2 0,427;v   2 0,511;u   3 1,522;v   2 0,916.u   Ис-
пользуем формулы (9), (10). В результате получаем распределение времени на проекты 
(в часах): 1 64,267;x   2 150,587;x   3 85,146.x   

Во многих задачах имеется требование целочисленности переменных jx  (количества 
средств, назначенных для выполнения j-й задачи). Например, количество компьютеров, 
учебных тем, контрольных работ и т.д. Требование целочисленности jx  в формулах (1) и (2) 

может быть учтено путем замены (1 ) jx
jp  на выражение    1 1jx

j j jp x p
      ,  

где jx    – целая часть числа jx , jx  – дробная часть, т.е. j j jx x x     . 
В учебном процессе имеются задачи, для решения которых требуются определенные 

ресурсы. Этих ресурсов может не хватать для решения всех нужных задач или показатель 
эффективности операции зависит от способа распределения ресурсов. В этих случаях воз-
никает проблема рационального распределения ресурсов. 

Под задачами в данном исследовании понимаются элементы образовательного про-
цесса, а именно преподавание учебных дисциплин, сдача экзаменов и зачетов, прохожде-
ние тестирования, выполнение контрольных работ, написание рефератов. Сюда относятся 
также задания и поручения, работы (самостоятельная работа учащихся, воспитательная, 
культурно-просветительная, спортивно-оздоровительная работы), различные организаци-
онные и управленческие вопросы. 

Особое значение проблема оптимизации распределения ресурсов имеет для метода 
проектов. Рациональное распределение ресурсов позволяет обоснованно структурировать 
и планировать содержательную часть проекта (с указанием конкретных поэтапных резуль-
татов), а также контролировать выпуск конкретного продукта каждого этапа. 

Под ресурсами в данном исследовании понимаются возможные средства и мероприя-
тия для осуществления перечисленных выше задач. Это материальные, трудовые, инфор-
мационные, интеллектуальные, финансовые (денежные) ресурсы. К средствам можно от-
нести учебные часы, приемы, действия, компьютерные классы (компьютеры), оргтехнику, 
лабораторное оборудование. Используемые средства в учебном процессе являются одно-
родными (например, часы учебных занятий, количество консультаций) и неоднородными 
(например, быстродействие вычислительной техники и объем базы данных). 

В практике решения организационных вопросов часто возникают следующие ситуа-
ции. При решении глобальной сложной задачи, в том числе в учебном процессе, бывает 
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целесообразно разбить ее на более простые подзадачи и распределить имеющиеся ресурсы 
(силы, средства) на решение этих подзадач таким образом, чтобы достигнуть максималь-
ного общего эффекта. 

Разработанный в данной статье метод может использоваться как для распределения 
однородных средств (формула (2) при 1ja  ), так и неоднородных средств (формула (2) 

при разных значениях ja ). 

Для учета нечеткости информации вероятности jp  и ja  считаются нечеткими числа-
ми, имеющими треугольный вид. Возможно задание нечетких чисел и другого вида, а так-
же использование для задания значений этим переменным суждений эксперта (использо-
вание лингвистической переменной). В разработанном методе выделяются три оптимиза-
ционных задачи нелинейного программирования для наилучших, средних и наихудших 
условий. Возможно использование большего число градаций неопределенностей для более 
адекватного описания исследуемого процесса. 

Используемый в данном исследовании методологический аппарат отличается вычис-
лительной простотой, наглядностью, не требует специальных программных средств для 
реализации алгоритма вычислений. 

По применяемому математическому аппарату к данному исследованию наиболее 
близки работы [13–16]. Предлагаемое исследование является развитием и обобщением ра-
нее опубликованной работы [13] автора настоящей статьи применительно к нечетким ус-
ловиям принятия решений. В статье [13] рассмотрена проблема распределения организа-
ционных вопросов по учебным задачам. В настоящем существенно расширен перечень 
возможных ресурсов (средств) и мероприятий учебного процесса, для которых актуально 
решение задачи оптимизации. Кроме того, следует отметить, что принятие решений в 
учебном процессе часто связано с нечетко известным запасом располагаемых ресурсов и 
нечетким перечнем необходимых мероприятий. От работы [14] настоящее исследование 
отличается видом целевой функции, применяемой в модели, и рассмотрением задачи для 
нечетких условий. В статьях [15; 16] разработан универсальный метод решения оптимиза-
ционных задач в условиях неопределенности. Требование универсальности делает реше-
ние задачи распределения ресурсов сложным и не наглядным. Поэтому универсальный ме-
тод трудно применять для решения задач учебного процесса. 

 
Заключение 

В данной статье предложен простой и наглядный метод аналитического решения за-
дачи распределения ресурсов для решения задач учебного процесса в условиях неопреде-
ленности. Способ позволяет решить задачи распределения однородных и неоднородных 
ресурсов (средств). Работоспособность вычислительного алгоритма продемонстрирована 
на конкретном примере распределения часов на выполнение учебных проектов. 

Получены формульные соотношения для трех градаций неопределенностей (наилуч-
шие, средние и наихудшие условия). Для решения задач применяется метод неопределен-
ных множителей Лагранжа. Доказательство существования экстремума целевой функции 
осуществляется исследованием ее вида. Изложенный метод, в отличие от численных мето-
дов решения оптимизационных задач, не требует затрат вычислительных ресурсов, являет-
ся точным, а не приближенным. 

Разработанный метод может найти практическое применение не только в учебном 
процессе и сходных областях (подготовке кадров, системе повышения квалификации и пе-
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реподготовки). Он может также использоваться и в таких областях, как оптимизация рас-
пределения ресурсов в промышленном производстве, сельском хозяйстве, системах орга-
низационного управления, построении систем информационной, безопасности. Конечно, 
в этом случае необходима его адаптация к рассматриваемым проблемам. Он может приме-
няться также для распределения жизнеобеспечивающих ресурсов и коммунальных услуг. 
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