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Классические методы решения биматричной игр предполагают выполнение 
положения об общем знании, согласно которому игра со всеми правилами из-
вестна игрокам и каждый из них знает, что все участники осведомлены о том, что 
известно остальным партнерам по игре, и такое положение сохраняется до конца 
игры, а результаты принятых игроками решений представляются точечными, чи-
словыми значениями. Существует достаточно много ситуаций, требующих приня-
тия решений, формализуемых как биматричная игра, в которых субъективные 
представления участников о параметрах игры – значениях элементов платежной 
матрицы – неизвестны другой стороне. Кроме того, эти значения в силу неполно-
ты имеющейся на момент принятия решения информации имеют приблизитель-
ный характер. Таким образом возникают два вида нестатистических неопреде-
ленностей: первая – из-за незнания конкретной стратегии другого участника, вто-
рая – из-за неточного определения значений элементов платежных матриц, 
разрушающего положение об общем знании. Такие ситуации могут быть пред-
ставлены как нечеткая биматричная игра. 

В работе показывается, что в такой игре в общем случае игроки не смогут найти 
равновесные стратегии, а из-за нечеткости значений элементов платежных матриц 
отсутствуют условия для корректного определения смешанных стратегий. В качест-
ве решения предлагается определить стратегии, обеспечивающие компромиссный 
результат, наилучшим образом устраивающий обоих участников. Для этого нечет-
кие результаты возможных стратегий игрока представляются интегральной нечет-
кой оценкой по всему множеству стратегий другого участника в виде эквивалентного 
нечеткого множества с треугольной функцией принадлежности, а наилучшее ком-
промиссное решение определяется путем анализа областей пересечения эквива-
лентных нечетких множеств. 
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Classical methods of solving bimatrix games assume the fulfilment of the common 
knowledge clause, according to which the game with all rules is known to the players and 
each of them knows that all participants are informed about what is known to the other 
partners in the game, and such a position is preserved until the end of the game, and the 
results of the decisions made by the players are represented by point, numerical values. 
There are quite a lot of situations requiring decision making, formalised as a bimatrix 
game, in which subjective representations of participants about game parameters – val-
ues of elements of the payment matrix – are not known to the other party. Besides, these 
values are approximate due to incompleteness of the information available at the moment 
of decision making. Thus, two types of non-statistical uncertainties arise: the first is due to 
ignorance of the specific strategy of the other participant, and the second is due to the 
inaccurate determination of the values of the elements of the payment matrices, destroy-
ing the position of common knowledge. Such situations can be represented as a fuzzy 
bimatrix game. 

The paper shows that in such a game, in the general case, players will not be able to 
find equilibrium strategies, and because of the vagueness of the values of the elements of 
the payment matrices, there are no conditions for the correct definition of mixed strate-
gies. As a solution, it is proposed to determine the strategies that provide a compromise 
result that best suits both participants. For this purpose the fuzzy results of possible 
strategies of a player are represented by an integral fuzzy evaluation of the whole set of 
strategies of another participant in the form of an equivalent fuzzy set with a triangular 
belonging function, and the best compromise solution is determined by analysing the 
areas of intersection of equivalent fuzzy sets. 
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Введение 

Среди множества ситуаций, требующих принятия решений, достаточно часто встре-
чаются такие, когда отсутствует конфликт между интересами участников, т.е. стремле-
ние к наилучшему результату одного из участников не противоречит аналогичному же-
ланию другого. 

Формальной моделью таких ситуаций являются биматричные игры, традиционная 
форма которых предполагает задание множеств стратегий игроков 

{ : 1, }, { : 1, },i jA a i M B b j N     в общем случае M N и соответствующих матриц 

 , ,A B
A ij B jiM m M m    (1) 

где ,A B
ij jim m оценки последствий возможных решений. 

В классической теории антагонистических игр предполагается выполнение положения 
об «общем знании» [1; 2], которое гласит: игра со всеми правилами известна игрокам и 
каждый из них знает, что все участники осведомлены о том, что известно остальным парт-
нерам по игре. И такое положение сохраняется до конца игры. Выполнение этого положе-
ния предполагается и в традиционных подходах к решению биматричных игр. 

Биматричные игры, видимо, можно разделить на две группы: в первой участники игры 
могут находиться в непосредственном контакте, как, например, в часто упоминаемой в ка-
честве примера игре «театр – футбол», где жена предпочитает походы в театр, а муж – на 
футбол, во второй – участники непосредственно не контактируют. В первой группе поло-
жение об общем знании можно считать выполнимым, соответственно, игрокам известны 
множества стратегий каждого из них, и при наличии равновесия выбор одного из участни-
ков однозначно определит выбор другого. При отсутствии равновесия в классической тео-
рии рекомендуется использовать смешанные стратегии. 

Во второй группе при отсутствии контактов между участниками положение об общем 
знании будет нарушаться, и каждый из игроков будет строить свою модель ситуации, тре-
бующей принятия решений. С одной стороны, рационально мыслящие игроки в этих моде-
лях имеют общее представление о возможных действиях другой стороны, т.е. игроку A из-
вестно множество { : 1, },jB b j N    , 1, ,jB b j N   а В – множество  : 1,iA a i M  , 

с другой – участники игры смогут только примерно оценить, как отреагирует другой игрок 
на принятое решение. В связи с этим возникает вопрос о существовании равновесных 
стратегий при нарушении положения об общем знании. 

Рассмотрим небольшой пример. Биматричная игра в представлении игроков А и В за-
дана двумя матрицами (табл. 1, 2). 

Таблица 1 

Платежная матрица игрока А 

A b1 b2 b3 b4 

a1 2 3 4 5 

a2 5 4 2 1 

a3 7 2 8 1 
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Таблица 2 

Платежная матрица игрока B 

B a1 a2 a3 
b1 1 3 4 
b2 4 10 6 
b3 5 4 6 
b4 9 3 2 

 
Предположим, что игроки заинтересованы в наибольшем выигрыше. Выполнение по-

ложения об общем знании означает, что каждому из игроков известна платежная матрица 
другого участника, и в указанной игре согласно известным правилам ее решения есть рав-
новесная ситуация, когда игрок А выбирает стратегию а3, а В – стратегию b3, хотя для иг-
рока В будут более выгодными стратегии b2 и b4. 

Когда положение об общем знании не выполняется, игроки будут принимать решение 
на основе собственных, в общем случае не совпадающих представлений, какая из возмож-
ных стратегий будет наиболее выгодной, и равновесная ситуация в общем случае стано-
вится невозможной, так как игроки сталкиваются с неопределенностью относительно вы-
бора другого участника. Кроме этого, нарушение положения об общем знании приводит к 
тому, что оценки значений элементов платежных матриц приобретают характер приблизи-
тельных, т.е. возникает еще одна неопределенность, имеющая нестатистический характер, 
поскольку она появляется из-за неполноты знаний и субъективных представлений игроков. 

В этих условиях использование нечетких оценок (элементов платежных матриц) ста-
новится вполне обоснованным. 

Нечеткие биматричные игры исследуются в большом количестве работ [3–12]. Следу-
ет отметить, что, несмотря на использование формально заявленных нечеткостей, они во 
многом остаются в рамках традиционных подходов для решения биматричных игр. Так, 
в [3] в соотношениях, которые используются для нахождения смешанных стратегий в би-
матричных играх с точечными, числовыми значениями элементов платежных матриц, со-
ответствующие элементы формально заменяются на нечеткие без рассмотрения специфики 
нечеткой арифметики, которая должна учитываться при нахождении соответствующих ве-
роятностей. 

В ряде работ [5; 12] для нахождения смешанных стратегий используются различные 
модификации подхода сведения игровой задачи к задаче линейного (двойственного) или 
квадратичного программирования, основываясь на соотношениях 
 

max,ij i ja p q   
1, 1,i jp q    

 
где aij – элементы платежной матрицы; pi, qj – вероятности для формировании смешанных 
стратегий. 

В общем случае при нечетких значениях элементов платежной матрицы вычисляе-
мые значения вероятностей тоже будут нечеткими, что в указанных работах не отмеча-
ется. Кроме того, если для вероятностей в традиционных моделях с точечными число-
выми значениями элементов платежных матриц известен механизм их генерации, то 
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механизм генерации нечетких значений вероятностей неизвестен и вряд ли может быть 
создан. Необходимо отметить еще одно обстоятельство. В силу сложности математиче-
ских преобразований используются только линейно-кусочные функции принадлежно-
сти [5; 7; 11], т.е. рассматривается частный случай, и полученные результаты лишены 
обобщения. Очевидно, что в общем случае игроки имеют различные представления о 
степени неопределенности оценок решаемой ситуации, моделирование которой может 
выполняться применением различных видов функций принадлежности (рис. 1). Напри-
мер, можно показать, используя для оценки неопределенности формулу Де Люка и 
Термини [13] 

( ),
z Z

W z


 
 

что W3 > W1 > W2, т.е. наибольшую неопределенность имеет оценка с функцией принад-
лежности 3 (тент). 

Другим вопросом, который необходимо обсудить при переходе к нечеткому представ-
лению биматричной игры, является наличие условий для корректного применения сме-
шанных стратегий. По определению смешанные стратегии могут использоваться при мно-
гократной реализации игры с одинаковыми условиями. Если в игре «театр – футбол» в ка-
кой-то мере эти условия выполняются, то когда игроки не находятся в непосредственном 
контакте, в каждый момент реализации игры их представления о ситуации, требующей 
принятия решений, очевидно, могут изменяться, т.е будут изменяться значения элементов 
платежных матриц, и найденные ранее смешанные стратегии станут неактуальными. Не-
обходимо отметить, что условия применения смешанных стратегий нарушаются и при 
применении трапецеидальных функций принадлежности. Когда нечеткие элементы пла-
тежной матрицы имеют трапецеидальные функции принадлежности, в частности это дела-
ется в [8] (рис. 2), то при каждой новой реализации игры могут появиться любые значения 
из интервала 1 2[ , ].ij ijx x  

При этом отсутствуют какие-либо доказательства, какое значение будет иметь место 
в конкретный момент принятия решения. Это обстоятельство просто игнорируется, 
и чисто формально реализуются математические преобразования для получения смешан-
ных стратегий. 

Рис. 1. Функции принадлежности нечеткого 
числа: 1 – треугольная функция; 2 – пик;  

3 – тент 

Рис. 2. Трапецеидальная функция  
принадлежности нечеткого элемента  

платежной матрицы 
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Постановка и решение задачи 

Пусть ситуация, требующая принятия решения, формализуется нечеткой бимат-
ричной игрой 

{ , , , },A BG A B M M    

 
где { : 1, }, { : 1, }i jA a i I B b j J     – множества стратегий игроков; 

( ) , ( ) , , ReA A A B B B
ij ij ij jiM m x M m x x y         – платежные матрицы; ( ), ( )A B

ij jix x   – 

функции принадлежности нечетких элементов платежных матриц. 
Вид функций принадлежности стороны могут выбирать по своему усмотрению, руко-

водствуясь лишь известными требованиями к их построению. 
В классической теории первым этапом решения игры является проверка на наличие 

равновесной ситуации, когда в в матрице AM~  в i-й строке и j-м столбце будет максималь-
ный элемент, а в матрице BM~  наибольший элемент будет в строке j и столбце i. 

Необходимо отметить, что тогда нужно решить нетривиальную в общем случае задачу 
сравнения нечетких чисел. Предположим, что установлено отсутствие равновесной ситуации. 

Отмеченные выше нарушения положения об общем знании: 
– неопределенность относительно стратегии, которую будет использовать другой уча-

стник игры; 
– неопределенность (нечеткость) в оценке значений платежных матриц определяют 

необходимость разработки метода решения нечетких биматричных игр, учитывающего 
указанные обстоятельства. 

При неопределенности представления о ситуации, требующей принятия решений, ко-
гда одному игроку неизвестен конкретный выбор другого, целесообразно при выборе наи-
более выгодной стратегии руководствоваться следующим принципом: неважно, как будет 
действовать другая сторона, важно, чтобы выбранная стратегия обеспечивала бы наилуч-
ший результат. В этом случае игрокам будут нужны интегральные оценки, очевидно также 
нечеткие, для каждой из возможных стратегий по всему множеству решений другого уча-
стника. Для получения таких оценок предлагается использовать модифицированное пре-
образование FztoTriangle, определенное в нечеткой электронной таблице FuzyCalc фирмы 
FuzyWare. Модификация состоит в том, что указанное преобразование применяется не к 
отдельному нечеткому множеству, а ко всей совокупности нечетких множеств, образую-
щих некоторую строку платежных матриц [14]. Преобразование FztoTriangle заменяет 
произвольное нечеткое множество (совокупность нечетких элементов строки) эквивалент-
ными нечеткими множествами ( ), ( )i jE a E b   с треугольной функцией принадлежности, па-
раметры которых определяются следующим образом. 

Носители  min max min max( ) [ ( ), ( )], ( ) [ ( ), ( )],i i i j j jSuppE a x a x a SuppE b y b y b    
где min max min max[ ( ), ( )],[ ( ), ( )]i i j jx a x a y b y b  – область значений строк платежных матриц; 

( ( )) ( ), ( ( )) ( ),i i j jCG E a CG a CG E b CG b    где    ,i jCG a CG b  – координаты центров тяже-

сти соответствующих строк платежных матриц. Так как элементами платежных матриц 
являются нечеткие числа, то для модальных значений функции принадлежности 

[ ( ), [ ( )] 1.i jE a E b     
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В результате каждый из игроков получит вектор нечетких оценок 
 

11

22

( )( )
( )( )

( ) , ( ) ,..
..

( )( ) JI

E bE a
E bE a

E A E B

E bE a

 





 



 

 

представляющий собой нечеткое распределение возможных результатов их стратегий, 
определенное на множестве стратегий другого участника. При отсутствии равновесной 
ситуации, а также возможности корректного применения смешанных стратегий решение 
нечеткой биматричной игры должно состоять в нахождении некоторого компромиссного 
результата, который бы устроил обоих игроков. 

Логично предположить, что это компромиссное решение находится в некоторой об-
щей зоне интересов обоих участников, для определения которой предлагается построить 
пересечение ( ) ( )R E A E B     для всех i и j, которое будет представлять матрицу 

 ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) , , Re.ji E bE a
i j ijR E a E b x y r x y      

      (2) 

Каждый элемент матрицы (2) – это нечеткое множество, характеризующее степень воз-
можности достижения компромиссного результата при использовании игроками каких-то стра-
тегий ( , )i ja b . Функция принадлежности 0 ( ) 1

ijr x    указывает, что в общем случае ( , )i ja b  
лишь в частичной мере удовлетворяет условию быть наилучшим компромиссным решением. 
Соответственно, среди всех пар ( , )i ja b  необходимо определить ту, для которой в большей сте-
пени выполняется условие обеспечения наилучшего компромиссного решения. 

Эту процедуру предлагается выполнять в два этапа. На первом для всех пар ( , )i ja b  
вычисляется оценка 

 ( , ) [ ( )] ( ),
ij iji j r ra b CG x x CG        (3) 

где [ ( )]
ijrCG x   – координата центра тяжести функции принадлежности ( )

ijr x  , которая за-
висит от положения элементов матрицы (2) на области определения и степени истинности 
этого положения. На множестве всех пар ( , )i ja b  отбираются те, для которых значение (3) 

максимальное ,,
( , ) max[ ( )], 1, , , 1, , .k l i ji j
a b a b k K K I l L L J        

На втором этапе вычисляется степень неопределенности (размытости) нечетких зна-
чений l,kr~ . Оценка размытости нечеткого множества представляет собой отдельную, дос-
таточно сложную задачу, различные методы решения которой описаны в [15]. Одним из 
методов определения этого показателя нечетких множеств может быть метод, предложен-
ный в [16], согласно которому размытость 

( ) ( ) ( ) ( )(1 ( ).i i i
i i

F x x F x x x       

Для каждой из отобранных пар ( , )k la b  вычисляется оценка 

( , ) [( , )] / ( , ).k l k l k la b F a b a b    
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Наилучшему компромиссному решению будет соответствовать минимальное значение 
* *

,
( , ) min[ ( , )],k lk l
a b a b 

 
так как в этом случае оценка возможности этого решения будет иметь минимальную размы-
тость (нечеткость), наиболее выгодное положение на области определения (наибольшую коор-
динату центра тяжести) и наибольшую степень истинности, соответствующую этой координате. 
Эту же задачу можно решить и другими методами, например, с использованием точеных значе-
ний нечетких множеств [17, 18], но при этом потребуется больший объем вычислений. 

Возможен вариант нечеткой биматричной игры, когда участники заинтересованы по 
возможности в минимальных компромиссных значениях выбранных стратегий. В этом 
случае также можно использовать соотношение (3), но из множества всех пар  ,i ja b  от-
бираются те, для которых значение (3) минимально 

 
,

( , ) min[ ( , )], 1, , , 1, , .k l i ji j
a b a b k K K I l L L J         (4) 

Затем выполняются ранее описанные расчеты, и наиболее приемлемое компромиссное 
решение определяется по соотношению (4). 

 
Числовой пример 

Биматричная игра задана матрицами (табл. 3, 4). Числа в ячейках таблиц – это коорди-
наты максимумов функций принадлежности, в силу их симметричности совпадают с коор-
динатами центров тяжести. Игрок А использует треугольные функции принадлежности 
(см. рис. 1), ширина носителя нечетких чисел ± 10 % от модального значения, игрок В – 
функции принадлежности типа тент (см. рис. 1) с шириной носителя ± 20 %. В столбцах 
таблиц, обозначенных как ( )iE a , ( )jE b  приведены координаты центров тяжести соответ-
ствующих эквивалентных нечетких множеств, на рис. 3 и 4 представлены их  функции 
принадлежности. 

Таблица 3 
Матрица игрока А 

A b1 b2 b3 b4 ( )iE a  
a1 2 3 4 5 3,46 
a2 5 4 2 1 2,95 
a3 7 2 8 1 4,41 

 
Рис. 3. Функции принадлежности эквивалентных нечетких множеств:  

1 – 1( ),E a    1 ,E a  2 –  2 ,E a  2( ),E a   3 – 3( )E a   
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Таблица 4 
Матрица игрока В 

B a1 a2 a3 ( )jE b  
b1 1 3 4 2,74 
b2 4 10 6 6,44 
b3 5 4 6 4,95 
b4 9 3 2 4,28 

 
Рис. 4. Функции принадлежности эквивалентных нечетких множеств:  

1 – 1( );E b  2 – 2( );E b 3 – ( 3);E b 4 – 4( )E b  

В табл. 5 представлена матрица нечетких оценок достижения возможных компромиссных 
результатов, в которой цифры – это координаты центров тяжести функций принадлежности. 

Таблица 5 
Матрица нечетких оценок возможных достижения  

компромиссного результата 

( ) ( )i jE a E b   b1 b2 b3 b4 
a1 3,17 4,26 4,23 3,49 
a2 2,75 4,21 4,18 3,06 
a3 3,17 5,4 4,99 4,53 

 
На рис. 5 представлены функции принадлежности для стратегий (a3, b2) (a3, b3). 

 
Рис. 5. Функции принадлежности нечетких компромиссных результатов 
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Таблица 6 

Оценки возможных компромиссных результатов 

γ ((a,b) b1 b2 b3 b4 
a1 2,41 2,29 2,33 2,77 
a2 2,6 1,9 1,9 2,57 
a3 2,41 3,67 3,8 3,09 

 
F (a3, b2) = 2,56, F (a3, b3) = 1,78, β (a3, b2) = 0,7, β (a3, b3) = 0,36. 

 
Этот результат позволяет выбирать в качестве наилучшего компромиссного результа-

та выбор игроками стратегий (a3,b3).  
 

Заключение 

Предложенный метод решения нечетких биматричных игр позволяет находит страте-
гии, обеспечивающие игрокам компромиссный результат, наилучшим образом удовлетво-
ряющий их интересы как с точки зрения его значения, так и степени возможности его по-
лучения. Метод не накладывает ограничений на вид функций принадлежности нечетких 
элементов платежных матриц, что позволяет моделировать различные уровни неопреде-
ленности субъективных представлений участников игры.  
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