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ДЕРЕВО КОНТРОЛЯ ЭЛЕМЕНТА ФРЕДКИНА 

В последнее время активизировались исследования в области так называемых обрати-

мых вычислений, особенно в связи с разработкой квантовых компьютеров и развитием энерго-

сберегающих подходов в электронике. Здесь имеются два основных направления. В рамках 

«биллиардного» компьютинга на вычисления выделяется определенное количество квантов 

энергии («биллиардных» шаров), которые перемещаются по определённым правилам со входа 

схемы ее на выход, не «размножаясь» и не «исчезая». Правила определяются специальными 

элементами, например элементами Фредкина. «Шары», «выкаченные» на выход, могут быть 

возвращены обратно по тем же правилам, в этом и заключается обратимость вычислений. 

Имеется достаточно много публикаций, посвященных этим подходам, однако вопросы диагно-

стики таких схем в полной мере не рассмотрены. Цели исследования: разработка контроль-

ных тестов бинарного элемента Фредкина и построение соответствующего дерева контроля. 

Методы: анализ таблиц функций отказов заданного элемента, построение оптимального, по 

числу подаваемых на элемент наборов, теста, нахождение булевых производных логических 

функций, описывающих элемент. Результаты: построены таблица функций отказов элемента 

Фредкина, оптимальный тестовый набор из четырёх входных наборов, дерево контроля. Полу-

ченные тестовые наборы и дерево контроля могут быть использованы при диагностировании 

бинарных обратимых схем. Практическая значимость: выполненные вычисления, в том чис-

ле полученные булевы производные, могут быть использованы в диагностическом обеспече-

нии квантовых компьютеров, а также в качестве примеров на практических занятиях по дисци-

плинам «Схемотехника», «Исследование операций». 

Ключевые слова: биллиардный компьютер, элемент Фредкина, дерево контроля. 
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CHECKING TREE OF A FREDKIN GATE 

Recently, research has intensified in the field of so-called reversible computing, especially in 

connection with the development of quantum computers and the development of energy-saving ap-

proaches in electronics. There are two main directions here. Within the framework of "billiard" computing, 

a certain number of energy quanta ("billiard" balls) are allocated for calculations, which move according 

to certain rules from the input of the circuit to the output, without "multiplying" or "disappearing". The 

rules are determined by special elements, for example, Fredkin's elements. “Balls” “pumped out” to the 

exit can be returned back according to the same rules, and this is the reversibility of calculations. There 

are a lot of publications devoted to these approaches, however, the issues of diagnostics of such 

schemes have not been fully considered. Purpose of the study: development of checking tests for the 

Fredkin binary element and construction of the corresponding checking tree. Methods: analysis of ta-

bles of failure functions of a given element, construction of an optimal test, according to the number of 

sets fed to an element, finding Boolean derivatives of logical functions that describe an element. Re-

sults: A table of functions of Fredkin's element failures was built, an optimal test set of four binary vec-

tors, a control tree was built. The obtained test sets and the checking tree can be used to diagnose 

binary reversible circuits. Practical significance: The performed calculations, including the obtained 

Boolean derivatives, can be used in diagnostic support of quantum computers, as well as examples in 

practical classes in the disciplines "Circuitry", "Operations Research". 

Keywords: Billiard-Ball Computing, Fredkin Gate, Checking Tree. 

Введение 

«Квант-ютинг» (Quant-uting, термин автора), т.е. квантовые вы-

числения активно развиваются [1–2]. Особенные надежды исследова-

телей возлагаются на криптографические применения [3], однако  

и эффективное решение многих «переборных» задач не остаётся в сто-

роне и ждёт своего воплощения в Q-битах и Q-байтах, что может смяг-

чить так называемое «проклятие размерности». Идет негласное сорев-

нование «у кого больше кубитов», речь даже идет и о квантовом пре-

восходстве и не много-не мало чуть ли не о квантовой холодной войне 

[4]! В этой области новое дыхание получили так называемые клеточ-

ные автоматы (QCA-Quantum-dot cellular automata) [5]. По всей види-

мости, на наших глазах начинается новая технологическая революция, 

соединяющая наноэлектронику и квантовую механику. Но пока этого 

не произошло, весьма актуальны исследования в области так называе-

мых обратимых вычислений [6], основанных на соответствующих эле-

ментах, которые и предполагается использовать в квантовых компью-

терах, но в бинарном исполнении. Обратимость означает возможность 
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по результатам вычислений однозначно

жение и исходные данные, что обеспечивает

пригодности и надёжности. С другой стороны

новый уровень энергоэффективности, 

ний энергия может быть возвращена

адиабатическая логика) [7, 8]. Предложенные

элементы [9–13] являются, по существу

квантовыми автоматами. Наиболее интересным

представляется так называемый элемент

в начале 80-х гг. ХХ в. Элемент Фредкина

ответствие трех его входов A,B,C (управляющий

дов F1, F2, F3, сохраняющее четность:

A, B, C могут быть входами соответствующих

как и  выходы F1, F2, F3), но мы ограничимся

тацией. В соответствии с рис. 1, а элемент

дующую систему логических функций

1

2

3

;F C

F CA CB

F CA CB

=


= ∨
 = ∨

                                                           a                            

Рис. 1. Бинарный элемент Фредкина

соответствие «вход–выход»; б

В соответствии с моделью так называемого

пьютера [12] на входы поступают «биллиардные

рующие кубиты или просто биты. 

к «перекатыванию» этих «квантов» энергии

однозначно восстановить исходное поло-

обеспечивает новый уровень контроле-

другой стороны, это позволяет получить 

энергоэффективности, когда выделенная для вычисле-

возвращена ее источнику (так называемая 

Предложенные логические обратимые 

существу, элементарными обратимыми 

Наиболее интересным и функциональным 

элемент Фредкина [12], предложенный 

Фредкина [12], имеет биективное со-

управляющий вход С) и трех выхо-

четность: 

входами соответствующих кубитов (так же, 

ограничимся их бинарной интерпре-

элемент Фредкина реализует сле-

функций [11, 12]: 

;

.

F CA CB

F CA CB

= ∨

= ∨

                                                (1) 

    

                                            б 

Фредкина: а – взаимно-однозначное  

б – условное обозначение 

так называемого «биллиардного» ком-

поступают «биллиардные» шары, символизи-

биты. Процесс вычислений сводится  

» энергии со входов на выходы. 



Дерево контроля элемента Фредкина 
 

93 

Причем, если есть «шар» на входе С, то шары со входов В и А ка-

тятся «крест-накрест». Если шара на входе С нет, то они катятся «пря-

мо» (рис. 2). 

     

                                            a                             б 

     

                                            в                             г 
Рис. 2. Функционирование элемента Фредкина: а – исходное  положение 1;  

б – смена мест 1 (swap); в – исходное положение 2; г – параллельное движение 

Предложены транзисторные реализации элемента Фредкина,  

в том числе в ПЛИС [14, 15], кроме того, разработаны соответствую-

щие обратимые элементы памяти [16]. Активно разрабатываются ме-

тоды синтеза таких схем [17]. Однако в элементе могут возникнуть не-

исправности [18–19]. Тогда система функций (1) изменится. Как тако-

вое тестирование элемента Фредкина в доступных автору работах най-

дено не было. В работах [14, 20] рассматриваются вопросы надёжности 

таких схем с точки зрения контролепригодности, однако тестирование 

самого элемента Фредкина не приведено.  

В работе [21] рассматриваются сбоеустойчивые обратимые схе-

мы, но сам процесс тестирования отдельного элемента не приведен.  

В то же время для тестирования обратимых схем необходимо иметь 

представление о тестировании каждого отдельного элемента и выявить 

соответствующие закономерности. Для этого целесообразно получить 

так называемый контрольный тест элемента Фредкина [19, 22], даю-

щий ответ на вопрос, работоспособно ли это устройство или нет.  

Получение булевых производных логических  

функций элемента Фредкина 

Построим оптимальный тест и дерево контроля такого элемента. 

Применяются диагностический анализ [19, 22] работы бинарного эле-

мента Фредкина в условиях заданной модели однократных констант-
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ных отказов и математический аппарат булевых производных. Для это-

го необходимо для выбранной модели отказов (неисправностей) полу-

чить дефектные функции и построить таблицу функций отказов. Далее 

требуется получить оптимальное покрытие этой таблицы (оптимальное, 

т.е. кратчайшее покрытие всех неисправностей тестовыми наборами)  

и построить дерево контроля, один из листов которого содержит со-

стояние без наличия неисправностей. Последовательная подача таких 

наборов позволяет выявить техническое состояние элемента. 

Получим функции, реализуемые при однократных константных 

отказах входов [19, 22]: 

1 0 1

0 1 0

1 1

0 1 0

1 1

0 1 0

1 1 1

1 1 1

0

2 2 2

2 2 2

0

3 3 3 3

3 3 3

1; 0; ,

; ; ,

; ; ,

; ; ,

; ; ,

; ; .

C C B

B A A

C C B

B A A

C C B

B A A

F F F C

F C F C F C

F A F B F C A

F CA F C B F CB

F F B F A F C A

F CA F C B F CB

 = = =

 = = =


= = = ∨


= = ∨ =


= = = = ∨
 = = ∨ =

                            (2) 

Получим булевы производные первого порядка [22].  

1 1 1

2 2

2

3 3

1; 0; 0,

; ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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; ( ) ( ) ( )( ) ( )(
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3

) ,

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .

C

dF
C B CB C B CB C B CB C

dA













 =

 = ∨ ⊕ = ∨ ∨ ∨ =


     (3) 

Полученные производные позволяют определить тестовые наборы. 

Используя (2)–(3), получим таблицу функций отказов элемента 

Фредкина (табл. 1), используя [22].  
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Таблица  1  

Таблица функций отказов элемента Фредкина 

№ Входы 

Выходы 

при 

отсутствии 

отказов 

(состояние 

S0) 

Отказы входа С Отказы входа В 

 C B A F1 F2 F3 F1(C
1
) F1(C

0
) F2(C

1
) F2(C

0
) F3(C

1
) F3(C

0
) F1(B

1
) F1(B

0
) F2(B

1
) F2(B

0
) F3(B

1
) F3(B

0
) 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 

2 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 

3 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 

4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 

5 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 

6 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 

7 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 

Продолжение  табл .  1  

№ Входы 

Выходы при 

отсутствии 

отказов (со-

стояние S0) 

Отказы входа А Покрытие 

 C B A F1 F2 F3 F1(A1) F1(A0) F2(A1) F2(A0) F3(A1) F3(A0)  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0  

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 * 

2 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 * 

3 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0  

4 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0  

5 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 * 

6 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 * 

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1  

Визуальный анализ таблицы позволяет получить, например, тест 

контрольный: 

1 2 5 6.ТК = ⋅ ⋅ ⋅                                                 (5) 

Запишем выражение теста контрольного 

(0 1 2 3)(4 5 6 7)(1 2)(5 6)(0 1)(2 3)

(4 5)(6 7)(4 6)(5 7)(0 2)(1 3).

ТК = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ×
× ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

         (6) 

Упрощаем: 

(1 2)(5 6)(0 1)(2 3)(4 5)(6 7)(4 6)(5 7)(0 2)(1 3).ТК = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨   (7) 

Так и есть, получаем минимум четыре тестовых набора: 

(1 0 2 3)(5 4 6 7)(2 0 3)(6 4 7) 1 2 5 6 ...ТК = ∨ ⋅ ⋅ ∨ ⋅ ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ∨         (8) 
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Построим дерево контроля (рис. 3). 

 

Рис. 3. Дерево контроля элемента Фредкина 

Таким образом, за четыре такта можно выяснить техническое 

состояние элемента. 

Получение оптимального теста с учетом  

модифицированной таблицы функций  

отказов элемента Фредкина 

Но отказы типа «появление» шара (например, F1(C
1
)) представ-

ляются совершенно невероятными в «биллиардном» компьютинге. 

Другое дело, если шар как бы «застревает», например F1(A
0
). Получим 

более реалистичную таблицу функций отказов элемента Фредкина 

(табл. 2), используя [22–25]. 

Таблица  2  

Модифицированная таблица функций отказов элемента Фредкина 

№ Входы 

Выходы при 

отсутствии 

отказов (со-

стояние S0) 

Отказы входа С Отказы входа В 

 C B A F1 F2 F3 F1(C0) F2(C0) F3(C0) F1(B0) F2(B0) F3(B0) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 

2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 

3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 

4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 

5 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 

6 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 

7 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 
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Продолжение табл. 2 

№ Входы 

Выходы при отсутст-

вии отказов (состояние 

S0) 

Отказы входа А 

 C B A F1 F2 F3 F1(A0) F2(A0) F3(A0) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 

2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 

3 0 1 1 0 1 1 0 1 0 

4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

5 1 0 1 1 1 0 1 0 0 

6 1 1 0 1 0 1 1 0 1 

7 1 1 1 1 1 1 1 0 1 

Запишем выражение теста контрольного для реалистичной модели 

(4 5 6 7)(5 6)(2 3)(6 7)(5 7)(1 3).ТК = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨                (9) 

Упростим выражение (9): 

(5 6)(2 3)(6 7)(5 7)(1 3) (5 6 7)(1 2 3)(6 7)

3 5 7 3 5 6 ... .

ТК = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ⋅ ⋅ ∨ ∨ =
= ⋅ ⋅ ∨ ⋅ ⋅ ∨

   

(10) 

Получаем минимум 3 шага тестирования. Построим модифици-

рованное дерево контроля (рис. 4).  

 

Рис. 4. Модифицированное дерево контроля элемента Фредкина 

Таким образом, за три такта можно выяснить техническое со-

стояние элемента при указанной дискуссионной модели отказов (не-

исправностей). 

Заключение 

В статье получены булевы производные первого порядка для ло-

гических функций, реализуемых элементом Фредкина. Построены оп-

тимальный тест, содержащий четыре тестовых набора, и дерево  

контроля. С учетом особенностей «биллиардного» вычисления полу-

чен оптимальный модифицированный контрольный тест, содержащий 
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три тестовых набора. Результаты могут быть использованы при тести-

ровании схем, построенных на элементах Фредкина, и на практических 

занятиях по изучению обратимой логики. Темой дальнейших исследо-

ваний может быть диагностирование схем из элементов Фредкина,  

в том числе имеющих память. 
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