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ДИСКРЕТНОЕ ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ 

БИООЧИСТКИ ВОДЫ В АЭРОТЕНКЕ 

Увеличение антропогенной нагрузки на природные источники воды обусловливает необ-

ходимость повышения эффективности очистки сточных вод. Проведение необходимого количе-

ства натурных экспериментов чрезмерно трудозатратно и может негативно отразиться на окру-

жающей среде, поэтому важным этапом исследования биологической очистки сточных вод явля-

ется математическое моделирование этого процесса. На очистных сооружениях можно обеспе-

чить постоянные значения скоростей подачи активного ила и сточных вод в течение суток. Такая 

возможность адекватна для очистных сооружений, которые имеют отстойники-усреднители. 

Цель исследования: разработка метода нахождения дискретного оптимального управления  

и модификация компартментальной математической модели процесса биологической очистки 

сточных вод. Результаты: модифицированы дифференциальные уравнения динамики общей 

концентрации микроорганизмов активного ила и концентрации кислорода. Добавлено уравнение 

для нахождения объемной скорости подачи кислорода. Предложен метод нахождения дискретно-

го оптимального управления, который состоит в выборе количества включенных воздуходувок 

 и количества включенных иловых насосов с целью минимизации затрат на осуществление про-

цесса биологической очистки при поддержания допустимых значений выходных концентраций 

загрязнителей. Комплекс программ для численного моделирования разработан на языке про-

граммирования Python. Результаты компьютерного моделирования и значения выходных мо-

дельных концентраций показывают адекватность разработанной модели процессу биоочистки 

сточных вод. В работе также приведен пример расчета оптимального управления по эксперимен-

тальным данным, полученным на канализационных очистных сооружениях г. Петрозаводска. 

Практическая значимость: предложенные модификация математической модели и метод нахо-

ждения управления позволяют решать задачи прогнозирования и оптимального управления про-

цессом биологической очистки сточных вод. 

Ключевые слова: биологическая очистка сточных вод, оптимальное управление, чис-

ленное моделирование, аэрация, окисление, нитрификация.  
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DISCRETE OPTIMAL CONTROL OF BIOLOGICAL 

WASTEWATER TREATMENT PROCESS IN ACTIVATED  

SLUDGE TANK 

The increase in anthropogenic load on natural water sources necessitates increasing the effi-

ciency of wastewater treatment. The required number of natural experiments performance is excessive-

ly labor-intensive and can negatively affect the environment. Mathematical modeling is one main ele-

ment in the biological wastewater treatment process study. A treatment plants technologist can provide 

constant values of the feed rates of activated sludge and wastewater during the day. This possibility is 

adequate for treatment plants that have the system of balancing tanks. Purpose: The development of a 

method for finding discrete optimal control and modification of the biological wastewater treatment pro-

cess compartmental mathematical model. Results: I develop the modification of compartmental math-

ematical model with a variable structure for wastewater biological treatment process. Modifications ap-

peared in the differential equations of the activated sludge microorganisms total concentration dynamics 

and oxygen concentration dynamics. The oxygen supply volumetric rate equation is in the model now. 

The discrete optimal control task is minimizing the biological wastewater treatment process costs while 

maintaining the output model concentrations of pollutants within acceptable limits. I propose the method 

for finding optimal control and develop the software package for numerical modeling in Python. The 

method consists in choosing the number of blowers turned on and the number of activated sludge 

pumps turned on. The computer modeling results and the model concentrations output values show the 

adequacy of the developed model to the process of biological wastewater treatment. There is the ex-

ample of calculating of optimal control by experimental data obtained at the wastewater treatment plant 

in Petrozavodsk in the article. Practical relevance: The proposed mathematical model modification and 

the method for finding control allow to solve the forecasting and optimal control task for the biological 

wastewater treatment process. 

Keywords: biological wastewater treatment, optimal control, numerical modeling, aeration, oxi-

dation, nitrification. 

Введение. В конце 1980-х группой исследователей была разрабо-

тана математическая модель процесса биологической очистки сточных 

вод ASM1 [1]. Эта модель определила направление большого количе-

ства исследований, которые особенно актуальны в последние годы  

[2–18]. Удаление органических и азотсодержащих соединений опреде-

лило главный вектор развития методов математического моделирова-

ния процессов биоочистки сточных вод. 

Для моделирования динамики концентраций в воде можно ис-

пользовать различные методы. В работе [2] применены нейронные се-

ти для прогнозирования значений концентраций аммония, органики, 

растворенного кислорода и уровня pH в речной воде. Основным инст-

рументом для моделирования динамических систем являются системы 

дифференциальных уравнений. 
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Описание различных методов удаления аммония приведено в об-

зорной статье [3]. Результаты применения мембранных фильтров  

в процессе биоочистки приведены в [4, 5]. В работе [6] сравнивается 

эффективность процесса биоочистки в зависимости от типа поверхно-

стей в аэротенке, на которых закрепляется активный ил. В [6] приме-

нили модель процесса биоочистки для предприятия, в сточных водах 

которого обнаружена большая концентрация аммония.  

При моделировании процесса биоочистки необходимо учитывать 

технологические характеристики очистных сооружений, допустимые 

режимы подачи кислорода, сточных вод и пр. Предложенные матема-

тические модели, как правило, могут быть применены для описания 

процесса биоочистки в аэротенках-смесителях или аэротенках-

вытеснителях. В работах [19–20] предложена динамическая система 

для моделирования процесса биоочистки в аэротенке, в котором выде-

ляют зоны нитрификации и денитрификации. Для описания процесса 

биоочистки в коридорного типа аэротенках с распределенной подачей 

сточных вод авторы предложили три математические модели [21–23]. 

Поскольку в [21] значения модельных концентраций находятся в каж-

дый момент времени в каждом компартменте, а скорость подачи сточ-

ных вод является кусочно-постоянной, то задача нахождения опти-

мального управления вызывает непреодолимые вычислительные труд-

ности. Выделение концентраций гетеротрофных и автотрофных мик-

роорганизмов в общей биомассе, предложенное в работе [23], затруд-

нено в допустимое время. Модификация и дальнейшее развитие мате-

матической модели из работы [22] предложены в этой статье. 

Поддержание концентраций загрязнителей в очищенных сточных 

водах в допустимых границах имеет первостепенную важность в про-

цессе очистки сточных вод, для этого в модели вводится управление и 

находится его оптимальное значение [7, 8, 10, 20, 24, 25]. В работе [9] 

сравниваются стоимости реализации нескольких сценариев удаления 

соединений фосфора из воды. В статье поставлена задача оптимального 

управления в смысле минимизации расходов при поддержании выход-

ных концентраций органического загрязнителя и аммония в допустимых 

границах, предложен метод нахождения оптимального управления. 

1. Материалы и методы. Отбор проб проводился на аэротенке 

(рис. 1) канализационных очистных сооружений (КОС) г. Петрозавод-

ска. Аэротенк местами отбора проб условно разделяется на компар-
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тменты ,iC 1,...,5.i =  Для очистки сточных вод от растворенных в ней 

субстратов (загрязнителей) используется активный ил, который пода-

ется в начало первого коридора аэротенка и движется вдоль его оси. В 

регенераторе аэротенка микроорганизмы активного ила окисляют аб-

сорбированный ими субстрат. В определенных точках аэротенка в ило-

вую смесь входят сточные воды, в которых выделяются два типа суб-

страта: аммоний и легко биоразложимый органический субстрат. На-

хождение концентрации каждого органического вещества невозможно 

в допустимые временные сроки, поэтому в качестве значения концен-

трации органики используется значение БПКПОЛН (полное биохимиче-

ское потребление кислорода). Для обеспечения процессов окисления 

на дне аэротенка установлены подающие воздух плети диспергаторов. 

 

Рис. 1. Аэротенк коридорного типа:  – место вхождения  

иловой смеси,  – место вхождения сточных вод,  

 – направление движения иловой смеси,  – граница  

компартмента, Ci (i=1, 3, 5) – компартменты 

У технолога КОС г. Петрозаводска были получены значения пре-

дельно допустимых концентраций (ПДК) загрязнителей, разрешенных 

к сбросу в Онежское озеро в очищенных сточных водах, для органиче-

ских веществ и аммония соответственно: 

− S1 = 6,98 г БПКПОЛН / м
3
, 

− S2 = 1,35 г 4NH
+

/ м
3
. 

Нормативы платы за сброс загрязняющих веществ в поверхност-

ные и подземные водные объекты, в том числе через централизован-

ные системы водоотведения приведены, в Постановлении правитель-

ства РФ [26]. 
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Дифференциальные уравнения является стандартным средством 

для математического моделирования биохимических процессов. В ра-

боте для описания процессов биоочистки использована система нели-

нейных дифференциальных уравнений с переменной структурой. 

2. Математическая модель. Для описания динамики модельных 

концентраций в аэротенке была разработана модификация (1–8) ком-

партментальной математической модели [23]. В уравнениях (3, 6) рас-

ход активного ила заменен на его входную концентрацию активного 

ила. В уравнениях (4, 7) для упрощения записи не включена пороговая 

функция. Добавлено уравнение для нахождения значения управляюще-

го параметра –  удельной скорости подачи кислорода. При нахождении 

значения БПКПОЛН учитывается расход кислорода на окисление и того 

субстрата, который не будет окислен в аэротенке, что обусловливает 

возможность уменьшения концентрации SS  только до порогового зна-

чения *

SS . К моменту входа иловой смеси в компартмент 4С  концен-

трация растворенной органики достигает значения *

SS , в результате 

для описания модельных концентраций в компартментах 31 СС −  пред-

назначены уравнения (1–4), а для компартментов 
54 , СС  – уравнения 

(2, 5, 6, 7): 

, 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ,in S
S S S S S O O H S

S

S Q S S f S K f S K f S X
Y

µ= − −ɺ               (1) 

NH
NH NH NH NH NH , 2 NH

NH

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,in

O O A SS Q S S f S K f S K f S S X
Y

µ= − −ɺ      (2) 

(
)

, 1

NH NH NH , 2 NH

( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ,

in

S S S O O H S

O O A S

X Q X X f S K f S K f S

f S K f S K f S S b X

= − + µ +

+ µ −

ɺ

             (3) 

, 1

NH
NH NH NH , 2 NH

NH

1
( ) ( , ) ( , ) ( )

4,57
( , ) ( , ) ( , ) ,

in S
O O O S S S O O H S

S

O O A S O

Y
S Q S S u f S K f S K f S

Y

Y
f S K f S K f S S X

Y

  −= − + − ν + µ + 


−+ µ + β  
 

ɺ

  (4) 

1( ) ( ) ,in

S S S SS Q S S f S X= − −ɺ                                  (5) 

( ), 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
in

NH NH NH O O A S NHX Q X X f S K f S K f S S b X= − + β +µ −ɺ   (6) 
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NH
NH NH NH , 2 NH

NH

( )

4,57
( , ) ( , ) ( , ) ,

in

O O O

O O A S O

S Q S S u

Y
f S K f S K f S S X

Y

= − + −
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ρ
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k O O
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u

V K K

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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                               (8) 
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1
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1

S
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S

f S

e

 +δ
 α −
 
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+

 

*

NH
2 NH *

NH

/ ( )
( , ) ,

/ ( )

S S
S

S S

S S S
f S S

K S S Sα

− − δ=
+ − − δ

 

где входные и выходные из компартментов концентрации соответст-

венно: ,
in

X X  – активный ил, ,in

O OS S  – кислород, 
NH NH,inS S – аммоний, 

S

in

S SS , – легко биоразложимый органический субстрат, модельные па-

раметры: Q  – суммарный расход активного ила сточных вод, *

SS  – по-

роговое значение ,SS  δ  и α  – достаточно малая и большая величины, 

Kα – параметр, характеризующий замедление процессов нитрифика-

ции, b  – скорость распада микроорганизмов, β  и Oβ – удельные ско-

рость роста активного ила и расход кислорода при окислении трудно 

биоразложимого субстрата, u  – удельная скорость подачи кислорода, 

ν – удельная скорость выхода в атмосферу кислорода через поверх-

ность воды, для описания процессов окисления субстратов с концен-

трацией 
SS  и 

NHS  в модель соответственно введены параметры: 
SK   

и 
NHK  – коэффициенты полунасыщения субстратами, ,O HK  и ,O AK  – 

коэффициенты полунасыщения кислородом соответственно гетеро-

трофных и автотрофных микроорганизмов, 
SY и 

NHY  – коэффициенты 

перехода субстратов в биомассу активного ила, 
Sµ  и 

NHµ  – максимумы 

скорости увеличения концентрации X за счет окисления соответст-

вующих субстратов, 
jV  – объем j-го компартмента, kK tan – количество 
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аэротенков, 
dispK  и 

disp,kK – соответственно общее количество плетей 

диспергаторов в аэротенке и в его k-м коридоре, vonK  – количество 

воздуходувок в аэротенке, vonν  – объемная скорость подачи воздуха 

одной воздуходувкой, 
2Oρ  – плотность воздуха, 

2Opr  – доля кислорода 

в объеме воздуха. 

В общей биомассе активного ила выделяются две группы микро-

организмов: автотрофные и гетеротрофные. Гетеротрофные микроор-

ганизмы окисляют органический субстрат и подавляют в конкуренции 

за кислород автотрофные микроорганизмы, которые, в свою очередь, 

окисляют аммоний. Это обусловливает значительное замедление окис-

ления аммония и активизацию этого процесса по мере удаления орга-

нического субстрата. Введенные в математическую модель (1–8) поро-

говые функции 1f  и 2f  обеспечивают возможность моделирования 

конкуренции микроорганизмов за кислород и переключения процессов 

окисления с органики на аммоний. Выделение концентраций гетеро-

трофных и автотрофных микроорганизмов в иловой смеси затруднено, 

поэтому в модели (1–8) учтена динамика общей концентрации микро-

организмов.  

При проведении компьютерного моделирования необходимо 

учесть, что значение in

SS  на входе в первый компартмент аэротенка мо-

жет оказаться меньше значения *

SS , в этом случае в качестве 
*

S  нужно 

использовать значение in

SS − δ . При моделировании процесса биоочист-

ки на КОС г. Петрозаводска было использовано значение *

SS = 3 г/м
3
. 

Из расширенного множества допустимых значений параметров 

[27] методом сканирования были найдены приближенные их значения. 

Найденные значения были уточнены с помощью методов теории чув-

ствительности [28–30]. Значения параметров 2δ 10−=  и 4α 10=  выбра-

ны так, чтобы обеспечить наибольшую эффективность численных рас-

четов и адекватность модели реальному процессу биоочистки. 

Время является эквивалентом расстояния, на которое перемес-

тилась иловая смесь вдоль оси по коридору аэротенка. На графиках 

динамики модельных концентраций субстратов (рис. 2 и 3) на оси 

абсцисс отмечено время, прошедшее с момента входа иловой смеси  



Дискретное оптимальное управление процессом биоочистки воды в аэротенке 

205 

в первый компартмент аэротенка. После резкого увеличения концен-

трации субстратов, которое вызвано входом сточных вод в иловую 

смесь (рис. 1–3), наблюдается уменьшение их концентрации вследст-

вие окисления субстратов. Из рис. 2 видно, что концентрация органи-

ческого субстрата уменьшилась до значения *.S  

 

Рис. 2. Динамика модельной концентрации легко  

биоразложимого органического субстрата 

 

Рис. 3. Динамика модельной концентрации аммония 

3. Задача оптимального управления. В предложенной ранее мо-

дели [21] значения модельных концентраций находятся в каждый мо-

мент времени в каждом компартменте, а скорость подачи сточных вод 
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может изменяться в течение суток. Нахождение оптимального управле-

ния для этой модели затруднено в силу вычислительной сложности.  

В модели (1–8) описывается динамика концентраций в объеме иловой 

смеси по мере перемещения вдоль оси аэротенка, скорости подачи сточ-

ных вод и активного ила являются константами в течение суток, что по-

зволяет решить задачу оптимального управления процессом биоочистки. 

Значение inX  в первом компартменте аэротенка определяется 

объемной скоростью подачи активного ила 
ilu . Наибольшее значение 

ilu  ( max

ilu , м
3
 ила/час) соответствует наибольшему расходу электроэнер-

гии иловыми насосами max

1elu  (кВт/ч). Режиму расхода активного ила 

сопоставим число 
mod

[0; 1]
e

ilu ∈ , где 1 соответствует наибольшему рас-

ходу активного ила, тогда расход активного ила и мощность иловых 

насосов соответственно находятся по формулам: 

maxmod

il

e

ilil uuu ⋅= , 
max

1

mod

1, el

e

ilel uuu ⋅= . 

Объемная скорость подачи воздуха min

aeru (м
3
/ч) одной воздуходув-

кой, которая потребляет min

2elu (кВт/ч), mod

aer

eu N∈  – количество  включен-

ных воздуходувок. Расход кислорода и суммарная мощность включен-

ных воздуходувок находятся по формулам: 

mod min

aer aer aer

eu u u= ⋅ , mod min

2 aer 2

e

el elu u u= ⋅ . 

Пусть ρ – цена 1 кВт электроэнергии. Для нахождения суточных 

расходов КОС на подачу активного ила и воздуха соответственно 

предложены функционалы: 

mod max

1 124 ,e

il elI u u= ⋅ ⋅ ⋅ρ  mod min

2 224 ,e

aer elI u u= ⋅ ⋅ ⋅ρ  

а также функционалы для нахождения выплат за сброс легко биораз-

ложимого органического субстрата и аммония соответственно: 

out
*

,hour6

3 out
*

,hour6

min ,
10

24 руб/сут,

max ,0
10

S
sv S S

S
sv S S

S
q UN UN

I
S

q UN CC

  
⋅ +  

  =    + ⋅ −  
  
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out
*NH
NH NH,hour6

4 out
*NH
NH NH,hour6

min ,
10

24 руб/сут,

max ,0
10

sv

sv

S
q UN UN

I
S

q UN CC

  
⋅ +  

  =    + ⋅ −  
  

 

где *

mUN , },{ NHSm ∈  и *

mСС  – сумма выплат за сброс загрязняющих 

веществ в природные водные объекты в установленных нормативах  

и сверх этих норм соответственно, 
out out

NH,SS S  – значение концентрации 

легко биоразложимых органических веществ и аммония  на выходе из 

аэротенка соответственно, svq – часовой расход сточных вод, 

Время, за которое иловая смесь проходит от входа во второй ко-

ридор (рис. 1) до выхода из аэротенка, обозначим T , тогда задача оп-

тимизации расходов очистных сооружений следующая: 

4

1

min,i

i

I I
=

= →∑                                         (9) 

с ограничениями: 

1( ) ,NHS T S≤                                         (10) 

2( )SS T S≤ ,                                         (11) 

при этом управляющими параметрами являются 
ilu и u , значения ко-

торых регулируются путем выбора значений mod e

ilu  и mod

aer

eu . 

В таблице приведены значения функционала I  за сутки работы 

одного аэротенка КОС г. Петрозаводска и выходные модельные кон-

центрации при различных режимах работы воздуходувок и иловых на-

сосов. Режимы, при которых иловые насосы работают меньше чем на 

половину максимальной мощности, обеспечивают ухудшение качества 

очистки воды, поэтому они не рассмотрены. Таким образом, для нахо-

ждения оптимального управления достаточно произвести расчеты  

с каждым из дискретного множества наборов допустимых значений 

управляющих параметров и минимизировать функционал (9) при вы-

полнении ограничений (10, 11). По данным таблицы нетрудно выбрать 

оптимальные значения управляющих параметров. 
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Результаты моделирования при различных значениях  

управляющих параметров 

mode

ilu  mode

aeru  out

SS  out

NHS  outX  
out

OS  I  (руб/сут)/ 

0,500 1 3,00 10,29 2878,88 0,01 10056,03 

0,625 1 3,18 9,35 2294,24 0,02 10969,42 

0,750 1 4,03 8,84 2404,88 0,02 11905,61 

0,875 1 4,79 8,35 2501,62 0,01 12842,63 

1,00 1 5,38 7,94 2578,89 0,01 13783,09 

0,500 2 3,00 0,48 3016,1 2,92 15849,78 

0,625 2 3,00 0,60 3085,93 1,89 16810,95 

0,750 2 3,00 0,73 3145,82 1,38 17772,21 

0,875 2 3,00 0,83 3197,7 1,12 18733,29 

1,00 2 3,00 0,91 3238,84 0,99 19694,05 

0,500 3 3,00 0,23 3015,06 15,37 21847,28 

0,625 3 3,00 0,24 3085,08 12,82 22807,38 

0,750 3 3,00 0,26 3145,11 10,92 23767,54 

0,875 3 3,00 0,28 3197,12 9,49 24727,73 

1,00 3 3,00 3,00 3238,35 8,49 25687,92 

0,500 4 3,00 0,23 3014,7 23,12 27847,31 

0,625 4 3,00 0,24 3084,78 22,12 28807,39 

0,750 4 3,00 0,25 3144,87 20,71 29767,51 

0,875 4 3,00 0,27 3196,92 18,47 30727,66 

1,00 4 3,00 0,28 3238,17 16,82 31687,81 

Оптимальное управление / Optimal control: 

0,500 2 3,00 0,48 3016,1 2,92 15849,78 

Выводы. Рассмотрен процесс биологической очистки сточных 

вод в аэротенках с распределенной подачей сточных вод. Предложен-

ная модификация математической модели процесса биоочистки позво-

ляет прогнозировать модельные концентрации по всей длине аэротенка 

и на выходе из него.  

В работе поставлена задача оптимального управления процес-

сом биологической очистки сточных вод и разработан метод нахож-

дения дискретного оптимального управления. Применение получен-

ных результатов позволяет оптимизировать расходы на обеспечение 

процесса биоочистки сточных вод при поддержании необходимой 

степени очистки. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 18-01-00249а. 
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