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ЗАПАСАЕМАЯ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ 

При стремлении сокращения расстояния между электрическими зарядами к нулю потен-

циальная энергия электростатического поля стремится к бесконечности, что нехорошо. Возмож-

ные попытки спасти положение рассуждениями о невозможности достижения нулевого расстоя-

ния в связи с конечными размерами заряженных объектов не продуктивны, поскольку считается, 

что, например, у электронов и позитронов размеров нет. Цель исследования: повышение кор-

ректности электростатических расчетов, исключающей возможность получения недостоверных 

результатов в виде бесконечно большой энергии. Результаты: даны определения. Определение 

1. Полная запасаемая энергия – это энергия системы или объекта, равная максимальной работе, 

которую система или объект может совершить, если ей или ему предоставить такую возмож-

ность. Определение 2. Условная реализуемая запасаемая энергия – это часть полной запасае-

мой энергии системы или объекта, равная работе, которую система или объект может совер-

шить, ограниченная условием, исключающим возможность совершения системой или объектом 

максимальной работы, которую система или объект гипотетически может совершить. Определе-

ние 3. Условная нереализуемая запасаемая энергия – это часть полной запасаемой энергии сис-

темы или объекта, равная работе, которую система или объект не может совершить, ограничен-

ная условием, исключающим возможность совершения системой или объектом максимальной 

работы, которую система или объект гипотетически может совершить. Доказан ряд теорем, в том 

числе теорема 1 – запасаемая энергия всегда положительна; теорема 6 – энергия поля системы 

из двух заряженных сфер, одна из которых полностью находится внутри другой, есть величина 

постоянная, т.е. не зависит от местоположения внутренней сферы. Практическая значимость: 

актуальность работы обусловлена значительным повышением роли электростатической энергии 

в связи с началом массового производства ионисторов, используемых, в частности, в электромо-

билях, и необходимостью в связи с этим развития теоретического обеспечения. 

Ключевые слова: полная, условная реализуемая, нереализуемая, запасаемая, электро-

статическая энергия, одноименные, разноименные заряды. 

I.P. Popov 

Kurgan State University, Kurgan, Russia 

STORAGE ELECTROSTATIC ENERGY 

When the distance between electric charges tends to zero, the potential energy of the electro-

static field tends to infinity, which is not good. Possible attempts to save the situation by reasoning 

about the impossibility of achieving a zero distance due to the finite size of charged objects are unpro-

ductive, since it is believed that, for example, electrons and positrons have no sizes. The purpose of the 

study is to exclude the possibility of developing infinitely large electrostatic energy. The relevance of the 

work is due to a significant increase in the role of electrostatic energy in connection with the start of 

mass production of electric vehicles and the need for the development of theoretical support in this re-
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gard. Definitions are given. Definition 1. The total stored energy is the energy of a system or an object 

equal to the maximum work that a system or object can do if it or he is given such an opportunity. Defi-

nition 2. The conditional realized stored energy is a part of the total stored energy of a system or object 

equal to the work that the system or object can do, limited by the condition that excludes the possibility 

of the system or object performing the maximum work that the system or object can hypothetically per-

form. Definition 3. Conditional unrealizable stored energy is a part of the total stored energy of a system 

or object equal to the work that the system or object cannot perform, limited by the condition that ex-

cludes the possibility of the system or object performing the maximum work that the system or object 

can hypothetically perform. A number of theorems are proved, including Theorem 1 - the stored energy 

is always positive; Theorem 6 - the field energy of a system of two charged spheres, one of which is 

completely inside the other, is a constant, i.e. independent of the location of the inner sphere. 

Keywords: full, conditional realized, unrealized, stored, electrostatic energy, homonymous, un-

like charges. 

Введение. Потенциальная электростатическая энергия электри-

ческих зарядов определяется как 

1 2

0

1

4

q q
U

r
= ±

πε
. 

При 0r →  энергия стремится к бесконечности, что нехорошо. 

Возможные попытки спасти положение рассуждениями о невозможно-

сти достижения 0r =  в связи с конечными размерами заряженных 

объектов, не продуктивны, поскольку считается, что, например, у элек-

тронов и позитронов размеров нет [1]. 

Цель исследования: повышение корректности электростатиче-

ских расчетов, исключающей возможность получения недостоверных 

результатов в виде бесконечно большой энергии. 

Актуальность работы обусловлена значительным повышением 

роли электростатической энергии в связи с началом массового производ-

ства ионисторов, используемых, в частности, в электромобилях, и необ-

ходимостью в связи с этим развития теоретического обеспечения [2–10]. 

Понятие о запасаемой энергии 

Определение 1. Полная запасаемая энергия Ее – это энергия сис-

темы или объекта, равная максимальной работе, которую система или 

объект может совершить, если ей или ему предоставить такую воз-
можность. 

Замечание 1. Система или объект с нулевой полной запасаемой 

энергией не может свершить никакую работу. 

Замечание 2. Система из двух разноименно заряженных сфер 

имеет нулевую полную запасаемую электростатическую энергию при 

совмещении их центров. 
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Последнее возможно, если сферы являются взаимно проникаю-

щими, например, несплошными [11, 12]. Кроме того, заряды не долж-

ны перемещаться по поверхностям сфер. 

Замечание 3. Система из двух одноименно заряженных сфер 

имеет нулевую полную запасаемую электростатическую энергию при 

бесконечно большом расстоянии между сферами. 

Потенциальная энергия пружины, энергия конденсатора [13, 14], 

энергия соленоида [15], энергия покоя 

( )2

2

k l∆
Π = , 

2

2

CU
W = , 

2

2

LI
W = , 2

0E mc=                     (1) 

и другие виды энергии удовлетворяют определению 1.  

Кинетическая энергия не включена в приведенный выше список 

не случайно. Для нее дело обстоит несколько сложнее, поскольку ско-

рость зависит от произвольного выбора системы отсчета, в результате 

чего формульное значение энергии может сколь угодно (произвольно) 

возрастать без совершения какой-либо работы.  

Полная запасаемая кинетическая энергия системы двух тел 

[16–18] определяется как 

.
221

21
21

v

mm

mm
Ee +

=−  При 
21 mm ≥   .

2

2

2
21

vm
Ee ≈−                   (2) 

Определение 2. Условная реализуемая запасаемая энергия Еr – 

это часть полной запасаемой энергии системы или объекта, равная ра-
боте, которую система или объект может совершить, ограниченная 

условием, исключающим возможность совершения системой или объ-

ектом максимальной работы, которую система или объект гипотетиче-

ски может совершить. 

Определение 3. Условная нереализуемая запасаемая энергия Еn – 

это часть полной запасаемой энергии системы или объекта, равная ра-
боте, которую система или объект не может совершить, ограниченная 

условием, исключающим возможность совершения системой или объ-

ектом максимальной работы, которую система или объект гипотетиче-

ски может совершить. 

Из определений 1–3 следует: 

Еr + Еn = Еe.                                             (3) 

Потенциальная гравитационная энергия тела, находящегося на вы-

соте h над поверхностью Земли mghΠ = , удовлетворяет определению 2. 
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Потенциальная электростатическая энергия одноименных зарядов 

1 2

0

1

4

q q
U

r

± ±=
πε

 

удовлетворяет определению 1. 

Потенциальная электростатическая энергия разноименных  

зарядов 

1 2

0

1

4

q q
U

r

±= −
πε

∓  

не удовлетворяет обоим определениям, поскольку такую работу сама 

система совершить не может. 

Теорема 1. Запасаемая энергия всегда положительна. 

Доказательство. Совершаемая системой работа равна уменьше-

нию энергии системы (не обязательно потенциальной): 

1 2A E E= − . 

1 2 1 2 2 2 0.E E E E E E A E> ⇒ − > − ⇒ = >  

Теорема доказана. 

Пусть далее 
1 2 2 1,r r r r r≥ + ≥ . 

Разноименные заряды 

Теорема 2. Условная реализуемая запасаемая электростатическая 

энергия двух взаимно не проникающих разноименно заряженных сфер 

определяется по формуле 

1 2 1 2

0 1 24
r

q q r ( r r )
E

r( r r )

± − +=
πε +
∓ , 

где r – расстояние между центрами сфер, 
1 2,r r  – радиусы сфер.     

Доказательство. Поскольку сферы взаимно не проникающие, 

наибольшая работа, которую система может совершить, – это сблизить 

сферы до соприкосновения, т.е. до расстояния между центрами равно-

го 
1 2r r+ . 

1 2 1 2

1 2

0 0 1 2

1 1

4 4
r c

q q q q
E A

r r r

± ± 
= = Π − Π = − − − = πε πε + 

∓ ∓

 

1 2 1 2 1 2

0 1 2 0 1 2

1 1 ( )

4 4 ( )

q q q q r r r

r r r r r r

± ±  − += − = πε + πε + 

∓ ∓ . 

Теорема доказана. 
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Следствие 2.1. При 
1 2r r r= + , т.е. при соприкосновении сфер ус-

ловная реализуемая запасаемая электростатическая энергия равна ну-

лю. 

Теорема 3. Полная запасаемая электростатическая энергия двух 

разноименно заряженных сфер  

1 2 1 2

0 2 0

1 1

4 4
e

q q q q
E

r r

± ±= −
πε πε

∓ ∓ .                              (4) 

Доказательство. Работа, совершаемая электростатическими си-

лами при соединении бесконечно удаленных одноименно заряженных 

частиц в однородную сферу радиуса 
1r  (и 

2r ), по абсолютной величине 

равна энергии электростатического поля сферы: 

2

1
1 1

0 1

1

8

q
A E

r
− = =

πε
,                                       (5) 

2

2
2 2

0 2

1

8

q
A E

r
− = =

πε
.                                      (6) 

Знак «–» указывает на возрастание запасаемой энергии. Другими 

словами, работу совершают сторонние силы. 

Работа, совершаемая электростатическими силами при соединении 

сфер из бесконечности до расстояния r между ними, определяется как 

1 2

0

1

4
r

q q
A

r

±=
πε

∓ . 

Энергия поля системы из двух сфер, центры которых совмещены, 

состоит из двух частей.  

Энергия поля во внешнем пространстве по отношению к сфере 

радиуса 
2r   

( )2

2 1

2

0 2

1

8

q q
E

r
−∞

−
=

πε
.                                   (7) 

Дифференциал энергии поля в пространстве между сферами  

22 2
21 1

1 2 2 2

0 0 0

1 1 1
4

2 2 4 8

D q q
dE dV r dr dr

r r
−

 = = π = ε ε π πε 
. 

где D – электрическое смещение, dV – элементарный объем.  
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Энергия в пространстве между сферами  

22 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1
1 2 1 2 2

0 0 0 1 2

1 1 1 1

8 8 8

rr r

r r r

q q q
E dE dr

r r r r
− −

 
= = = − = − πε πε πε  
∫ ∫ . 

Энергия поля системы из двух сфер, центры которых совмещены,  

( )22
2 11

0 0 1 2 2

0 1 2 0 2

1 1 1

8 8

q qq
E A E E

r r r
− −∞

− 
= − = + = − + = πε πε 

 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

0 1 2 2 2 2 0 1 2 2

1 2 1 2

8 8

q q q q q q q q q q

r r r r r r r r

   
= − + − + = + −   πε πε   

. 

Замечание 4. Пусть 
2 1r r= α , 

2 1q q= β . 

2 2 2

1 1 1 1
0

0 1 1 1

1 2

8

q q q q
E

r r r

 β β= + − πε α α 
, 

2 2 2

1 1 1 1

1 1 1

2
0

q q q q

r r r

β β+ − =
α α

, 

2 2 0β − β + α = , 

1 1β = ± − α . 

Это решение показывает, что 
0 0E ≥ , причем 

0 0E =  при 1α = β = . 

Замечание 5. При 
1 2r r=   

( )22 2
2 11 2 1 2

0

0 1 1 1 0 1

1 2 1

8 8

q qq q q q
E

r r r r

− 
= + − = πε πε 

, 

что согласуется с (5), (6) и (7). 

Замечание 6. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

( )2

1 1

0

0 1

1
0

8

q q
E

r

−
= =

πε
. 

Замечание 7. При 
1 2q q=   

2

0 1 2

0 1 2

1 1

8

q
E E

r r
−

 
= = − πε  

. 

Замечание 8. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

0 1 0 12 2A E E E∞ = − = .                                      (8) 
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Очевидно, что искомая полная запасаемая электростатическая 

энергия определяется как следующая разность [19, 20]: 

0 1 2e e rE A A A A A= = − − − =  

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 2 2 0 1 0 2 0

1 2 1 1 1

8 8 8 4

q q q q q q q q

r r r r r r

 
= − + − + + − = πε πε πε πε 

 

1 2

0 2

1 1

4

q q

r r

±  
= − πε  

∓ . 

Теорема доказана. 

Следствие 3.1. При r = ∞   

1 2

0 2

1

4
e

q q
E

r
∞ =

πε
.                                          (9) 

Следствие 3.2. При 
1 2r r r= + , т.е. при соприкосновении сфер 

полная запасаемая электростатическая энергия двух разноименно за-

ряженных сфер равна условной нереализуемой запасаемой электроста-

тической энергии: 

1 2 1 2

1 2 1 2

0 2 0 1 2

1 1

4 4
e n

q q q q
Е Е

r r r

± ±
− −= = −

πε πε +
∓ ∓ .                     (10) 

Это вытекает из (3) и следствия 2.1. 

Следствие 3.3.  

1 2 .e e rЕ Е Е−− =  

Действительно, 

1 2 1 2 1 2 1 2

0 2 0 0 2 0 1 2

1 1 1 1

4 4 4 4

q q q q q q q q

r r r r r

± ± ± ±− − + =
πε πε πε πε +

∓ ∓ ∓ ∓  

1 2 1 2

0 1 2

( )

4 ( )

q q r r r

r r r

± − +=
πε +
∓ . 

Следствие 3.4. При 
1 2 1, 2r r r r= =   

1 21 2 1 2
1 1 1 1

0 1 0 1 0 1

1
0,5

4 4 2 4
e n

q qq q q q
Е Е

r r r

±
− −= = − =

πε πε πε
∓ .               (11) 

Следствие 3.5. При 
1 2 ,r r r= = ∞   

1 2

0 1

1

4
e

q q
Е

r

±
∞ =

πε
∓ .                                       (12) 
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Следствие 3.6. При 
1 2 1 2, ,r r r q q= = ∞ =   

2

1 1 1
1

0 1 0 1

1 1
2 2

4 8
e

q q q
Е E

r r
∞ = = =

πε πε
.                         (13) 

Эта энергия равна работе, совершаемой электростатическими си-

лами при сближении двух идентичных разноименно заряженных сфер 

из бесконечности до нулевого расстояния между их центрами. 

При бесконечном расстоянии между зарядами полная запасаемая 

электростатическая энергия двух разноименно заряженных сфер мак-

симальна, в отличие от потенциальной энергии, которая бездоказа-

тельно принимается равной нулю. 

Следствие 3.7. При 0r =   

0 0eЕ = , 

в отличие от потенциальной энергии, которая принимает бесконечно 

большое значение, что не имеет никакого смысла и прямо указывает на 

несправедливость формулы.  

Следствие 3.8.  

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1

1 1 1
0,5 0,5

4 4 4
e n

q q q q q q
A Е Е

r r r

± ± ±
∞ − ∞ −= − = − =

πε πε πε
∓ ∓ ∓ .    (14) 

Следствие 3.9. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

1 1 1A E∞ − = .                                              (15) 

Одноименные заряды 

Теорема 4. Полная запасаемая электростатическая энергия двух 

одноименно заряженных разделенных сфер определяется как  

1 2

0

1

4
e

q q
Е

r

± ±=
πε

.                                            (16) 

Она совпадает с потенциальной энергией одноименных зарядов 

вне пространства шаров. 

Доказательство тривиально.  

Следствие 4.1. При 
1 2r r r= + , т.е. при соприкосновении сфер 

полная запасаемая электростатическая энергия двух одноименно заря-

женных сфер определяется как 

1 2
1 2 1 2

0 1 2

1

4
e r

q q
Е Е

r r

± ±
− −= =

πε +
. 
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Следствие 4.2. При 
1 2r r=  

1 2 1 2
1 1 1 1

0 1 1 0 1

1 1
0,5

4 4
e r

q q q q
Е Е

r r r
− −= = =

πε + πε
. 

(Совпадает с (14)) 

Следствие 4.3. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

1 1 1 1 1e rЕ Е E− −= = . 

(Совпадает с (15)) 

Теорема 5. Полная запасаемая электростатическая энергия двух 

одноименно заряженных сфер при нулевом расстоянии между их цен-

трами определяется как 

1 2

0 2

1

4
e

q q
Е

r

± ±=
πε

.                                        (17) 

(Совпадает с (7)) 

Доказательство. Применительно к рассматриваемому случаю 

аналоги выражений, полученных при доказательстве теоремы 3, при-

нимают вид: 

( )2

2 1

2

0 2

1

8

q q
E

r
−∞

+
=

πε
, 

( )22
2 11

0 0 1 2 2

0 1 2 0 2

1 1 1

8 8

q qq
E A E E

r r r
− −∞

+ 
= − = + = − + = πε πε 

 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

0 1 2 2 2 2 0 1 2 2

1 2 1 2

8 8

q q q q q q q q q q

r r r r r r r r

   
= − + + + = + +   πε πε   

. 

Замечание 9. 
0 0E > . 

Замечание 10. При 
1 2r r=   

( )22 2
1 21 2 1 2

0 0

0 1 1 1 0 1

1 2 1

8 8

q qq q q q
E A

r r r r

+ 
= − = + + = πε πε 

, 

что согласуется с (5), (6) и (7). 

Замечание 11. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

( )2 2

1 1 1
0 1

0 1 0 1

1 1
4 4

8 8

q q q
E E

r r

+
= = =

πε πε
. 
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Замечание 12. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

0 0 1 12 2A E E E∞ = − = . 

(Совпадает с (8)). 

Очевидно, что искомая полная запасаемая электростатическая 

энергия двух одноименно заряженных сфер при нулевом расстоянии 

между их центрами определяется как следующая разность: 

0 1 2eЕ E E E= − − =  

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 2 2 0 1 0 2 0 2

1 2 1 1 1

8 8 4 4

q q q q q q q q

r r r r r r

 
= + + − − = πε πε πε πε 

. 

Теорема доказана. 

Следствие 5.1. При 
1 2 1 2,r r q q= =   

2

1 1 1
1

0 1 0 1

1 1
2 2

4 8
e

q q q
Е E

r r
= = =

πε πε
. 

(Совпадает с (13)) 

Эта энергия равна работе, совершаемой электростатическими си-

лами при удалении двух идентичных одноименно заряженных сфер от 
нулевого расстояния между их центрами до бесконечности. 

При нулевом расстоянии между центрами зарядов полная запа-

саемая электростатическая энергия двух одноименно заряженных сфер 

максимальна, но конечна, в отличие от потенциальной энергии, кото-

рая принимает бесконечно большое значение. 

Следствие 5.2. Условная нереализуемая запасаемая энергия двух 

разноименно заряженных сфер  

1 2 1 2
1 2 1 2

0 2 0 1 2

1 1

4 4
n e r

q q q q
Е Е Е

r r r
− −= − = −

πε πε +
. 

(Совпадает с (10)). Это вытекает из (3) 

Следствие 5.3. При 
1 2 1, 2r r r r= =   

1 2 1 2 1 2
1 1

0 1 0 1 1 0 1

1 1 1
0,5

4 4 4
n

q q q q q q
Е

r r r r
− = − =

πε πε + πε
. 

(Совпадает с (11)). 

Любая комбинация зарядов 

Теорема 6. Энергия поля системы из двух заряженных сфер, одна 
из которых полностью находится внутри другой, есть величина посто-

янная, т.е. не зависит от местоположения внутренней сферы. 
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Доказательство. Внутри внешней сферы напряженность поля, 

созданного ее зарядами, равна нулю. Следовательно, сила взаимодей-

ствия между сферами равна нулю. Поэтому работа по любому переме-

щению внутренней сферы во внутреннем пространстве внешней сферы 

равна нулю. Соответственно равно нулю изменение энергии поля сис-

темы из двух сфер. 

Теорема доказана. 

Следствие 6.1. Энергия поля системы из двух заряженных сфер 

при расстоянии между их центрами, равном 
2 1r r− , такая же, как при 

совмещении центров. 

Выводы. Энергетика разноименных зарядов имеет различия  

и сходства с энергетикой одноименных зарядов. 

Минимальная энергия поля одноименных идентичных зарядов 

равна максимальной энергия поля разноименных зарядов,  

min max 12E E E∞ ±± ∞ ±= =
∓

. 

Максимальная энергия поля одноименных идентичных зарядов 

вдвое превышает максимальную энергию поля разноименных зарядов,  

max 0 max 12 4E E E±± ∞ ±= =
∓

. 

В то же время работа электростатического поля по сближению 

разноименных идентичных зарядов из бесконечности до совмещения 

их центров равна работе поля по противоположному разнесению одно-

именных зарядов, 

0 0 12A A E∞ ± ∞ ±±= =
∓

. 

Для одноименных зарядов вне их внутреннего пространства пол-

ная запасаемая электростатическая энергия совпадает с потенциальной 

энергией. 

Однако полная запасаемая электростатическая энергия при со-

вмещении центров одноименно заряженных сфер вдвое превышает по-

тенциальную энергию соприкасающихся сфер: 

.2
2

1

1

11

0 ==
− E

E

E

E

e

e  

Строго говоря, под потенциальной энергией понимают величину 

1 2

0

1

4

q q
C

r

±Π = −
πε

∓ , 
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где С – аддитивная постоянная, которая принята равной нулю, что оп-

равданно для одноименных зарядов и совершенно бездоказательно 

обобщено на разноименные заряды, что не дает представления о запа-

сенной энергии в системе разноименных зарядов. 

Если теперь уже не бездоказательно для разноименных зарядов 

принять 

1 2

0 24

q q
C

r
=

πε
,        т                                   (18) 

то потенциальная энергия разноименных зарядов превратится в пол-

ную запасаемую электростатическую энергиию (4), что поднимет ее 

смысловой статус до уровня выражений (1), (2), (16) и (17). 

Аддитивная постоянная (18) представляет собой полную запа-

саемую электростатическую энергию двух одноименно заряженных 

сфер при нулевом расстоянии между их центрами (17). 

Полученная формула для полной запасаемой электростатической 

энергии разноименных зарядов может использоваться в качестве фор-

мулы для их потенциальной энергии. 

Главным недостатком существующей формулы потенциальной 

энергии является бесконечно большое возрастание энергии при 0r → . 

Этого недостатка лишены полученные формулы для запасаемой элек-

тростатической энергии. 
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