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ИДЕНТИФИКАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  

СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ГАЗОТУРБИННОГО ДВИГАТЕЛЯ 

При создании современных авиационных газотурбинных двигателей отмечается значи-

тельное усложнение систем автоматического управления и контроля, а их задачи управления 

являются нетривиальными по множеству причин. Для решения этих задач необходима адекват-

ная математическая модель системы автоматического управления в реальном масштабе време-

ни. Наличие такой модели создает предпосылки для решения задач управления, а также дает 

возможность обеспечения информационной избыточности, которая позволяет повысить отказо-

устойчивость системы автоматического управления, т.е. ее способность выполнять свои функции 

после появления неисправностей. В статье представлены результаты анализа математической 

модели современной системы автоматического управления газотурбинного двигателя на одном 

из стационарных и одном из переходных режимов функционирования. Анализ включает рекур-

рентную идентификацию коэффициентов математической модели, оценивание точности иден-

тификации и определение статистических характеристик измерительных и системных шумов. 

Идентификация проводилась на основе измерительной информации, полученной в результате 

летных испытаний авиационного газотурбинного двигателя. Применялись методы регрессионно-

го и дисперсионного анализа. Для определения оптимальных оценок коэффициентов математи-

ческой модели использовался метод наименьших квадратов в движущемся окне. Этот метод 

позволяет получить несмещенные оценки коэффициентов с минимальной дисперсией. Проводи-

лась оптимизация ширины движущегося окна с целью обеспечения минимума времени запазды-

вания оценок сигнала выхода модели и требуемой точности идентификации на всех режимах 

функционирования двигателя. Точность идентификации оценивалась по коэффициенту детер-

минации. Результаты анализа математической модели системы автоматического управления для 

одного из стационарных из переходных режимов представлены в виде таблиц и графиков. Пока-

зано, что предложенный алгоритм идентификации обеспечивает выполнение требований по точ-

ности определения оценок сигналов выхода системы автоматического управления газотурбинно-

го двигателя и времени их запаздывания. 

Ключевые слова: математическая модель, идентификация, метод наименьших квадра-

тов, оценивание, дисперсионный анализ, рекуррентная идентификация. 
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IDENTIFICATION OF THE MATHEMATICAL  

MODEL OF THE AUTOMATIC CONTROL SYSTEM  

OF A GAS TURBINE ENGINE 

When creating modern aviation gas turbine engines, there is a significant complication of auto-

matic control systems and control, and their control tasks are nontrivial for many reasons. To solve the-

se problems, an adequate mathematical model of the automatic control system in real time is neces-

sary. The presence of such a model creates prerequisites for solving control problems, and also makes 

it possible to ensure information redundancy, which allows increasing the fault tolerance of the automat-

ic control system, that is, its ability to perform its functions after the appearance of faults. The article 

presents the results of the analysis of the mathematical model of the modern automatic control system 

of a gas turbine engine at the steady-state and one of the transient modes of operation. The analysis 

includes the recurrent identification of the mathematical model coefficients, the estimation of the identifi-

cation accuracy and the determination of the measuring and system noise statistical characteristics. The 

identification was carried out on the basis of measurement information obtained as a result of flight tests 

of an aircraft gas turbine engine. The methods of regression and analysis of variance have been used. 

To determine the optimal estimates of the mathematical model coefficients, the least squares method in 

a moving window was used. This method allows one to obtain unbiased estimates of coefficients with 

minimal variance. The width of the moving window was optimized in order to ensure a minimum of the 

lag time for the estimates of the model output signal and the required identification accuracy in all 

modes of engine operation. The accuracy of identification was estimated by the coefficient of determina-

tion. The results of the automatic control system mathematical model analysis for one of the steady-

state and transient modes are presented in the form of tables and graphs. It is shown that the proposed 

identification algorithm meets the requirements for the accuracy of determining the estimates of the 

output signals of the automatic control system of a gas turbine engine and their time lag. 

Keywords: mathematical model, identification, least squares method, estimation, analysis of 

variance, recurrent identification. 

Введение. Для управления сложными динамическими системами 

и решения других задач управления необходима математическая мо-

дель (ММ) объекта управления (ОУ). Такой динамической системой 

является система автоматического управления авиационного турборе-

активного двухконтурного двигателя (САУ ТРДД). Наличие адекват-

ной ММ САУ ТРДД создает предпосылки для решения не только задач 

управления, но и позволяет обеспечить информационную избыточ-

ность и, следовательно, отказоустойчивость САУ, т.е. способность вы-

полнять свои функции и после появления неисправностей [1]. 

Идентификация математической модели САУ ТРДД является ос-

новным этапом анализа ММ, который кроме идентификации включает 

оценивание точности идентификации и определение вероятностных 

характеристик измерительных и системных шумов [2, 3, 4]. 
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Проводился анализ математической модели современной САУ 

ТРДД на основе измерительной информации, полученной в результате 

летных испытаний. 

 

Рис. 1. Схема двухвального двухконтурного ТРДД 

Поведение САУ ТРДД в режиме нормального функционирования 

описывается линейной, дискретной, стохастической моделью [1, 3, 5, 6]: 
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матрицы коэффициентов модели измерений, },2,1,{
,

== jihH
ji

 

},2,1,{
,

== jidD
ji

 }.2,1{
,00

== ihH i
 

Измерительные и системные шумы представляют собой центри-

рованные гауссовские последовательности с нулевым математическим 

ожиданием и ковариационными матрицами [7, 8]: 

ijRjTvivMijkv δ==−=τ )}()({}),(cov{ , 

ijQjTwiwMijkw δ==−=τ )}()({}),(cov{ , 

где R и Q – неотрицательно определенные дисперсионные матрицы 

шума измерения и возмущения соответственно; ijδ  – функция Кроне-

кера, 
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В САУ ТРДД предусмотрено измерение векторов состояния x(k), 

выхода z(k) и управления u(k). 

Каждое из уравнений модели (1), представляет собой уравнение 

множественной линейной регрессии [9, 10]: 

∑+=
m

kxввky ii

1

)()(
0

,  k = 1, n,                              (2) 

где y(k) – отклик, контролируемая случайная переменная выхода, ли-

нейно зависящая от (m+1) неизвестных коэффициентов 

}.,0,{ miв
i

=  Случайность отклика обусловлена наличием ошибки 

;},1),({ nkke =  },1,1),({
1

nkmikx ==  – регрессоры, контроли-

руемые неслучайные переменные входа. 

Уравнение (2) в матричной форме имеет вид [9]: 

eв +⋅= XY ,                                            (3) 

где Y – вектор отклика размера n, состоящий из измеренных значений 

сигналов выхода; X – матрица регрессоров размера (n x m), состоящая 

из измеренных значений сигналов входа; в – вектор неизвестных ко-

эффициентов модели размера m; e – вектор ошибок размера n. 

Анализ математической модели САУ ТРДД проводился на осно-

ве методов регрессионного и дисперсионного анализа. Задача линейно-

го регрессионного анализа заключается в определении оптимальных 

оценок коэффициентов 
i
в̂  модели (2), а также в статистическом анали-
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зе оцененной модели ∑=
m

kxвky
ii

0
)(ˆ)(ˆ  и ошибки e(k), при этом полага-

ется, что [9]: 

1) ),,0()(
2

xNke σ∈ ,)}()({}),(cov{ 2

ijjeieMijke δσ==−=τ  

где 
2σ – дисперсия ошибки; 
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где ∑=η
m

kxiв
0

0
)(  – неслучайная величина; 

3) матрица регрессоров – матрица полного ранга. Поскольку 

(m+1) столбцов матрицы X линейно независимы, rank[x] = m + 1. То-

гда симметричная матрица )( XX
T

 имеет такой же ранг, и для неё су-

ществует обратная матрица 1)( −XX T . 

Для идентификации математической модели САУ ТРДД исполь-

зовался матричный алгоритм метода наименьших квадратов (МНК) 

[11, 12]: 
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TTв 1

)(ˆ −= ,  },0,ˆ{ˆ mвв
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= ,                          (4) 

который является единственным решением нормальной системы урав-

нений Гаусса: 

yXXX TT в =ˆ
                                             (5) 

и представляет собой линейную функцию от результатов наблюдений 

{�(�), � = 1, }. 

Система (5) получена в результате оптимизации функции по-

терь [13]: 
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где )(ˆ ky  – оцененные или предсказанные значения отклика, 
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m

ii xвв ∑+= , k = 1, n; 

)(~ ky  – ошибки оценки отклика или остатки. 

В матричной форме функция потерь [13] имеет вид: 

→=−−= YYYYYYL TT ~~
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где )(ˆ kY  – оцененные или предсказанные значения отклика; )(
~

kY  – 

вектор ошибок оценки отклика или вектор остатков размера n. 

В матричной форме 

вXkY ˆ)(ˆ = ,  },,{ 0ˆˆ mвв i= . 0                            (6) 

МНК-оценки (4) при изложенных выше ограничительных усло-

виях имеют следующие свойства [12]: 

1. Несмещенность; 

2. Дисперсионная матрица вектора в̂  имеет вид: 

12 )(]ˆ[ −σ= XXвD T
. 

Таким образом, в соответствии с теоремой Гаусса–Маркова дис-

персией i-го коэффициента вiˆ  
служит i-й диагональный элемент этой 

матрицы; 

3. Дисперсия оценки в̂  меньше дисперсии любой другой несме-

щенной оценки, т.е. МНК-оценка – это линейная несмещенная оценка 

с минимальной дисперсией. 

Входные и выходные переменные модели (1) имеют численные 

значения, отличающиеся на несколько порядков, что вызывает ошибки 

вычисления при реализации алгоритма МНК (4). Для уменьшения этих 

ошибок проводится центрирование модели (1), в результате которого 

получаем модель в отклонениях [1, 2, 8]: 
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 Проводилась рекуррентная идентификация в движущемся окне  

в соответствии с центрированным алгоритмом МНК: 
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Частота опроса сигналов датчиков САУ ТРДД равна 50 Гц, число 

опросов – 5000 на крейсерском режиме и 1600 на одном из переходных 

режимов работы ТРДД. 

Для определения оценок коэффициентов постоянного смещения 

01ϕ̂ , 02ϕ̂ , 01ĥ , 02ĥ  используется уравнение средних [14, 15]: 

0
1

ˆ ˆ
m

ijiji
x

iy в в+= ∑ ; 
0

1

ˆ ˆ
m

jj ij ij
yв в x= −∑ , j=1, 4,               (9) 

где ���  ,  ���� – средние значения сигналов выхода и входа соответственно; 

T

j
hhв ]ˆˆˆˆ[ 020102010ˆ ϕϕ= . 

После подстановки оценок коэффициентов (8) и (9) в (6) получим 

оцененную математическую модель САУ ТРДД: 

вXY
jj ˆ

ˆ = , j = 1, 4 

где 
T

TKKVj kTkPknknY )](ˆ)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ[ˆ ++= . 

Идентификация математической модели САУ ТРДД проводилась 

по измерениям сигналов датчиков САУ, полученных во время летных ис-

пытаний. Рассматривались как стационарные, так и переходные режимы 

работы двигателя. Точность идентификации оценивалась при помощи 

методов дисперсионного анализа, который заключается в определении 

сумм квадратов или дисперсий и их сравнении. Определялись общая 

(полная) дисперсия 
2S , дисперсия, обусловленная регрессией ,2

RS  и дис-

персия остатков 
2

0
S , которые образуют уравнение дисперсий [7, 16]: 

2

0

2

2
SSS

R
+= . 

Чтобы оценить долю дисперсии, обусловленную регрессией, 

в общей дисперсии, определялся коэффициент множественной  
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детерминации для каждого сигнала выхода САУ ТРДД, который срав-

нивает эти дисперсии: 

∑

∑

−

−
==

∧

n

jij

n

jij

j

Rjj
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yy
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S
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1
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)(
, .4,1=j                          (10) 

Коэффициент детерминации B
j

yx
 принимает значения от 0 до 1. 

Чем он ближе к единице, тем точнее реализована математическая мо-

дель сигнала выхода. Идентификация считается удовлетворительной, 

если B
j

yx
 ≥ 0,7 [6]. 

Дисперсию остатков называют необъясненной, так как она обу-

словлена помехами. С её помощью можно определить стандартную 

ошибку оценивания коэффициентов модели. Действительно, уравнение 

множественной регрессии [7, 9]: 

eвXY += .                                           (11) 

Вектор ошибок оценки отклика: вXYYYY ˆˆ~ −=−= , откуда 

YXY в ~
ˆ += .                                          (12) 

Сравнивая (11) и (12), логично предположить, что ошибка Y
~

 яв-

ляется оценкой помехи e (оценки измерительных и системных шумов). 

Поэтому стандартная ошибка определялась для каждого уравне-

ния математической модели по формуле [16]: 
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Следует отметить, что оценка (13) смещенная, так как при вы-

числении ошибки Y
~

 возникают связи, число которых равно числу оце-

ниваемых коэффициентов модели. Эти связи необходимо учитывать 

при малых выборках (n ≤ 100) измерений для устранения смещения. В 

этом случае формула (13) принимает вид: 
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Также определялось фактическое смещение оценок выхода матема-

тической модели САУ ТРДД – абсолютное и относительное [16, 17, 18]: 
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d
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; 100
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ˆ ⋅=δ
j

y

jy
y

d
j

 %. .4,1=j  

Требование по точности МНК-оценок сигналов выхода САУ 

ТРДД находится в противоречии с требованием по времени их запаз-

дывания ∆t, которое не должно превышать 2 с.  

Для достижения приемлемой точности идентификации и времени 

запаздывания МНК-оценок проводилась оптимизация ширины движу-

щегося окна. 

Рассматривались три варианта ширины окна: S = 200, 100 и 500 

отсчетов, что соответствует 1 с, 2 с и 10 с. Ширина перекрытия окон – 

100 отсчетов.  

Результаты моделирования алгоритма идентификации представ-

лены в виде таблиц и графиков. Параметры ТРДД указаны в процентах 

от максимальных значений.  

В табл. 1 представлены результаты оптимизации ширины дви-

жущегося окна, смещение МНК-оценок и стандартные ошибки на од-

ном из стационарных (крейсерском) режиме работы двигателя. 

Таблица  1  

Результаты оптимизации ширины движущегося окна, смещения  

МНК-оценок и стандартные ошибки на стационарном режиме 

Оценка качества идентификации 
Сигнал датчика и ширина движущегося окна 

в, 200 к, 200 Рк, 500 Тт, 500 

Коэффициент детерминации, �УХ, % 0,96 0,96 0,94 0,93 

Смещение МНК-оценки, ��� , % 0,09 0,04 0,06 0,17 

СКО ошибки (помехи), ��, % 2,79 2,79 2,79 2,29 

Запаздывание ∆t, с 2 2 2 2 

На рис. 2 показаны процессы измерения сигналов выхода САУ 

ТРДД и их МНК-оценки при оптимальной ширине окна на одном из 

стационарных (крейсерском) режиме работы двигателя. 
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В табл. 2 представлены результаты оптимизации ширины дви-

жущегося окна и смещение МНК-оценок и стандартные ошибки на од-

ном из переходных режимов работы двигателя. 

 

Рис. 2. Процессы измерения сигналов выхода САУ ТРДД  

и их МНК-оценки при оптимальной ширине окна на одном  

из стационарных (крейсерском) режиме работы двигателя 

Таблица  2  

Результаты оптимизации ширины движущегося окна  

и смещение МНК-оценок и стандартные ошибки на одном  

из переходных режимов работы двигателя 

Оценка качества идентификации 
Сигнал датчика и ширина движущегося окна 

в, 200 к, 200 Рк, 500 Тт, 500 

Коэффициент детерминации, �УХ, % 0,97 0,97 0,96 0,86 

Смещение МНК-оценки, ��� , % 0,03 0,05 0,09 0,21 

СКО ошибки (помехи), ��, % 2,05 1,53 2,44 1,2 

Запаздывание ∆t, с 2 2 2 2 

На рис. 3 показаны процессы измерения сигналов выхода САУ 

ТРДД и их МНК-оценки при оптимальной ширине окна на одном из 

переходных режимов работы двигателя. 
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Рис. 3. Процессы измерения сигналов выхода САУ ТРДД и их МНК-оценки  

при оптимальной ширине окна на одном из переходных режимов работы двигателя 

Выводы: В результате проведения анализа математической мо-

дели САУ ТРДД: 

– предложен алгоритм рекуррентной идентификации математи-

ческой модели САУ на основе метода наименьших квадратов в дви-

жущемся окне; 

– проведена идентификация математической модели на основе 

измерительной информации датчиков САУ, полученной в результате 

летных испытаний САУ ТРДД; 

– определены оптимальные несмещенные оценки коэффициентов 

математической модели с минимальной дисперсией как на стационар-

ных, так и на переходных режимах работы двигателя; 

– точность реализации математической модели вектора выхода 

САУ ТРДД на стационарных режимах составляет (93…96) %, на пере-

ходных – (86…97) %; 

– абсолютное фактическое смещение МНК-оценок вектора выхо-

да САУ ТРДД на стационарных режимах составляет (0,04…0,17) %, на 

переходных – (0,03…0,21) %; 

– абсолютная стандартная ошибка (средняя амплитуда ошибки) 

МНК-оценок вектора выхода САУ ТРДД на стационарных режимах 

составляет (2,29…2,79) %, на переходных – (1,2…2,4) %; 
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– проведена оптимизация ширины движущегося окна для каждо-

го сигнала выхода САУ ТРДД с целью достижения требуемых точно-

сти соответствующих МНК-оценок и времени их запаздывания. Точ-

ность полученных МНК-оценок сигналов выхода позволяет сделать 

вывод об адекватности математической модели сигналам выхода САУ 

в реальном масштабе времени. 

Таким образом, результаты анализа математической модели САУ 

ТРДД подтверждают работоспособность предложенного алгоритма 

идентификации математической модели и может быть рекомендован 

для использования в реальной САУ. 
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