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РАСПРЕДЕЛЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ В ЗАДАЧЕ 

МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЦИИ НАСЕЛЕНИЯ  

ПО ОБЪЕМУ НАКОПЛЕНИЙ 

Активное развитие теории оптимального управления распределёнными системами во 

второй половине прошлого столетия было вызвано высокой востребованностью в задачах техни-

ческой направленности, однако достаточно быстро эта теория показала инвариантность и к дру-
гим областям применения. Сегодня все более актуальными представляются прикладные иссле-

дования, ориентированные на повышение эффективности управления сложными социально-

экономическими процессами, на основе использования и развития методов теории оптимального 

управления системами с распределенными параметрами.  

Объектом исследования является распределенная система, описываемая начально-

краевой задачей для дифференциального уравнения в частных производных параболического 

типа и моделирующая распределение народонаселения некоторого региона по объему денеж-

ных накоплений. Для исследуемой системы ставится задача оптимального управления типа 

«распределенное управление – финальное наблюдение». Это означает, что требуется прибли-

зить состояния системы в фиксированный момент времени к некоторому заранее определенному 
виду за счет управления слагаемыми в уравнении состояния (т.е. притоком в систему новых чле-

нов или оттоком из нее). Приводится вывод оптимизационной системы в сильной форме и закона 

оптимального управления, полученный в терминах модели. 

Применяются методы теории дифференциальных уравнений в частных производных, 
теории оптимального управления распределенными системами, математического и компьютер-

ного моделирования.  

Приводится пример численного расчета модели по данным Пермского края. Для прове-

дения численных реализаций используется пакет Comsol Multiphysics. Предлагаемая авторами 

методология проведения подобных расчетов, учитывающих взаимозависимость миграционных 
процессов в регионе и финансового состояния населения в нем, может найти применение в раз-
работке эффективных мер управления миграционными процессами, что является важной зада-

чей как государственной, так и региональной политики. 

Ключевые слова: оптимальное управление, оптимизационная система, распределенная 
система, управление экономическими системами, распределение по объему накоплений, плот-
ность накоплений, миграционная политика.  
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DISTRIBUTED CONTROL IN THE TASK  

OF MODELING OF POPULATION DIFFERENTIATION  

BY THE AMOUNT OF SAVINGS 

The active development of the optimal control theory of distributed systems in the second half of 

the last century was caused by a high demand for technical problems, however, this theory quickly showed 

invariance to other fields of application. Today, applied research aimed at improving the efficiency of com-

plex socio-economic processes management, based on the using and development of methods of optimal 

control theory for systems with distributed parameters, is becoming increasingly relevant. 

The object of the study is a distributed system, described by an initial-boundary value problem for 

a partial differential equation of a parabolic type and modeling the population distribution of a region in 

terms of cash savings. For the system under study, an optimal control problem of the “distributed control - 

final observation” type has been posed. This means that it is necessary to approximate the state of the 

system at a fixed time to a certain pre-defined form by controlling the terms in the equation of state (ie, the 

influx of new members into the system or the outflow from it). The conclusion of the optimization system in 

a strong form and the law of optimal control, obtained in terms of the model, have been given. 

The methods of the theory of partial differential equations, the theory of optimal control of dis-

tributed systems, mathematical and computer modeling are applied. 

An example of the numerical study of the model according to the Perm region has been given. 

The Comsol Multiphysics package has been used for numerical implementations. The methodology 

proposed by the authors for carrying out such calculations, taking into account the interdependence of 

migration processes in the region and the financial condition of the population in it, can be applied in the 

development of effective measures to manage migration processes, which is an important task of both 

state and regional policy. 

Keywords: optimal control, optimization system, distributed system, management of economic 

systems, distribution by savings, savings density, migration policy. 

Введение. Теория оптимального управления начала оформляться 

в самостоятельную дисциплину во второй половине прошлого столе-

тия и продолжает активно развиваться в наше время.  

В работах В.М. Алексеева, В.М. Тихомирова, С.В. Фомина,  

А.Д. Иоффе, Ф. Хартмана, Р. Габасова, Ф.М. Кирилловой [1–4] изло-

жены основные ее положения для сосредоточенных систем (их состоя-

ния описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями). 

Монографии Ж.-Л. Лионса, А.Г. Бутковского, К.А. Лурье, А.И. Егоро-

ва, В.И. Иваненко, В.С. Мельника, А.В. Фурсикова, Т.К. Сиразетдино-

ва [5–11] и других ученых посвящены проблемам теории оптимального 

управления распределенными системами, состояния которых описы-

ваются дифференциальными уравнениями в частных производных. Та-

кие системы, как известно, качественнее описывают сложные реальные 
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процессы и объекты, но в то же время оперировать распределенными 

системами по сравнению с сосредоточенными на порядок сложнее. 

Практическое применение методов теории оптимального управ-

ления началось с задач технической направленности, в том числе с за-

дач управления летательными аппаратами, управления технологиче-

скими процессами на производстве.  

Сегодня, в эпоху информатизации общества, наблюдается тенден-

ция формализации и гуманитарных знаний. Таким образом, все более 

актуальными представляются прикладные исследования сложных соци-

ально-экономических процессов, ориентированные на повышение эф-

фективности управления ими на основе использования и развития мето-

дов теории оптимального управления распределенными системами. Эта 
область интенсивно разрабатывается учеными по всему миру [12–15]. 

В рамках данного исследования рассматривается задача опти-

мального управления экономическим процессом, описываемым рас-

пределенной системой. Начально-краевая задача моделирует диффе-

ренциацию населения по объему денежных накоплений. Задача управ-

ления подобного рода системами актуальна, поскольку на современ-

ном этапе особую важность приобретают постановки, анализ которых 

позволяет регулировать процессы финансового состояния в обществе, 

управлять, в том числе оптимально, некоторыми параметрами иссле-

дуемых систем. Ряд ученых (Д.С. Чернявский [16], В.Т. Ерофеенко, 

И.С. Козловская [17], Г.А., Гюльмамедова Э.Г. Оружиев [18]) уже за-

нимались разработкой и исследованием математических моделей спек-

тра накоплений общества, однако в их работах вопросы управления 

такими системами не изучались. 

1. Математическая постановка задачи оптимального управ-

ления. Рассмотрим математическую модель распределения населения 

по денежным накоплениям. Она описывается одномерным дифферен-

циальным уравнением параболического типа: 
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x
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u
,,

2

1
,

2

2

=
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂

                      (1) 

с начальным и граничными условиями:  

( )
stuxu =0, , ( )

0,0 utu = , ( )
lutlu =, ,                            (2) 

где искомая функция ∈=  ),( txuu ( )( )τΩ ,0;1

2 HL  есть плотность распре-

деления населения по накоплениям Ω∈x , [ ]l,0=Ω  во времени [ ]τ∈ ,0t , 
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т.е. доля населения с накоплениями от x  до xx ∆+  ( ) 






 =∫ ∫
τ

1,
0 0

dxdttxu
l

; 

),( txC  – заданная функция сноса, ),( txb  – заданная функция диффузии, 

),( txf  – функция семей-мигрантов, т.е. количество семей, мигрирую-

щих на отрезок единичной длины за единичный интервал времени в ок-

рестностях x  и t ; при этом положительное значение функции ),( txf  

будет означать число прибывающих в систему мигрантов, т.е. имми-

грантов, а отрицательное значение функции ),( txf  будем трактовать, 

наоборот, как число выбывающих из системы членов, т.е. эмигрантов; 

stu , 
0u , 

lu  – заданные функции, характеризующие состояние системы  

в начальный момент времени и на границах [17]. 

Описав математическую модель динамики плотности распреде-

ления населения по накоплениям, перейдем к постановке задачи 

управления данной системой. 

Пусть в качестве управления выступает функция семей-

мигрантов ( )txf , , т.е. ( )∈= txftxupr ,),( ( )( )τΩ ,0;1

2 HL , и доставляет 

минимум функционалу: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) min,,,,,
0 0

2

0

2* →α+τ−τ= ∫ ∫∫
τll

dtdxtxuprdxxuxuupruA       (3) 

где α  – некоторое положительное число, состояние системы ( )τ,* xu   

в финальный момент времени τ  – желаемое распределение населения 

по объему накоплений, к которому необходимо приблизиться. 

Задача (1)–(3) называется задачей с распределенным управлением 

и финальным наблюдением. Оптимальное состояние системы, при ко-

тором функционал (3) будет достигать своей точной нижней грани, 

существует в силу его выпуклости, полунепрерывности снизу и коэр-

цитивности [19]. 

Получим теперь оптимизационную систему для задачи (1)–(3). 

Согласно критерию оптимальности [10, 19] значение производ-

ной по Гато целевого функционала (3) на оптимальном элементе 

),(0 txupr  должно обратиться в ноль: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) .0 2 ,,,2,
0 0

0

0

*
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dtdxupruprdxxuxuxuupruA
ll
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Запишем исходную краевую задачу (1)–(2) для функции ( )txu ,ɺ , 

которая означает производную функции состояния системы, вычислен-

ную по функции оптимального управления на оптимальном элементе: 
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0| 0 ==xuɺ , 0| ==lxuɺ , .0| 0 ==tuɺ                                  (6) 

Умножим уравнение состояния (5) проварьированной задачи на 
произвольную функцию ( )( )τΩ∈ ,0;),(

1

2 HLtxp  и проинтегрируем по 

области [ ] [ ]τ×=Ω ,0,0 Lt : 
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Применим к (7) формулу Грина и, воспользовавшись краевыми 

условиями (6), получим: 
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Наложим условия на вспомогательную функцию ),( txp , до сих 

пор произвольную: 

,0
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( ) ( )τ−τ=τ= ,,| * xuxup t , 0| 0 ==xp , .0| ==lxp                      (10) 

Тогда, учитывая необходимое условие (4) экстремума целевого 

функционала (3), выражение (8) преобразуем к виду:  

.  0 ∫∫
ΩΩ

δ⋅=δ⋅α−
tt

dxdtuprpdxdtuprupr                          (11) 

Откуда находим оптимальный закон:  

( ) ( )
.

,
,0 α

−= txp
txupr                                       (12) 
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Окончательно получаем систему оптимальности в виде краевой 

задачи для исходного уравнения и уравнения так называемого сопря-

женного состояния: 
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Решая оптимизационную систему (12) относительно функций 

( )txu ,  и ( )txp , , мы определим распределение населения по накоплени-

ям, наиболее близкое к заданному распределению ( )τ,* xu , за счет 

управлением мигрантами: обеспечивая приток или отток мигрантов, 

распределенных по оси накоплений во времени по закону (12). 

В следующем пункте приведем пример решения модельной оп-

тимизационной задачи. 

2. Численное исследование задачи оптимального управления. 

Рассмотрим численную реализацию модели на примере данных по 

Пермскому краю. При определении параметров модели использова-

лись усредненные статистические данные по региону за 2016 г. [20]  

и экспертные оценки [16, 21]. Вычисления проводились в системе 

Comsol Multiphysics. 

Задача решалась в области [ ] [ ]τ× ,0,0 L , где 104,26L =  прожиточ-

ных минимумов (что соответствует 1 млн рублей), 12=τ  месяцев.  

Функция сноса ( )xC  была рассчитана по методологии Д.С. Чер-

навского [16, 21] и представлена на рис. 1. 

Коэффициент диффузии был определен как .9=b  Начальное  
и граничные условия (2) были заданы в соответствии со стационарным 

решением уравнения (1): ,)0,( stationaryuxu =  3

0 106 −⋅=u , .102 7−⋅=lu  

Функция ( )τ,* xu  была задана как нормальное распределение: 

( )30, 4Ν . Это означает выбор в качестве целевого такого распреде-

ления населения по накоплениям, чтобы средний уровень накопле-

ний у большинства семей в регионе составлял 30 прожиточных ми-

нимумов. 
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Рис. 1. Заданная функция сноса 

На рис. 2 приведем решение ( )txu ,  оптимизационной системы (11). 

 

Рис. 2. График функции распределения населения  

по накоплениям ( )txu ,  по временным срезам 

Для наглядности совместим нормированное решение ( )τ,xu  опти-

мизационной системы (11) в финальный момент времени, заданное целе-
вое распределение ( )τ,

*
xu  и нормированное решение ( )stationaryu x  урав-

нения (1) в стационарном случае на одном графике (рис. 3). Судя по при-

веденным на рис. 3 графикам, можно констатировать, что аргумент функ-

ции распределения семей по накоплениям в точке максимума сдвинулся  

х, накопления (прожиточных минимумов) 

u 

 t = 12 

 t = 9 

 t = 6 

 t = 3 
 t = 1 

С 

х, накопления (прожиточных минимумов) 
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с 12 прожиточных минимумов (что соответствует стационарному состоя-

нию stationaryu , т.е. ситуации на начало 2016 г., без управления) до 30 про-

житочных минимумов (решение ( )τ,xu  системы оптимальности; при оп-

тимальном управлении к концу 2016 г.). Таким образом, мы вплотную 

приблизились к заданному состоянию системы ( )xu
*  (функция ( )xu

*  

имеет максимум также при 30=x  прожиточных минимумов). 

 

Рис. 3. Графики функции распределения населения по накоплениям в финальный момент 
времени ( )τ,xu  при оптимальном управлении, целевой функции распределения 

( ) ( )4,30,
* Ν=τxu  и функции стационарного распределения населения по накоплениям 

)(stationary xu  (в начальный момент времени, без управления) 

 

Рис. 4. График функции оптимального управления  

( )txupropt ,  по временным срезам 

х, накопления (прожиточных минимумов) 

upropt 

 t = 12 

t = 9  t = 6 

 t = 3 

 t = 1 

х, накопления (прожиточных минимумов) 

u 

 u(t = 12s) 

 u*  u_stationary 
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На рис. 4 приведен график функции ( ),optupr x t  оптимального 

управления – распределение семей-мигрантов по накоплениям во време-
ни. Он показывает, по какому закону должно происходить изменение 
числа семей-мигрантов по оси накоплений во времени. Если в первые ме-
сяцы требуется привлечение большого количества иммигрантов и в ос-
новном с накоплениями 60–100 прожиточных минимумов, то в послед-

ний момент времени – с накоплениями 30 прожиточных минимумов. 

Выводы. В рамках данной работы для распределенной системы, 

моделирующей распределение населения по накоплениям, была сфор-

мулирована и обоснована задача оптимального управления. В качестве 

управления выступала функция семей-мигрантов. Получены необхо-

димые условия разрешимости в форме системы оптимальности, пред-

ставляющей собой краевую задачу в частных производных, а также 

формула для определения функции оптимального управления. 

Выполнено численное исследование модельной задачи для насе-

ления Пермского края. Приведены графики решения системы опти-

мальности и функции оптимального управления.  

Использованный в статье подход проведения подобных расчетов, 

учитывающих взаимозависимость миграционных процессов в регионе 

и финансового состояния населения в нем, может найти применение  

в разработке эффективных мер управления миграционными процесса-

ми, что является важной задачей как государственной, так и регио-

нальной политики. 
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