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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ 

ПРОЦЕССОМ БИОЛОГИЧЕСКОЙ ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ  

ВОД В АЭРОТЕНКЕ 

Возрастание антропогенной нагрузки на окружающую среду приводит к сокращению запа-

сов питьевой воды, что, в свою очередь, ведет к необходимости повышения эффективности про-

цессов очистки сточных вод. Поскольку проведение натурных экспериментов на сооружениях 
очистки воды невозможно, то увеличивается роль математического моделирования при исследо-

вании соответствующих технологических процессов. 
Наблюдения показывают, что в течение суток можно выделить периоды, в течение кото-

рых расход приходящих на очистные сооружения сточных вод значительно не изменяется. По-

строение отстойников-усреднителей также может позволить поддерживать постоянное значение 

расхода сточных вод. С учетом этих факторов в работе предложено дальнейшее развитие ком-

партментальной математической модели процесса биологической очистки сточных вод с пере-

менной структурой для случая постоянного значения часового расхода сточных вод. Разработан-

ная модификация модели биоочистки описывает динамику концентраций двух типов субстрата, 

кислорода и общей концентрации микроорганизмов активного ила. Введенные пороговые функ-
ции позволяют моделировать переключение процессов окисления с органики на аммоний и кон-

куренцию микроорганизмов за кислород. Также эти функции позволяют избежать недопустимых 
значений модельных концентраций, которые могут возникать в результате вычислительных по-

грешностей. Влияние насыщения микроорганизмов кислородом и субстратами учитывается  
с помощью функции Моно.  

Для компьютерного моделирования на языке программирования Python разработан про-

граммный комплекс. Проведена параметрическая идентификация. Найденные выходные модель-
ные концентрации при различных комбинациях значений управляющих параметров приведены  

в статье. Результаты компьютерного моделирования, значения модельных концентраций на выходе 

из компартментов показывают адекватность разработанной модели процессу биологической очист-
ки сточных вод, осуществляемому на очистных сооружениях г. Петрозаводска (Карелия). 

Предложенная модель позволяет решать задачу прогнозирования и управления процес-
сом биоочистки, разрабатывать алгоритмы для обеспечения необходимых значений выходных 
модельных концентраций и оптимизации процесса биоочистки.  

Ключевые слова: компьютерное моделирование, динамическая система, управление 

процессом, сточные воды, биологическая очистка, аэрация, окисление, нитрификация. 
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COMPUTER MODELING AND CONTROL OF BIOLOGICAL 

WASTEWATER TREATMENT PROCESS  

IN ACTIVATED SLUDGE TANK 

The increasing of man-induced ecological stress implies the reducing of potable water stock 

which, in turn, causes the necessity of wastewater treatment processes efficiency increasing. Since the 

natural experiments performance is impossible then significance of mathematical modeling as an in-

strument of wastewater treatment processes researching is difficult to overestimate. 

The observations show that a day can be divided in periods of approximately constant of the 

wastewater inflow rate. Also, the system of balancing tanks can maintain the constant value of sewage 

water flow. In view of these factors, the further development of compartment mathematical model for 

wastewater biological treatment process is proposed in this paper. The model is the system of ordinary 

differential equations with variable structure. The hour inflow rate of wastewater is supposed to be con-

stant. The presented model describes the concentration dynamics of two types of substrates, oxygen 

and overall activated sludge microorganisms concentration. The introduced threshold functions permit 

to describe the oxidation process switching from organic substance to ammonium and the microorgan-

isms oxygen competition. Also these functions permit to avoid inadmissible values of model concentra-

tions which may emerge as a result of computational errors. The Monod function is used to take into 

account the oxygen and substrate saturation of microorganisms. 

The software package in Python is developed. The parameter identification is presented. 

The model output concentrations corresponding different control parameter values are set in the 

article. The results of computer modeling show the adequacy of the developed model to the wastewater 

treatment process realizing at Petrozavodsk (Karelia) plant.  

The proposed model permits to solve the problem of forecasting and control of biological 

wastewater treatment process and to develop algorithms for its stabilizing and optimizing.  

Keywords: computer modeling, dynamical system, process control, sewage water, biological 

wastewater treatment, aeration, oxidation, nitrification. 

Введение. Одной из приоритетных задач рационального природо-

пользования является очистка сточных вод. В настоящее время наиболее 

широкое распространение получила биологическая очистка воды в аэ-

ротенках. Математическое моделирование является неотъемлемой ча-

стью исследований в области процессов биоочистки сточных вод [1–9]. 

Предельно допустимые концентрации загрязняющих веществ  

в очищенных сточных водах определяются, исходя из экологической 

ситуации в регионе и типа водного объекта, в который осуществляется 

сброс воды. Главной целью биоочистки является минимизация или 

поддержание концентраций загрязнителя в очищенных сточных водах 

в допустимых границах. Для достижения указанных целей необходимо 
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управление процессом биоочистки, этому посвящены работы [10–14]. 

В качестве управляющих параметров процесса биологической очистки 

сточных вод часто используют расход сточных вод, активного ила, ки-

слорода. При этом необходимо учитывать технологические особенно-

сти процесса биоочистки на конкретных очистных сооружениях, до-

пустимые режимы подачи кислорода, сточных вод. 

Авторы в работах [15–17] предложили модели, которые учитывают 

динамику двух типов микроорганизмов, окисляющих соответствующие 

типы субстрата. Отделение разных видов микроорганизмов на дейст-

вующих очистных сооружениях представляет чрезмерно трудоемкую за-

дачу, которая требует недопустимо больших временных затрат. Нахож-

дение оптимального управления в модели из работы [18] не представля-

ется возможным в силу слишком большого в течение суток количества 

различных комбинаций значений управляющих параметров. 

Разработанную математическую модель необходимо проверить 

на адекватность экспериментальным данным. Решением этой задачи 

является  программный комплекс, который, правда, может вносить по-

грешности в ходе нахождения численных решений. Во избежание это-

го в работе предложены соответствующие пороговые функции.  

1. Математическая модель. Рассмотрим процесс биоочистки  

в коридорном аэротенке промежуточного типа (рисунок) в случае по-

стоянного значения расхода сточных вод и активного ила. Места отбо-

ра проб условно разделяют аэротенк на компартменты 

, {1, 2,...,5}.iC i ∈  Места входа сточных вод и места отбора проб услов-

но разделяют аэротенк на субкомпартменты ,jz j N∈ . 

В процессе биологической очистки сточных вод активный ил, по-

ступающий с концентраций X  в начало аротенка, движется вдоль его 

оси и окисляет растворенные в воде различные типы субстрата.  

В сточной воде выделим два типа субстрата: легко биоразложимый уг-

леродосодержащий (с концентрацией SS ) и аммоний (с концентрацией 

NHS ). В процессе окисления субстрата активный ил потребляет пода-

ваемый в аэротенк в виде воздуха кислород (с концентрацией OS ).  

В биомассе активного ила можно выделить гетеротрофные и ав-

тотрофные микроорганизмы. Автотрофы преимущественно окисляют 

аммоний, а гетеротрофы – углеродосодержащий субстрат. Поскольку 
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выделение концентраций отдельных химических

ческом субстрате вызывает непреодолимые

значения SS  используют значение химического

да (ХПК). При нахождении значения

рода на окисление органических веществ

будут окислены в аэротенке.  

Рис. Схема аэротенка: 

сточной воды в аэротенк; 

иловой смеси в аэротенк; 

→ – направление движения

Наличие органических веществ

трофных микроорганизмов, которые подавляют

ганизмы в борьбе за кислород [19], 

в значительной мере начинается после

страта. Для описания переключения процесса

аммоний при достижении концентрацией

δ+iκ  в работе [18] предложены пороговые
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=SSf

),(
α

2 +
= NH

NHS
K

S
SSf

где αK  – параметр, который обеспечивает

рификации, его значение находится

шее допустимое значение ХПК надиловой

те аэротенка, δ  и α – соответственно

личины. Значения констант δ 10
−=
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отдельных химических соединений в органи-

непреодолимые трудности, то в качестве 

значение химического потребления кислоро-

значения ХПК учитывается расход кисло-

органических веществ, в том числе тех, которые не 

 

аэротенка: ο – место вхождения  

аэротенк;  – место вхождения  

аэротенк;  – место отбора проб;  

движения иловой смеси 

веществ приводит к активизации гетеро-

которые подавляют автотрофные микроор-

 [19], в результате окисление аммония  

начинается после окисления органического суб-

переключения процесса окисления с органики на 

концентрацией SS  некоторого значения 

пороговые функции: 
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обеспечивает замедление процессов нит-

находится экспериментально, iκ  – наимень-

надиловой жидкости в i-м компартмен-

соответственно достаточно малая и большая ве-
2

10
−

 и 
4

10α =  в ходе компьютерных 
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экспериментов обеспечили уменьшение концентрации S S  до величи-

ны, которая чуть больше iκ , что необходимо для непрерывности мате-

матической модели (4)–(10).  

Вследствие погрешностей вычислений найденная концентрация 

кислорода может принимать неадекватно малые и даже отрицательные 

значения. Известно, что при концентрации кислорода меньше некото-

рого порогового значения O

pS  окисление субстрата микроорганизмами 

активного ила (и потребление кислорода) практически полностью пре-

кращается. Для обеспечения O 0S >  введена пороговая функция): 

( )O O
3 O

1
( ) ,

1
p

S S
f S

e
η −

=
+

                                     (3) 

где η  – константа, обеспечивающая мгновенное переключение процес-

сов окисления при достижении OS  значения O

pS , 0η ≤ . В ходе компь-

ютерного моделирования при согласовании с экспертом были выбраны 

значения 50−=η , O 0,2.pS =  

Для описания насыщения микроорганизмов активного ила суб-

стратом и кислородом будем использовать функцию Моно: 

( , ) ,
S

f S K
S K

=
+

 

где K  – константа, 0K > . 

При переходе иловой смеси в субкомпартмент 1jz +  она переме-

шивается со входящей сточной водой. Модельные концентрации нахо-

дятся на входе в 1jz +  по формулам: 

*
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где * *
,mS X  – соответствующие концентрации в сточной воде, ,,j sv jV V  – 

объемы субкомпартмента и сточных вод, входящих в него за единицу 

времени соответственно. 
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Через q  обозначим суммарный расход сточных вод и смеси ак-

тивного ила. Время прохождения иловой смесью j-го субкомпартмента 

аэротенка в таком случае можно найти по формуле 

.
j

j

V
T

q
=  

С использованием констант, характеризующих суммарный рас-

ход активного ила и сточных вод, 

1
.j

j

Q
T

=  

Для моделирования процесса биоочистки предложена модифика-

ция компартментальной математической модели с переменной струк-

турой из работы [17], в которой для упрощения записи опущены номе-

ра субкомпартментов: 

S

S S S S S O O,H 1 S 3 O

S

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ,inS Q S S f S K f S K f S f S X
Y

µ
= − −ɺ        (4) 

NH
NH NH NH NH NH

NH

O O,A 2 S NH 3 O

( ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ,

inS Q S S f S K
Y

f S K f S S f S X

µ
= − − ×

×

ɺ

                        (5) 

(
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S S S O O,H 1 S 3 O

NH NH NH O O,A 2 S NH 3 O

( ) µ ( , ) ( , ) ( ) ( )

µ ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ,

il
X Q u X f S K f S K f S f S

f S K f S K f S S f S b X

= − + +

+ −

ɺ

           (6) 

O O O S S S O O,H 1 S

NH
NH NH, NH NH O O,A 2 S NH O 3 O

NH

ˆ1
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in S

S

O

Y
S Q S S u f S K f S K f S

Y

Y
f S K f S K f S S X f S

Y

  −
= − + − ν + µ + 



−
+ µ β + β  

 

(7) 

S S S 1 S( ) ( ) ,inS Q S S f S X= − −ɺ                                  (8) 

( )NH NH NH O O 2 S NH 3 O( ) β+µ ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ,ilX Q u X f S K f S K f S S f S b X= − + −ɺ    (9) 

O O O
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  × + β  

ɺ

           (10) 



А.Н. Кириллов, Н.В. Смирнов 

 

148 

где концентрации на входе и выходе из компартмента соответственно: 

NH NH,inS S  (г 
+
4NH /м

3
) – концентрация аммония, S S,inS S (г ХПК/м

3
) – кон-

центрация легко биоразложимого углеродосодержащего субстрата, 

XX in ,  (г активного ила/м
3
) – концентрация активного ила, O O,inS S

 
(г O2 / м

3
) – концентрация растворенного кислорода, модельные пара-

метры: 
*

SS  (г ХПК/м
3
) – пороговое значение концентрации SS , SK   

(г ХПК/м
3
) – коэффициент полунасыщения легко биоразложимым орга-

ническим субстратом, NHK  (г 
+
4NH /м

3
) – коэффициент полунасыщения 

аммонием, O,HK  (г O2/м
3
) – коэффициент полунасыщения кислородом 

при окислении легко биоразложимого органического субстрата, O,AK   

(г O2/м
3
) – коэффициент полунасыщения кислородом при окислении 

аммония, Kα  (г 
+
4NH /г ХПК) – введен ранее, SY (г активного  

ила/г ХПК) – коэффициент перехода массы легко биоразложимого орга-

нического субстрата в биомассу, NHY  (г активного ила/г 
+
4NH ) – коэф-

фициент перехода массы аммония в биомассу, b  (1/сут) – скорость рас-

пада микроорганизмов, Sµ  (1/сут) – максимум скорости роста за счет 

окисления легко биоразложимого органического субстрата, NHµ  (1/сут) – 

максимум скорости роста за счет окисления аммония, β  (1/сут) – пара-

метр, характеризующий удельную скорость роста активного ила за счет 

окисления субстратов, не являющихся легко биоразложимой органикой 

и аммонием, Oβ  (г O2/(сут ⋅  г активного ила)) – параметр, характери-

зующий удельный расход кислорода при окислении трудно биоразло-

жимого органического субстрата, ONH,β  (г O2/г 
+
4NH ) – параметр, значе-

ние которого находится экспериментально, S NH
ˆ ˆ,Y Y  – безразмерные ве-

личины, значения которых равны численным значениям соответствую-

щих параметров, ilu  (г активного ила / (м
3 ⋅ сут))) – расход активного 

ила, û  (г O2 / (м
3 ⋅ сут)) – удельная скорость подачи кислорода, ν̂   

(г O2/(м
3 ⋅ сут)) – удельная скорость перехода кислорода через поверх-

ность воды в атмосферу. 

В большинстве аэротенков промежуточного типа, например, та-

ких как на рисунке, в последнем коридоре (в котором не происходит 
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подача новых порций сточных вод) концентрация органического суб-

страта достигает порогового значения и перестает изменяться. В таком 

случае для уменьшения количества параметров и вычислительных за-

трат уравнения (4), (6), (7) соответственно заменяются на уравнения 

(8)–(10). Замена уравнений системы также приводит к необходимости 

разбиения соответствующего компартмента на субкомпартменты. 

Сточные воды после очистки, как правило, сбрасываются в вод-

ные объекты. Контролирующие организации устанавливают предельно 

допустимые концентрации (ПДК) на каждый тип загрязнителя в очи-

щенных сточных водах. В Приложении к разрешению на сброс загряз-

няющих веществ в окружающую среду от 29.05.2012 г. рег. № 4, вы-

данному Управлением Роспотребнадзора по Республике Карелия, ука-

заны предельно допустимые концентрации субстратов, в том числе: 

– ПДК БПКПОЛН (биологическое потребление кислорода полное, 

эквивалент ХПКПОЛН) составляет 6,98 (г БПКПОЛН/м
3
); 

– ПДК аммония составляет 1,35 (г 
+
4NH /м

3
). 

Минимизация или поддержание выходных концентраций суб-

стратов в допустимых границах является главной целью процесса био-

очистки. Для достижения этой цели в модель введено управление ско-

ростью подачи активного ила и скоростью подачи кислорода.  

2. Результаты компьютерного моделирования. Для параметриче-

ской идентификации модели (4)–(10) и нахождения управления создан 

программный комплекс на языке программирования Python. Для числен-

ного решения дифференциальных уравнений был использован метод 

Адамса, реализованный в решателе Lsode библиотеки odespy. Разбиение 

каждого интервала времени elt  на 1000 точек позволило минимизировать 

время расчетов при обеспечении допустимых погрешностей расчетов. 

Экспериментальные данные были получены на канализационных 

очистных сооружениях (КОС) г. Петрозаводска. Допустимое множество 

значений параметров из работы [20] было расширено для нахождения 

значений параметров модели (4)–(10). Методом сканирования с помощью 

вычислительного кластера КарНЦ РАН [21] для каждого компартмента 

были найдены векторы параметров 
*

1( ,..., )j j

j nP p p= , где n  – количество 

параметров, которые доставляют минимум функционалу: 

∑
=

−=
4

1

22
))((

k

m

kkk PyyscJ , 
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где ksc  – коэффициенты масштабирования, которые равны величинам, 

являющимся обратными значениям соответствующих входных кон-

центраций в соответствующих субкомпарментах, P  – вектор значений 

параметров, ky  и 
m

ky  – экспериментальные и модельные значения 

концентраций.  

В табл. 1 представлены модельные концентрации, полученные 

путем интегрирования системы (4)–(10) с найденными векторами па-

раметров. Наибольшее отклонение модельных от экспериментальных 

значений концентрации не превосходит 6 %. 

Таблица  1  

Концентрации на выходе из компартментов (эксп. данные –  

экспериментальные данные, мод. данные – модельные данные) 

Ком-

парт-

мен-

ты 

SS  (г ХПК/м3) 
NH S  (г 

+
4NH /м3) 

X  (г микро-

организмов/м3) 
OS  (г O2/м

3) 

Эксп. 

данные 

Мод. 

данные 

Эксп. 

данные 

Мод. 

данные 

Эксп. 

данные 

Мод. 

данные 

Эксп. 

данные 

Мод. 

данные 

1C  4,95 4,96 0,70 0,70 3660,00 3630,89 2,57 2,59 

2C  4,56 4,57 1,50 1,51 3380,00 3150,12 2,7 2,64 

3C  4,22 4,23 2,50 2,46 3260,00 3103,89 2,00 2,18 

4C  3,05 3,05 0,9 0,91 3150,00 3190,59 2,17 2,06 

5C  3,2 3,00 0,7 0,74 3300,00 3238,84 2,03 1,99 

Скорость подачи активного ила и кислорода изменяется путем 

регулирования пропускной способности соответственно илового насо-

са и воздуходувок.  

Рассмотрим два режима работы илового насоса 
mod {0,5; 1}e

ilu ∈   

и три режима работы воздуходувок 
mod {0,33; 0;66; 1}e

aeru ∈ . Значения 

этих параметров соответствуют части от наибольшей пропускной спо-

собности (одна часть эквивалентна 100 %).  

В табл. 2 представлены значения 
out

SS , 
out

NHS , out
X , 

out

OS  соответст-

вующих модельных концентраций на выходе из аэротенка при различ-

ных значениях управляющих параметров. 
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Таблица  2  

Выходные модельные концентрации 

e

ilu
mod  e

aeru
mod  

out

SS  
out

NHS  
outX  

out

ОS  

0,50 0,33 3,00 10,29 2878,88 0,01 

1,00 0,33 5,38 7,94 2578,89 0,01 

0,50 0,66 3,00 0,48 3016,1 2,92 

1,00 0,66 3,00 0,74 3238,84 1,99 

0,50 1,00 3,00 0,23 3015,06 15,37 

1,00 1,00 3,00 0,30 3238,35 8,49 

Из табл. 2 видно, что несколько комбинаций управления обеспе-

чивают значения концентраций субстратов меньше ПДК. Увеличение 

расхода кислорода и активного ила приводит к увеличению финансо-

вых расходов. В таком случае технолог КОС может выбирать разные 

стратегии, например, минимизировать концентрации субстратов  

в сточной воде или обеспечивать поддержание концентраций субстра-

тов в допустимых пределах при минимизации финансовых затрат на 

обеспечение процесса биоочистки.  

Выводы. В статье продолжено математическое моделирование 

процесса биологической очистки сточных вод в аэротенке промежу-

точного типа. В математическую модель процесса биоочистки введена 

новая пороговая функция, обеспечивающая адекватность найденных 

значений концентрации кислорода в процессе вычислений в каждый 

момент времени. Включение в модель общей концентрации активного 

ила вместо концентраций отдельных его видов позволяет применять 

эту модель в реальном времени.  

Предложенные управляющие параметры позволяют решать зада-

чи прогнозирования и оптимизации процесса биоочистки. Результаты 

компьютерного моделирования показывают адекватность модели  

и предоставляют технологу очистных сооружений выбор стратегии 

действий: либо с целью минимизации выходных значений концентра-

ций субстратов, либо для оптимизации финансовых расходов на обес-

печение процесса биоочистки при поддержании выходных концентра-

ций в допустимых границах. 

Работа поддержана грантом РФФИ  (грант № 18-01-00249). 
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