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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНТАКТА: МОДЕЛЬ АСИММЕТРИЧНОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ КОНТАКТНЫХ ТЕЛ  

Представлена модель деформации поверхности при динамическом циклическом взаимо-
действии элементов контактной пары электрических машин, а именно проявления астигматизма. 
Методика моделирования основана на применении векторно-матричного метода, предложенного 
М. Герцбергером. При этом в модели учитывается механическое и электродинамическое силовое 
действие на деформацию, которое ведёт к появлению асимметрии в исходной осесимметричной 
форме поверхности контактного сопряжения тел. Результаты моделирования указывают на за-
метное влияние асимметрии от формы выпуклой неровности поверхности контактных тел, что 
можно использовать для прогноза состояния электромеханического контакта при эксплуатации  
в реальном времени. 
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CONTACT MODELLING: ASYMMETRIC DEFORMATION  
OF THE CONTACTING BODIES 

The model of the surface deformation during cyclic interaction of the contact pairs of electrical 
machine is considered. In particular the profile deformation in form of astigmatism is emphasized. The 
Herzberger's dispersion formula is applied to create model. The mechanical force and electrodynamic 
action are taken into account to estimate surface deformation. These factors lead to the asymmetry of 
the surface having the axially symmetric shape in the beginning of the process. The results show sig-
nificant dependencies of form of the inequality on the asymmetry. The findings are useful to predict the 
reliability of electromechanical contact elements during operation. 
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В работе [1] теоретически и экспериментально показано, что 
смещение осей симметрии сечений поверхностей элементов контакт-
ной пары вызывает: во-первых, возникновение достаточно сильного 
асимметричного действия мощных электромагнитных сил, обусловли-
вающих в длительном циклическом контакте асимметрию формы  
и структуры неровностей поверхностей обоих элементов электриче-
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ского контакта; во-вторых, резкий слабо прогнозируемый рост элек-
троэрозионной, тепловой и электродинамической деформации кон-
тактных плоскостей вплоть до их расплавления и, в-третьих, при  
отсутствии контроля состояния элементов контакта, практически не-
прогнозируемое изменение пространственного положения контактных 
поверхностей элементов контактной пары.  

Эффективное математическое моделирование при решении ши-
рокого спектра инженерных задач и, в частности, анализ напряженно-
деформированного состояния тел [2–10] реализуется методом конеч-
ных элементов (МКЭ) на современном этапе развития расчетной базы. 
Применение МКЭ позволяет с высокой степенью точности учитывать 
особенности геометрии деформируемого тела, возможности задания 
свойств материала и действия внешних сил на контактную пару. Дос-
товерность моделирования при этом методе существенно зависит от 
точности соответствия задаваемых в конечно-элементной модели па-
раметров индивидуальной геометрии тел, механических свойств и ха-
рактеристик материала тел контакта.  

В современных теоретических расчётах деформации твердых тел 
механические (прочностные) характеристики материала принимают  
в виде осредненных или общих значений, получаемых в условиях стан-
дартных испытаний. В реальности и тела природного происхождения,  
и композитные материалы имеют сложную геометрию неровностей по-
верхностей и очень сложный характер распределения неоднородности 
материала [3–9]. Индивидуальные свойства тел определяются техноло-
гическими аспектами изготовления, условиями эксплуатации изделия  
и многими другими факторами, это обусловливает, что механические 
характеристики конкретного образца часто имеют значительные отличия 
от принятых средних значений. Таким образом, прогноз деформирован-
ного состояния элементов контактной пары без учета проявляемой ими  
в процессе эксплуатации неоднородности материала и изменения реаль-
ной геометрии контактных поверхностей приводит к высокой погрешно-
сти, даже с применением такого эффективного инструмента, как МКЭ. 

Целью настоящей работы является разработка относительно про-
стой модели деформации поверхностей контактно сопрягаемых элемен-
тов для оперативного контроля изменения параметров элементов; про-
гноз состояния контакта моделированием формы выступов шероховато-
сти поверхности элементов в реальном времени при их эксплуатации. 
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Анализ проблем динамического контакта. При выборе модели 
необходимо учитывать быстродействие реализации процесса модели-
рования при реальном циклическом электромеханическом взаимодей-
ствии [1]. Пространственно-временная изменчивость ограниченной об-
ласти прямого контактного сопряжения поверхностей контактной пары 
может служить источником информации о тех физических процессах, 
которые происходят в реальной эксплуатации. Знание параметров этих 
изменений даёт возможность решения прогностических задач, связан-
ных с обеспечением устойчивости требуемого режима коммутации то-
ка высокой мощности и достижением показателей гарантированного 
ресурса работы выключателей тока.  

Для извлечения информации о пространственно-временных из-
менениях поверхностей элементов при циклических взаимодействиях  
в различных режимах эксплуатации используются априорные предпо-
ложения о характере функции описания формы профиля сопряжения 
элементов контакта gsc(х, у, z). Отклонение реальной пространственно-
временной зависимости от априорной приводит к появлению погреш-
ностей в прогнозе характеристик динамического контакта. В зависимо-
сти от того, известно ли заранее об отклонении, а также от того, зако-
номерно ли оно произошло, погрешности оценки состояния контакта 
будут систематическими или случайными. Заметим, что реальная кон-
тактная поверхность не является гладкой, ей свойственны шероховато-
сти – микро- и наноразмерные выступы и впадины (микро- и нанорель-
еф), и она не всегда осесимметрична. 

В данной статье предложен контроль изменения контактного со-
пряжения элементов контактной пары для одного из типов отклонения 
поверхностей от исходной осесимметричной формы, а именно астиг-
матизма, для улучшения коммутации при передаче электрической 
энергии. Предложенный подход, по мнению автора, является перспек-
тивным для исследования процессов деструкции электромеханическо-
го контакта в процессе динамического контактного взаимодействия. 
Он не накладывает серьёзных ограничений на основные параметры  
и характеристики контактного взаимодействия тел, что позволяет мо-
делировать процесс взаимодействия с различной динамикой для полу-
чения тренда траектории изменения свойств механического контакта 
тел «в среднем». 
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Наряду с имеющимися достоинствами предложенного подхода 
присутствуют определённые трудности в правильной интерпретации 
результата, полученного при формировании прогноза состояния кон-
такта, и его живучести. Сложный характер взаимного влияния дейст-
вующих процессов деструкции поверхностей контакта, отсутствие 
достоверной информации о некоторых параметрах служат препятстви-
ем на пути создания универсального прогноза динамического состоя-
ния поверхностей. Для преодоления этих трудностей в модели элек-
тромеханического контакта учитываются изменения геометрии непо-
средственного сопряжения элементов, а именно появление динамиче-
ской трёхмерной асимметрии поверхностей в ортогональных сечениях 
осесимметричных элементов. 

Теоретическое описание и моделирование электромеханического 
контакта в работах [2–7] рассматриваются качественно. В данной ра-
боте для описания взаимосвязанных динамических процессов контак-
тирования и деструкции поверхности элементов используется матрич-
ное представление уравнений динамики деформации. Учёт граничных 
условий и физически адекватных приближений приводит к замкнутой 
системе нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений для 
динамических изменений в характерных точках поверхности контакта. 
Представленная система уравнений решается численно, и на её основе 
формулируется алгоритм диагностики в реальном времени. 

Физические факторы деформирования контактной поверхно-
сти. В процессе производства или изготовления тел контактной пары 
неизбежно возникают погрешности отклонения профиля поверхностей 
от идеальной. Одной из характерных деформаций первоначально осе-
симметричной формы поверхностей элементов контакта является по-
явление астигматического отклонения. Астигматическая деформация 
обусловлена податливостью, пластичностью и усталостью материала 
при многократном силовом воздействии на элемент контакта. Сопря-
жение элементов контакта сопровождается механическим и электро-
динамическим давлением на области прямого соприкосновения их  
поверхностей, вследствие чего закругления вершин профиля микроне-
ровностей поверхности обоих элементов «теряют» свою осесиммет-
ричную форму, радиусы кривизны в меридиональном и сагиттальном 
сечениях становятся различными. Наличие такой деформации при из-
мерении поверхности оптическими или телевизионными методами 
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контроля проявится в соответствующем виде дисторсии оптического 
изображения [1, 2].  

Моделирование астигматизма контактной поверхности. Для 
выявления меры влияния астигматизма на изменение геометрии контак-
та поверхностей в стационарном и динамическом режимах контактного 
взаимодействия тел примем за основу уравнение поверхности второго 
порядка вида:  

  02*,*, 2*2*2  ByAxCzzzyxgsc .                       (1) 

Данное уравнение формы контактной поверхности gsc записано  
в декартовой системе координат (x*, y*, z), начало которой находится  
в вершине профиля микронеровности контактной поверхности, а на-
правление оси z совпадает с линией пересечения плоскостей симмет-
рии элементов контакта; коэффициенты А и В – значение кривизны по-
верхности в меридиональном и сагиттальном сечениях формы тела  
соответственно; С – постоянный коэффициент, определяющий тип 
формы поверхности. Поверхность описывается дифференциальным 
уравнением m-порядка. На рисунке представлен вид контактной по-
верхности второго порядка.  

 
Рис. Контактная поверхность 2-го порядка 

Заметим, что моделирование астигматизма контактной поверхно-
сти уравнением (1) в отличие от моделирования криволинейной по-
верхности уравнением тороида [13] является частным случаем. Асфе-
рическую контактную поверхность чётного порядка в наиболее общем 
представлении в системе координат с началом установленным в верши-
не профиля микронеровности поверхности можно описать уравнением 
вида [11–14]: 
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где с – кривизна в области вершины выступа неровности контактной по-
верхности; k – квадрат показателя эксцентриситета формы вершины вы-
ступа; iα  – коэффициенты асферической деформации выступа контакт-
ной поверхности, соответствующие порядку аберраций  

(i = 1,2, 3, …); 22ρ yx  . 
Для моделирования пространственно-временного трансформиро-

вания контактной поверхности применим известную методику вычис-
ления астигматизма и асимметрии [13]. При описании начальных дан-
ных, определяющих геометрическое представление решаемой задачи, 
используем векторы  ух,А  и  η,ξS . В обозначении векторов: (х, у) – 
координаты точки пересечения лучей нормали к образующей поверх-
ности плоскости Х0Y;  η,ξ  – направляющие косинусы лучей нормали 
(как радиусы кривизны выступов поверхности) соответственно относи-
тельно осей Х и Y.  

Сущность идеи применения этой методики заключается в сле-
дующем. Основные свойства формы контактной поверхности в вы-
бранной системе координат описываются матрицей M-преобразования, 
матричные элементы которой вычисляются по конкретным параметрам 
контактного тела. В частности, такими параметрами являются радиусы 
кривизны выступов микронеровностей контактных поверхностей и рас-
стояния между их вершинами. Определение параметров матрицы M 
даёт возможность оценить положение и форму сопряженных плоско-
стей, которыми в решаемой задаче являются контактные поверхности. 
Такой подход, по нашему мнению, позволяет разработать алгоритмы 
расчета различного типа деформации форм контактных поверхностей, 
произвольным образом расположенных в контактном пространстве. 

Моделирование ведется с использованием векторно-матричного 
метода, предложенного в [13] и развитого в [14]. В приведённом ниже 
изложении нет системного раскрытия известных алгоритмов метода 
Герцбергера. Алгоритмы приняты и приведены в готовом для исполь-
зования виде и расположены в порядке вычисления. 

Покажем, что конечные координаты векторов отражённых по-
верхностью лучей  ух  ,А  и  η,ξ S , где  ух ,  – координаты точки 
пересечения отражённых поверхностью лучей нормали к образующей 
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поверхности плоскости Х0Y и  η,ξ   – направляющие косинусы  
отражённых поверхностью лучей нормали соответственно относитель-
но осей Х и Y связаны с начальными координатами исходного состоя-
ния контактной поверхности матричным соотношением  
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Матричные элементы определяются по аналогии с [13] с учётом 
степени деформации контактной поверхности 2ς , т.е. по величине от-
клонения текущей нормали деформированной контактной поверхности 
от нормали исходной поверхности: 

xX  ς , yY  ς , ηξς2 BYAXD  ; 

  2222222 ςηξ CBABYAXDq  , 0q ; 

qD
BYAX

CBA
qDz










22

222 ςηξ
; 

ξ* zXX  ;   η* zYY  ; 
222 ς*)(*)(  YCBBXCAAR ; 

222 ς qRq   , 0q  , qq   (для нормали отражения); 

 Rqq ψ ;   Czt  1ψ1 ;  t ςς  ; 

ψξγ1 A ;   zAψ1δ1  ; 

ψξγ2 B ;   zBψ1δ2  ; 

  ς/γ ςα 11  zt ;     ς/δ β 11  tz ; 

  ς/γ ςα 22  zt ;     ς/δ β 22  tz . 

Расчёт деформации поверхностей, обладающих осевой симмет-
рией, основывается на их описании уравнением:  

gsc(u*, z) = 0; *2ρ u ;  22 **ρ yx  .                     (2) 
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В расчетах [13] промежуточная величина q для преломления вы-
числяется без учета знака сагиттального радиуса кривизны sr ,  

т.е. 2 qq  . В [14] показано, что лучше расчёт проводить с учётом 
знака. При этом формула для расчёта величины q имеет следующий 

вид:   2 qrsignq s  . Это уточнение особенно важно при расчете по-
верхностей высшего порядка с радиусом кривизны при вершине, стре-
мящихся к бесконечности.  

Алгоритмы расчета поверхностей второго порядка, обладающих 
осевой симметрией, разработанные Герцбергером [13], описываются 
уравнением вида: 

  ,05,0*, *2  ubzcbzzugsc                           (3) 

для поверхностей высшего порядка: 

  0*, *

1
 



i
i

n

i
sc uczzug .                              (4) 

При описании поверхностей второго порядка, не обладающих 
осевой симметрией, наблюдаем подобие уравнению формы (1). Таким 
образом, уравнение поверхности (1) даёт хорошие результаты при ма-
тематическом моделировании и расчете астигматических ошибок осе-
симметричных тел контакта и при решении других задач [15].  

Выводы. В работе предложена математическая модель асиммет-
ричного астигматического пространственно-временного изменения 
формы криволинейного сечения – поверхности сопряжения тел, при-
меняемая для диагностики состояния и управления токовой нагрузкой 
тел контактной пары электромеханического контакта в реальном вре-
мени. Проявление астигматизма контактного сечения в результате 
«механической ползучести» тел контактной пары увеличивает пло-
щадь реального контакта в сечении расслоения «трубки» тока динами-
ческого контактного пространства выключателя при разрыве/ 
соединении электрических линий, что ведёт к снижению плотности 
распределения тока в этом сечении. Другими словами, асимметрии 
контакта элементов является положительным фактором с точки зрения 
снижения деструктивного действия энергии электрического тока. Ас-
тигматизм контактного сечения ведет к повышению надёжности функ-
ционирования выключателей тока и напряжения при их эксплуатации. 
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