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ЗАДАЧА О ХАНОЙСКОЙ БАШНЕ 

Бытует легенда, согласно которой в джунглях Вьетнама существует некий затерянный го-
род Бенарес, а в нём – буддийский монастырь, знаменующий середину мира. Давным-давно 
монахи этого монастыря чем-то провинились перед богом Брахмой. Разгневанный, Брахма на 
бронзовом диске воздвиг три высоких стержня и на один из них нанизал 64 диска, сделанных из 
чистого золота. Причем так, что каждый меньший диск лежит на большем. И возложил на мона-
хов «послушание» перекладывания дисков с первого стержня на третий, пользуясь промежуточ-
ным вторым, таким образом, чтобы всегда меньшие диски лежали над большими – т.е. не абы 
как, а «соблюдая законы Брамы». Как только все 64 диска будут переложены с первого на тре-
тий, как ни странно, монахи прощены не будут, а напротив, башня вместе с храмом обратится  
в пыль и под громовые раскаты погибнет весь мир.  

Для 64 колец это 18 446 744 073 709 551 615 перекладываний, и, если учесть скорость 
одного перекладывания в секунду, получится 584 542 046 091 лет. В Ханое действительно есть 
башня, весьма далёкая от описанной в легенде – неофициальный символ города. Но «три ал-
мазных стержня, высотой в один локоть и толщиной с пчелу» это скорее три башни, поэтому, 
наверное, правильнее говорить «Ханойские башни». Как утверждают источники, эту легенду 
 и игру придумал французский математик Франсуа Эдуард Анатоль Люка (François Édouard 
Anatole Lucas; 1842–1891). Вероятно, легенда и название игры навеяны экзотикой Вьетнама, 
ведь в то время он был колонизирован Францией. В настоящее время рассматриваются задачи  
с четырьмя и более дисками, но мы ограничимся классическим вариантом. 

Практическое применение задачи о Ханойской башне, которая в терминах теории графов 
называется «нахождение кратчайшего пути в графе с рёбрами единичной длины», часто иллюст-
рируется, например, интеллектуальным погрузчиком, когда диаметр диска – это габариты груза 
на складе, и необходимо переместить «башню» товара с одной площадки на другую, пользуясь 
одной промежуточной площадкой (свободная площадь – на вес золота!). Если больший по габа-
ритам груз окажется над меньшим – упасть может! Стержни также могут быть представлены стэ-
ками процессора, а «диски» – адреса подпрограмм или запросов на прерывание, приоритеты 
которых упорядочены. Такой подход использует и система резервного копирования. Стержни 
могут быть и некоторыми уровнями, например, безопасности. В статье рассматриваются алго-
ритмы решения задачи о Ханойской башне для трёх стержней. 

Ключевые слова: задача о Ханойской башне, граф, нахождение кратчайшего пути  
в графе с рёбрами единичной длины, алгоритм. 
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A HANOI TOWER PROBLEM 

There is a legend that in the jungles of Vietnam, there is a lost city of Benares, and in it a Bud-
dhist monastery, which marks the center of the world. Long ago, the monks of this monastery is some-
thing guilty before God Brahma. Enraged, Brahma on a bronze disk erected three high bar and one of 
them strung 64 disc made of pure gold. And so that each disc is smaller at greater. And he laid on the 
monks 'obedience' passing the disc from the first to the third rod, using an intermediate second, so that 
is always smaller drives were over big - that is not somehow, and "respecting the laws of Brahma." 
Once all of the 64 disc will be shifted from the first to the third, strangely enough, the monks will not be 
forgiven, but rather the tower together with the temple will turn to dust and die under the thunder the 
whole world. For 64 this ring 446 744 073 18 709 551 615 rearrangements, and, given the speed of 
shifting in one second, per 584 542 046 091 years. In Hanoi, the tower does have a very far-away from 
that described in the legend - the unofficial symbol of the city. But "three diamond stud height of one 
cubit, and the thickness of a bee" is more of the three towers, so probably more correct to say "Towers 
of Hanoi". According to the sources, the legend and the game invented by the French mathematician 
François Edouard Anatole Lucas (François Édouard Anatole Lucas; 1842 -1891). Probably, the legend 
and the name of the game is inspired by the exotic Vietnam - because at the time it was colonized by 
France. Currently we considered the problem with four or more wheels, but we limit ourselves to the 
classical version. Currently we considered the problem with four or more wheels, but we limit ourselves 
to the classical version. Practical application of the problem of the Towers of Hanoi, which in terms of 
graph theory called "finding the shortest path in the graph with edges of unit length" is often illustrated, 
for example, intelligent truck when the diameter of the disc - it is the size of cargo in a warehouse and 
you must move the "tower" of goods from one site to another, using a staging area (free area - its weight 
in gold!). If larger in size of the load is smaller - can fall! The rods can also be represented processor 
stacks and "drives" - addresses of subroutines or interrupt requests, the priorities of which are ordered. 
The rods may be some levels, for example, security. The article deals with the algorithms for solving the 
problem of the Towers of Hanoi for three rods. 

Keywords: The problem of the Towers of Hanoi, network, finding the shortest path in the graph 
with edges of unit length, the algorithm. 

Введение. Головоломка «Ханойская башня» или «Ханойские 
башни» [1] известна  со второй половины ХIХ века (рис. 1). 

 
Рис. 1. Головоломка «Ханойская башня» 

В практическом плане «диаметры» дисков могут иметь смысл, на-
пример, это габариты груза, значения уязвимостей (с точки зрения за-
щиты информации) или время, скажем, с начала эксплуатации. Вообще, 
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ставится задача оптимального и в каком-то смысле безопасного (с точки 
зрения «законов Брамы»!) «перемещения упорядоченности чего-либо»  
с одного объекта на другой с дополнительными вспомогательными объ-
ектами размещения этой самой упорядоченности. 

Известна задача ротации носителей информации для создания ре-
зервных копий с учётом их ресурсов (время нахождения в эксплуатации, 
число циклов копирования) [2]. Здесь подразумеваются сеансы вместо 
перекладываний и уровни резервного копирования вместо дисков [2], на 
одном уровне хранится только одна резервная копия, а все устаревшие 
резервные копии должны удаляться. Тем самым обеспечивается эффек-
тивное хранение данных: больше резервных копий накапливается к на-
стоящему времени. Так, при трёх носителях 1,2,3 (номера соответствуют 
условному времени нахождения в эксплуатации, первый – самый «мо-
лодой»), порядок их использования, например, для записи видеоинфор-
мации такой: 1,2,1,3,1,2,1. Эта последовательность – так называемый 
палиндром, читается одинаково слева направо и справа налево – есть  
не что иное, как порядок перекладываний дисков в Ханойской башне  
с n = 3 (не сказано куда, но указано – кто, какой диск берётся) и распи-
сание «работы»: понедельник – 1, вторник – 2, среда – опять 1 и так да-
лее. Первый диск работает 4 раза, второй – 2, третий – 1(7 шагов).  

Если будет четыре носителя, получим количество раз: 8,4,2,1  
(15 шагов), т.е. при наличии четырех резервных копий можно восста-
новить данные по состоянию на сегодня, вчера, три дня назад и неделю 
назад. При пяти носителях: 15,8,4,2,1 (31 шаг), т.е. при пятиуровневой 
схеме можно восстановить данные, резервные копии которых были 
созданы две недели назад [2]. Ясно, что это последовательность степе-
ней числа 2. Таким образом, каждый следующий уровень резервного 
копирования удваивает максимальный период «отката» данных [2]. 
Автоматизацию такой процедуры обеспечивает пакет программного 
обеспечения Acronis Backup & Recovery 10 (до 16 уровней резервного 
копирования!) [3]. 

1. Решение задачи на графе. Проанализируем особенности зада-
чи в соответствии с прекрасным материалом в [4, 5]. Рассмотрим n = 1 
и назовём стержни X, Y, Z. Изобразим задачу в виде графа (рис. 2).  

Перекладывание в формате «откуда → куда» выглядит так:  
(Х → Z). Здесь движение идёт как бы направо из исходного состояния. 
В графе для n = 2 надо двигаться всегда налево (рис. 3). 
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Рис. 2. Граф задачи  

о Ханойской башне для n = 1 
Рис. 3. Граф задачи о Ханойской  

башне для n = 2 

Здесь получаем: (Х → Y),(Х → Z),(Y → Z). В случае n = 3 имеем  
(Х → Z),(Х → Y),(Z → Y), (Х → Z),(Y → Х), (Y → Z),(Х → Z), в этом слу-
чае  надо двигаться всегда направо (рис. 4). 

 
Рис. 4. Граф задачи о Ханойской башне для n = 3 

Анализ задачи при n = 4 ((Х → Y),(Х → Z),(Y → Z),(Х → Y), 
(Z →Х),(Z → Y),(Х → Y),(Х → Y),(Y → Z),(Y → Х),(Z → Х),(Y → Z), 
(Х → Y),(Х →Z),(Y →Z)) показывает, что в соответствующем графе  



Задача о Ханойской башне 
 

89 

надо двигаться всегда  налево [6–11]. Следовательно, напрашивается 
предположение, что при нечётном n – направо, при чётном – налево! 
Да, но где право, где лево, если не строить граф, а решать задачу  
пошагово?! 

3. Анализ движения дисков в треугольнике из стержней. Вер-
нёмся к задаче для n = 3. Будем обозначать диски номерами так, что но-
мер – это как бы «диаметр» диска. Чем больше номер, больше диаметр. 
Изобразим стержни X, Y, Z не на одной линии, а в виде треугольника. 

Первый шаг. Первый диск переносится против часовой стрелки 
(рис. 5). 

 
                               а                                                                   б 

Рис. 5. Задача о Ханойской башне для n = 3, а – перенос первого диска – на стержнях; 
б – перенос первого диска – против часовой стрелки  в графе – треугольнике  

с помеченными вершинами 

Второй шаг. Второй диск переносится по часовой стрелке (рис. 6). 

     
                               а                                                                       б 

Рис. 6. Задача о Ханойской башне для n = 3: а – перенос второго диска – на стержнях; 
б – перенос второго диска – по часовой стрелке в графе – треугольнике  

с помеченными вершинами 

Аналогично рассматриваем остальные шаги. Оказывается, пер-
вый диск при нечётном общем числе дисков движется против часовой 
стрелки, а при чётном общем числе дисков – по часовой стрелке (рис. 
3–5) [12–14]. Построим таблицу местоположения дисков (рис. 7). 
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Рис. 7. Таблица местоположения дисков 

Ещё раз проанализируем последовательность переноса для трёх 
дисков 1213121, для  четырёх дисков: 1213121412131215121312141… 
Делаем выводы [12–16]: 

1. Итак, каждый нечетный перенос – это перенос первого диска. 
2. Сначала переносится первый диск, потом не первый, затем 

снова первый, потом не первый и т. д.  
3. Для первого диска всегда два варианта переноса. Если началь-

ное количество дисков четное, то первый диск движется по часовой 
стрелке, а если нечетное – против.  

4. Понятие «не первый диск» полностью определяет, какой диск 
и куда следует переносить в данный момент, поскольку для «не перво-
го диска» вариант всего один. 

4. Алгоритмическое решение задачи о Ханойской башне. По-
пробуем построить схему алгоритма. Получаем (рис. 8). 

 
Рис. 8. Общий алгоритм решения задачи о Ханойской башне 
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Теперь надо раскрыть подалгоритмы переноса дисков. Перенос 
против часовой стрелки (рис. 9). 

 
Рис. 9. Алгоритм переноса против часовой стрелки 

Перенос по часовой стрелке (рис. 10). 

 
Рис. 10. Алгоритм переноса по часовой стрелке 
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Рассмотрим перенос не первого диска – наименьшего из не пер-
вых (предполагается, что определение не первого выполнено). Для это-
го преобразуем схему алгоритма на рис. 10, сделаем три выхода, полу-
чим (рис. 11). 

 
Рис. 11. Алгоритм переноса по часовой стрелке с выходами А, В, С 

Эти три алгоритма со входами А, В, С применимы и для переноса 
по часовой стрелке с такими же выходами А, В, С (рис. 12). 
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Рис. 12. Алгоритм переноса по часовой  

стрелке с выходами А, В, С 

Выводы. Таким образом, алгоритм решения задачи о Ханойской 
башне на графе «двигаться вправо, если число дисков нечётное», «дви-
гаться влево, если число дисков чётное» без использования графической 
интерпретации может быть интерпретирован как движения по кругу  
с чередованием «по часовой стрелке», «против часовой стрелки». Если 
начальное количество дисков четное, то первый диск движется по часо-
вой стрелке, а если нечетное – против. Для «не первого диска» вариант 
всего один.  В этом плане, оказывается, задача о Ханойской башне хоро-
шо согласуется с такой структурой, как куб [16–19]. Оптимальное реше-
ние – это движение почти по гамильтонову циклу для трёхмерного куба 
ХУХZХУZ и для четырехмерного ХУХZХУХWХУХZХУХ (рис. 13). 

 
Рис. 13. Ханойская башня и куб соседних чисел 
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Оказывается, если заменить обозначения Х на А, Y на В, Z на С, то 
указанный на рис. 13 оптимальный путь в четырёхмерном кубе будет 
соответствовать обозначениям на дюймовой линейке [20]. 
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