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 Представлена математическая постановка прямой и обратной задач Стефана для горизонтального слоя породного
массива с однородными и изотропными теплофизическими свойствами. В качестве гипотезы принято, что теплообмен
в вертикальном направлении пренебрежимо мал по сравнению с теплообменом в горизонтальной плоскости, 
в начальный момент времени породный массив имеет однородную температуру, а температура на поверхностях
замораживающих колонок одинакова для всех колонок и неизменна во времени. Предложен метод, позволяющий
с малыми затратами вычислительных ресурсов получить аппроксимационное решение прямой задачи Стефана для
случая одиночной замораживающей колонки. На основании предложенного метода построен скоростной алгоритм
решения обратной задачи Стефана для случая одиночной замораживающей колонки, основанный на методе 
градиентного спуска. Проведен анализ влияния на решение вида используемых функций, аппроксимирующих поле
температур в зоне охлаждения. Установлено, что временная зависимость радиуса фронта фазового перехода
существенно зависит от выбора аппроксимационной функции, а наиболее предпочтительным является использование
интегральной показательной функции, являющейся решением одномерного уравнения теплопроводности
в цилиндрических координатах. В дальнейшем предложенные метод и алгоритм распространяются на случай 
множества замораживающих колонок, образующих круговой контур, и произвольного количества контрольных
скважин. Представлены результаты расчета обратной задачи Стефана для условий шахтного ствола № 1 строящегося
рудника Петриковского горно-обогатительного комбината с учетом инклинометрии скважин на основании данных
геологии. Рассмотрено влияние несовместности измерений температуры несколькими контрольными скважинами на
получаемое решение. Предложены варианты интерпретации несовместности измеренных в контрольных скважинах 
температур, проведен вероятностный анализ толщины ледопородного ограждения. 
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 Mathematical statement of direct and inverse problem of Stefan for horizontal layer of rock massif with homogenous and 
isotropic thermophysical properties is presented. It is assumed as a hypothesis that heat transfer in vertical direction is negligible 
compared to heat exchange in horizontal plane. At the initial moment, the rock massif has a uniform temperature and the 
temperature on surfaces of freezing columns was the same for all columns and constant in time. A method proposed allows 
getting an approximate solution of the direct Stefan problem for a single freezing column with a small consumption of 
computational resources. Based on a proposed method, a high-speed algorithm for solving inverse Stefan problem for the case 
of a single freezing column is built. An algorithm is based on the gradient descent method. The effect on the solution of 
different types of functions used is analyzed. Functions approximate the temperature field in a cooling zone. It is established 
that time dependence of the radius of a phase transition front essentially depends on the type of an approximation function. The 
most preferable is an integral exponential function that is a solution to the one-dimensional heat equation in cylindrical
coordinates. Then, proposed technique and algorithm are considered for the case of variety of freezing columns that form circle 
counter and random number of control wells. Results of the calculation of inverse Stefan problem for conditions of the shaft 
No. 1 of the mine being under construction at the Petrikovsky ore mining and processing enterprise are presented. The 
calculation included well inclinometry based on geological data. It was studied how measurements of the temperature made at
different wells can affect obtaining solution. Options of interpretation of inconsistency of temperatures measured in control 
wells are offered. Probabilistic analysis of ice wall thickness is carried out.
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Введение 

Одним из наиболее универсальных и надежных 
способов проведения вертикальных шахтных 
стволов в сложных гидрогеологических условиях 
является искусственное замораживание горных 
пород [1]. Суть способа заключается в бурении 
кольца скважин вокруг проектируемого сечения 
ствола, после чего в скважинах монтируются 
замораживающие колонки, по которым 
циркулирует хладоноситель. Таким образом, со 
временем вокруг будущей горной выработки 
создается защитное ограждение из мерзлой 
водонасыщенной породы, предохраняющее 
выработку от поступления подземных вод при ее 
строительстве. Эффективность данного защитного 
ограждения, называемого ледопородным 
ограждением (ЛПО), зависит в конечном счете от 
его герметичности и толщины. 

Производство работ по проходке 
подземных выработок после замораживания 
разрешается только после образования 
замкнутого замороженного контура проектной 
толщины. При этом в процессе выполнения 
работ по замораживанию породного массива 
важно осуществлять непрерывный контроль 
текущего состояния ЛПО и своевременно 
определять момент достижения достаточной 
толщины и сплошности контура из 
замороженных пород [2]. 

За последние годы несовершенство 
существующих способов контроля формирования 
ледопородного ограждения и недостаточная 
точность расчетов его параметров являлись 
причиной проблем с обеспечением герметичности 
ледопородного ограждения на таких горных 
предприятиях, разрабатывающих месторождения 
с повышенной обводненностью, как Гремячинский 
ГОК ОАО МХК «ЕвроХим», Гарлыкский ГОК ГК 
«Туркменхимия», а также рудоуправления 
Верхнекамского месторождения калийно-
магниевых солей [3]. В итоге возникшие 
аварийные случаи при строительстве шахтных 
стволов привели к снижению безопасности 
ведения горных работ и появлению 
дополнительных финансовых затрат. 

В связи с этим в настоящее время отделом 
аэрологии и теплофизики ГИ УрО РАН 
внедряется новая перспективная система 
определения герметичности и толщины ЛПО, 
основанная на использовании технологии 
оптоволоконной термометрии [3, 4]. Данная 
технология позволяет получать в любой момент 
времени распределение температур по глубине 
контрольных скважин, расположенных на 
некотором удалении от контура замораживающих 

колонок и служащих для мониторинга текущего 
теплового режима породного массива. 

При этом появляется задача восстановления 
распределения температур во всем породном 
массиве по данным измерений температуры в 
контрольных скважинах, количество которых, 
как правило, невелико (3–5 шт.). 
Математически это приводит к постановке 
обратной задачи Стефана [4]. 

Ранее в существующих исследованиях 
формирования ЛПО не рассматривались обратные 
задачи теплопроводности (ОЗТ) и обратные задачи 
Стефана (ОЗС). Математический аппарат, 
применявшийся для исследования формирования 
ЛПО в России и за рубежом, – это исключительно 
прямые задачи теплопроводности и Стефана [1, 5–
12]. При этом в литературе существует ряд 
исследований, посвященных анализу корректности 
постановки ОЗТ и ОЗС в общем случае [13, 14], 
анализу численных методов решения ОЗС и ОЗТ 
[15–18]. Классически выделяется две группы 
методов получения устойчивых решений обратных 
задач: саморегуляризация, когда осуществляется 
управление мерой близости получаемого решения 
к точному посредством вариации параметров 
вычислительных алгоритмов, и регуляризация по 
методу А.Н. Тихонова, подразумевающая 
построение регуляризующего оператора, 
сглаживающего функционала и его последующую 
минимизацию [14]. В литературе также 
представлен класс методов дескриптивной 
регуляризации, когда вводятся дополнительные 
стабилизирующие ограничения для искомого 
решения [18]. Общими недостатками 
существующих методов являются алгоритмическая 
сложность, существенные затраты вычислительных 
ресурсов и необходимость дополнительных 
проверок на сходимость и устойчивость решения. 

Целью настоящей работы является разработка 
скоростного метода решения обратной задачи 
Стефана для анализа процесса формирования 
ледопородного ограждения строящихся шахтных 
стволов. Актуальность работы обосновывается 
необходимостью на практике быстро и с 
приемлемой точностью определять фактические 
толщину и сплошность ледопородного 
ограждения. Идея работы состоит в определении 
приближенного аналитического вида распреде-
ления температур в горизонтальном разрезе 
массива для случая множества скважин и его 
использовании для решения обратной задачи 
Стефана, которое будет таким образом сведено к 
определению явной зависимости для функционала 
рассогласования температур в контрольных 
скважинах и его минимизации методом 
градиентного спуска. 
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Математическая постановка прямой  
и обратной задач Стефана 

Рассматривается горизонтальный слой 
породного массива с однородными и изотропными 
теплофизическими свойствами. Принимается, что 
теплообмен в вертикальном направлении 
пренебрежимо мал по сравнению с теплообменом в 
горизонтальной плоскости. В начальный момент 
времени породный массив имеет однородную 
температуру T0, а температура Tw на поверхностях 
замораживающих колонок считается одинаковой 
для всех колонок и неизменной во времени  
(рис. 1). Предполагается, что происходит полное 
превращение воды в лед [19, 20]. 

 
Рис. 1. Контур замораживающих колонок  

в горизонтальном разрезе породного массива:  
1 – зона льда; 2 – зона охлаждения, пунктирная линия –  

текущее положение границы фазового перехода 

В этом случае математическая постановка 
двухмерной прямой задачи Стефана в полярных 
координатах сведется к следующей системе 
уравнений [5]: 
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где k1 – теплопроводность среды в зоне льда, 
Вт/(м·°С); k2 – теплопроводность среды в зоне 
охлаждения, Вт/(м·°С); c1 – удельная тепло-

емкость среды в зоне льда, Дж/(кг·°С); c2 – 
удельная теплоемкость среды в зоне охлаждения, 
Дж/(кг·°С); ρ – плотность среды, кг/м3; Tph – 
температура фазового перехода, °С; L – удельная 
теплота плавления льда, Дж/кг; w – влаго-
содержание массива, кг/кг; Гw – поверхность 
замораживающих колонок; Гph – поверхность 
фронта фазового перехода; Rv – радиус внешней 
границы расчетной области, м; Tw – температура 
стенок замораживающих колонок, °С; T0 – 
температура непотревоженного породного массива 
на удалении, °С. 

Коэффициентная обратная задача Стефана к 
прямой задаче (1)–(7) формулируется 
следующим образом: при условии, что известна 
зависимость температуры от времени на 
поверхностях Гсw контрольных скважин 

  , : ( , )cw cwr T T r t   , (8) 

требуется найти значения теплофизических 
свойств породного массива k1, k2, c1, c2, L при  
0 < t ≤ T и найти функцию T(r, φ, t), которые бы 
удовлетворяли задаче (1)–(7). 

Дополнительно вводятся ограничения на 
теплофизические свойства породного массива – 
соответствующие минимально возможные 
и максимально возможные значения, которые 
определяются исходя из инженерно-геологи-
ческих изысканий [21, 22]. 

Аппроксимация решения прямой  
задачи Стефана для случая одиночной  

замораживающей колонки 

Прежде всего в данном исследовании был 
рассмотрен наиболее простой случай одиночной 
замораживающей колонки. Целью являлось 
нахождение приближенного аналитического 
решения прямой задачи Стефана для данного 
случая.  

В этом случае система (1)–(7) упрощается: 
исчезает зависимость от угла φ, а поверхность 
Гw замораживающих колонок сводится 
к окружности радиуса rw. 

Предлагается записать общее решение 
системы (1)–(7) для случая одиночной 
замораживающей колонки в виде суперпозиции 
локальных решений отдельно для зоны льда 
и зоны охлаждения. Сопряжение двух данных 
локальных решений будет происходить по 
границе фазового перехода rph = rph(t).  

В зоне льда в качестве локального решения 
принимался логарифм, соответствующий случаю 
квазистационарного распространения теплоты [9]: 
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Как показали предварительно проведенные 
численные расчеты прямой задачи Стефана для 
случая одной скважины, такое приближение 
привносит ошибку в определение радиуса 
фронта ледопородного ограждения не более 
чем на 10 % в исследуемом диапазоне времен и 
толщин ледопородного ограждения [3]. 

В зоне охлаждения рассматривалось 
несколько вариантов функционального вида 
локальных решений: экспоненциальный вид, 
тригонометрический вид и вид интегральной 
показательной функции: 
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Здесь a2 – температуропроводность среды в 
зоне охлаждения, м2/с. 

Единственным физически обоснованным 
вариантом здесь является интегральная 
показательная функция, которая представляет 
собой элементарное решение цилиндрического 
одномерного уравнения теплопроводности [23]. 
Только данная функция обеспечивает 
выполнение закона о сохранении количества 
тепловой энергии. Два дополнительных варианта 
локальных решений следует трактовать как чисто 
математический прием подбора аппроксимации 
решения прямой задачи Стефана для одиночной 
замораживающей колонки в зоне охлаждения. 
При этом параметр a2 для формул (11) и (12) уже 
не является в строгом смысле температуропро-
водностью.  

Предложенные базисные функции (10)–(12) 
представлены на рис. 2. В качестве расчетных 
параметров задачи приняты: температура 
непотревоженного массива +10 °С, 
температура поверхности замораживающих 
колонок −20 °С, расчетное время – 40 сут. 

На рис. 2 видно, что экспоненциальная 
функция достаточно близка к точному 

решению цилиндрического уравнения тепловой 
диффузии – интегральной показательной 
функции. При этом тригонометрическая 
функция дает заниженные (до 1,5 °С) значения 
температур в зоне охлаждения, однако это 
можно исправить нормировкой коэффициента 
при температуропроводности в формуле (10).  

 
Рис. 2. Приближенное решение прямой 

цилиндрической задачи Стефана с использованием 
различных аппроксимирующих функций  

в зоне охлаждения: 1 – экспоненциальный вид;  
2 – тригонометрический вид; 3 – вид интегральной  

показательной функции 

Приближенное аналитическое решение (9)–
(12) должно не только правильно отражать 
распределения температур в зоне льда и 
охлаждения, но и давать адекватный прогноз 
временной динамики фронта фазового 
перехода r(t). Функция r(t) определяется 
из решения уравнения (3) после подстановки 
в него градиентов температур, рассчитанных 
из функции (9) и одной из функций (10)–(12). 

На рис. 3 представлены зависимости радиуса 
фронта фазового перехода от времени, 
рассчитанные для каждой из функций (10)–(12). 
Расчет производился численно с использованием 
явного метода Рунге–Кутты 4-го порядка  
[24]. Как следует из рис. 3, все три выбранные 
для зоны охлаждения функции справляются  
с задачей адекватного прогноза временной 
динамики фронта фазового перехода 
(рассогласование менее 6 %). Наиболее жесткую 
оценку снизу для радиуса фронта фазового 
перехода дает решение в виде интегрально-
показательной функции. Таким образом, при 
решении только прямой задачи Стефана лучше 
использовать интегральную показательную 
функцию для представления решения.  
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Рис. 3. Временная диаграмма фронта фазового 

перехода с использованием различных 
аппроксимирующих функций в зоне охлаждения:  

1 – экспоненциальный вид; 2 – тригонометрический  
вид; 3 – вид интегральной показательной функции 

Алгоритм решения обратной задачи 
Стефана для случая одиночной 
замораживающей колонки 

Ранее в настоящей работе было отмечено, что 
наиболее жесткую оценку снизу для радиуса 
фронта фазового перехода при решении прямой 
задачи Стефана дает интегральная показательная 
функция. При анализе обратной задачи Стефана 
данная оценка теряет значение, поскольку расчет 
толщины ледопородного ограждения производится 
по замерам в контрольных скважинах. 

На основании условия (8) можно записать 
следующий функционал рассогласования 
температур в контрольных скважинах, который 
в дальнейшем будет подвержен процедуре 
минимизации: 

 ( ) ( , ) min.
i ie e

i

I T t T r t     (13) 

Суммирование в выражении (13) осущест-
вляется по контрольным скважинам ei.  

В качестве нормы в формуле (14) для оценки 
отклонения решения от требуемых значений на 
временном интервале [t1, t2] принимается 
следующая скалярная величина, являющаяся 
нормой в лебеговом пространстве L2 [25]: 

 
2

1 2

1

2

[ , ]

1
( ) ( ) .

t

t t
t

f t f t dt
T

   (14) 

Требуется определить параметры, по которым 
осуществляется минимизация функционала (13). 
Классически [13] выделяются следующие 
обратные задачи теплообмена: 

1) ретроспективная, когда регулируемыми 
параметрами являются начальные условия; 

2) граничная, когда регулирование осущест-
вляется граничными условиями; 

3) коэффициентная, для которой варьи-
руются физические свойства теплопроводной 
среды (производится идентификация оператора 
теплопроводности). 

Как показывают исследования [21, 22, 26, 
27], при построении математической модели 
формирования ЛПО в породном массиве 
наименьшую достоверность имеют физические 
свойства породного массива и содержащихся в 
них грунтовых вод. Это связано с неодно-
родностью реального породного массива, 
несовершенством методик определения 
физико-механических свойств породного 
массива по извлеченным образцам керна, 
недостаточностью статистических выборок 
образцов и пр. По этим причинам в данном 
исследовании обратная задача Стефана 
считается коэффициентной. В качестве 
варьируемых параметров может быть принято 
до четырех независимых теплофизических 
параметров среды. Это связано с тем, что 
решение T(r, φ, t) зависит от четырех 
безразмерных чисел задачи (1)–(7): Фурье  
в зоне льда Fo1 и зоне охлаждения Fo2, Стефана 
в зоне льда Ste1 и зоне охлаждения Ste2. 

В данной работе рассматривается случай двух 
варьируемых теплофизических параметров – 
теплопроводностей среды в зоне льда k1 и зоне 
охлаждения k2. Для каждого из данных 
параметров устанавливается область допустимых 

значений min max
1 1 1,k k k     и min max

2 2 2,k k k     на 

основании инженерно-геологических изысканий. 
Таким образом, поставлена задача 

минимизации функционала (13) по параметрам 
теплопроводности k1 и k2 породного массива. 

В данной работе был выбран следующий 
итерационный алгоритм решения обратной 
задачи Стефана: 

1. Определение начальных приближений 
для параметров минимизации – теплопровод-
ностей k1 и k2. 

2. Численный расчет зависимости радиуса 
фронта фазового перехода rph(t) от времени  
с использованием явного метода Рунге–Кутты 
4-го порядка. 

3. Численное интегрирование рассогласо-
ваний температур ( ) ( , )

i ie eT t T r t  для каждой 
контрольной скважины для текущих 
теплопроводностей (k1, k2), а также для 
теплопроводностей, отклоненных от (k1, k2) на 
малую величину: (k1 + Δk, k2) и (k1, k2 + Δk). 
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Вычисление интеграла рассогласований I и его 
первых производных. Сравнение интеграла 
рассогласований I с требуемой точностью Iacc. 
В случае, если  I < Iacc, выход из процедуры, 
завершение расчета. 

4. Расчет приращений для параметров 
минимизации методом градиентного спуска 
[28, 29]. Задание новых значений теплопровод-
ностей k1 и k2. Проверка новых значений 
теплопроводностей на предельные мини-
мальные и максимальные значения. 

5. Возврат к пункту 2 (новая итерация). 
 

 
Пример решения  

обратной задачи Стефана. Случай  
одиночной контрольной скважины 

На рис. 4, 5 представлен пример решения 
обратной задачи Стефана методом минимизации 
аппроксимирующей функции для случая 
одиночной контрольной скважины с заданной 
зависимостью температуры от времени в виде 

 ( ) 8 5arctan
345600ie

t
T t     

 
. (15) 

 
 

Входные параметры задачи: теплопроводность 
среды в зоне льда 2,5 Вт/(м·°С); теплопроводность 
среды в зоне охлаждения 1,5 Вт/(м·°С); удельная 
теплоемкость среды в зоне льда 800 Дж/(кг·°С); 
удельная теплоемкость среды в зоне охлаждения 
850 Дж/(кг·°С); плотность среды 2000 кг/м3; 
температура фазового перехода 0 °С; удельная 

теплота плавления льда 330 кДж/кг; 
влагосодержание массива 0,3 кг/кг; температура 
стенок замораживающей скважины −20 °С; 
температура непотревоженного породного массива 
на удалении +10 °С. 

В качестве аппроксимирующих функций 
рассмотрены интегральная показательная, 

Рис. 4. Временная диаграмма температуры 
массива на поверхности контрольной 
скважины: 1 – целевая функция; 2 – начальное 
приближение решения; 3 – решение обратной 
задачи Стефана методом минимизации
              аппроксимирующей функции 
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тригонометрическая и экспоненциальная. 
Достичь хорошей сходимости решения удалось 
для всех трех видов функций, однако 
получаемые при этом распределения 
температур, результирующие значения 
коэффициентов теплопроводности и толщин 
ледопородного ограждения существенно 
различны между собой (см. рис. 4, 5). 

 
Рис. 5. Решение обратной задачи Стефана; временная 
диаграмма фронта фазового перехода с исполь-
зованием различных аппроксимирующих функций  
в зоне охлаждения: 1 – вид интегральной 
показательной функции; 2 – тригонометрический вид;  
                        3 – экспоненциальный вид 

Из анализа графиков рис. 4 становится ясно, 
что каждое решение T = T(r,t) приблизилось к 
заданной функции Te(t) настолько близко, 
насколько это было возможно с учетом 
ограниченности функционального вида этого 
решения, а также граничных и начальных 
условий. Различия функционального вида 
решения обусловили также различия в 
результирующих коэффициентах теплопровод-
ности среды, к которым сошлись итерационные 
процедуры алгоритма решения ОЗС (табл. 1),  
и различия в получаемых толщинах 
ледопородного ограждения (см. рис. 5). 

Т а б л и ц а  1  

Коэффициенты теплопроводности,  
полученные при решении ОЗС 

Коэффициент 
теплопро-
водности 

Интегральная 
показательная 

функция 

Экспонен-
циальная 
функция 

Тригономет-
рическая 
функция 

В зоне льда 3,5 3,0 2,8
В зоне 
охлаждения 

 
2,6 

 
0,6 1,5

 

Если принять кривую rph(t) для 
интегральной показательной функции за 

достоверную, то ошибка определения толщины 
ледопородного ограждения на 15-е сутки для 
выбранных расчетных параметров при 
использовании тригонометрической функции 
составляет 20 %, а при использовании 
экспоненциальной функции – 50 %. 

Решение обратной задачи Стефана  
для случая множества 

замораживающих колонок 

Предложенный метод решения обратной 
задачи Стефана может быть перенесен на случай 
множества замораживающих колонок и множества 
контрольно-термических скважин (рис. 6). 

 
Рис. 6. Распределение температур в горизонтальном 
срезе породного массива, полученное в результате 

решения обратной задачи Стефана 

В случае множества замораживающих колонок 
аппроксимационная зависимость температуры от 
времени, пространственных координат и 
теплофизических параметров задачи может быть 
определена следующим образом. Расчетная 
область разбивается на три подобласти: 

1) зона льда около замораживающих колонок, 
2) зона охлаждения внутри контура 

замораживающих колонок, 
3) зона охлаждения снаружи контура 

замораживающих колонок. 
Функциональный вид поля температур в зоне 

льда около замораживающих колонок по-
прежнему определяется по формуле (9). Поскольку 
функция (9) является потенциальной, ее 
суперпозиция для множества скважин не приводит 
к нарушению равенства в уравнении (1): 

        1
1

ln /
ln /

.

fN
w

w ph wi
i ph wi

cal ph

T
T T T r r

r r

с T



 
    
  

 


   (16) 
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Здесь Nf – количество замораживающих 
колонок; rwi – радиус-вектор центра 
замораживающей колонки № i; rph – 
полутолщина ледопородного ограждения 
(расстояние от фронта фазового перехода до 
контура замораживающих колонок); ccal – 
калибровочный параметр, вводимый для 
выполнения граничного условия (5). 

В рамках данного подхода используется 
приближение, согласно которому внутренний и 
внешний фронты фазового перехода движутся 
с одинаковой скоростью. Данное приближение 
позволяет оперировать такой величиной, как 
полутолщина ледопородного ограждения rph, 
которая равна расстоянию от любого из двух 
фронтов фазового перехода до контура 
замораживающих колонок. 

Функциональный вид поля температур в зоне 
охлаждения снаружи контура замораживающих 
колонок определяется функцией (12). Поле 
температур на удалении от контура 
замораживающих колонок на величину 
нескольких радиусов колонки rw становится 
осесимметричным (см. рис. 5), таким образом, 
поле температур в данной задаче становится 
подобно полю температур от некоторой 
одиночной абстрактной замораживающей 
колонки с радиусом, приблизительно равным 
сумме радиуса контура замораживающих 
колонок rc  и текущего значения полутолщины 
ледопородного ограждения rph: 

 
 

2
0

2 0 2
2

2

Ei
4

Ei
4

ph

c ph

T T r
T T

a tr r

a t

  
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. (17) 

Функциональный вид поля температур в зоне 
охлаждения внутри контура замораживающих 
колонок определяется с помощью ограниченного 
ряда Фурье–Бесселя [30]: 
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(18)

 

Количество членов ряда Фурье определяется 
на основании предварительного анализа 
сходимости ряда для данного момента времени. 
Для рассматриваемых времен образования 

ледопородного ограждения t ≈ 10–100 сут 
сходимость ряда Фурье обеспечивается уже при 
рассмотрении только 5–10 первых его членов. 

Состыковка функций (16)–(18) осуществляется 
на внутреннем и внешнем фронтах фазового 
перехода. В уравнениях (16)–(18) величина радиуса 
фазового перехода rph  в общем случае является 
параметром задачи. Она может быть рассмотрена 
как параметр оптимизации или может быть 
найдена из численного решения обыкновенного 
дифференциального уравнения первого порядка (3) 
после подстановки в него градиентов температур, 
рассчитанных из функций (16)–(18). 

Следует отметить, что в рамках 
предложенного подхода считается, что 
замораживающие колонки образуют правильный 
круговой контур (отсутствие инклинометрии). 
Предложенный подход будет иметь 
дополнительную погрешность тем большую, чем 
больше инклинометрия скважин. 

Далее определяется функционал рассогла-
сования температур в контрольных скважинах и 
минимизируется методом градиентного спуска. 
На рис. 6 представлено распределение температур 
в горизонтальном срезе породного массива, 
полученное для условий шахтного ствола № 1 
строящегося рудника Петриковского горно-
обогатительного комбината. 

На рис. 6 также представлен контур из 41 
замораживающей колонки и четыре контроль-
ные скважины: КТ-1 (–1,5 °С), КТ-2 (–1,1 °С), 
УКЛО (2,5 °С), ГН-2 (5,7 °С). Температуры 
контрольных скважин соответствуют времени 
замораживания 60 сут.  

Входные параметры задачи: температура 
фазового перехода –2,1 °С; температура стенок 
замораживающей скважины −20 °С; температура 
непотревоженного породного массива на 
удалении +6,3 °С; радиус контура заморажи-
вающих колонок 8,2 м; радиус замораживающей 
колонки 0,17 м; плотность среды 1960 кг/м3; 
начальная теплопроводность среды в зоне льда 
1,5 Вт/(м·°С); начальная теплопроводность среды 
в зоне охлаждения 1,29 Вт/(м·°С); удельная 
теплоемкость среды в зоне льда 1421 Дж/(кг·°С); 
удельная теплоемкость среды в зоне охлаждения 
1566 Дж/(кг·°С). 

В результате минимизации функционала 
рассогласования температур получено, что 
теплопроводности в зоне льда и зоне охлаждения 
равны 1,24 и 0,97 Вт/(м·°С) соответственно. 
Толщина ЛПО составила 1,94 м. 
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Функционал рассогласования температур в 
конце итерационной процедуры равен 0,6 °С. 
Ненулевое значение функционала рассогласо-
вания температур обусловлено: 

– погрешностью численного метода; 
– несовместностью условий (8) для четырех 

различных скважин. 
 

Случай несовместности измерений  
температур несколькими  

контрольными скважинами 

При поиске решения обратной задачи 
Стефана для случая наличия нескольких 
контрольных скважин возникает вопрос о 
несовместности условий (8) для различных 
скважин. К примеру, если рассмотреть задачу о 
формировании симметричного ледопородного 
ограждения около единично взятой скважины, 
рассмотреть две контрольные скважины, 
удаленные с разных сторон на одинаковое 
расстояние от замораживающей колонки (рис. 7), 
и задать в них различные значения температур 
вида (8), то удовлетворить обоим этим условиям 
одновременно при решении обратной задачи 
Стефана не удается.  

 
Рис. 7. Геометрическая модель породного массива  
с замораживающей колонкой и двумя контрольными 
скважинами: 1 – замораживающая колонка; 2 – фронт 
фазового перехода; 3 – контрольные скважины;  
 4 – зона льда; 5 – зона охлаждения породного массива 

Если формально построить функционал вида 
(13), представляющий сумму рассогласований по 
всем контрольным скважинам, и 
минимизировать его каким-либо корректным 
способом, то скорее всего удастся получить 
некоторое среднее решение, которое как-то 
рассогласуется с каждой из контрольных 
скважин, но в целом по всем скважинам дает 
минимальное рассогласование. Такой 
формальный подход, скорее всего, применим в 

случае, когда несовместность показаний 
температур по всем контрольным скважинам 
мала и среднее решение, получаемое из 
минимизации формально построенного 
функционала (13), слабо рассогласуется с каждой 
из контрольных скважин. 

Однако на практике часто возникают случаи 
сильно несовместных показаний температур по 
контрольным скважинам. Это может быть 
связано как с погрешностью измерительной 
процедуры в контрольных скважинах, так и с 
погрешностями измеренных теплофизических 
параметров породного массива (неоднородность 
свойств), неточностью технологических 
показателей (температура и расход закачки 
хладагента в замораживающие колонки). 
Зачастую получение более точных сведений об 
этих параметрах на практике для реальных 
строящихся стволов невозможно.  

Данные факты указывают на необходимость 
привлечения вероятностного подхода для 
анализа толщины ледопородного ограждения.  
В рамках данного подхода толщина 
ледопородного ограждения будет представляться 
вероятностной функцией от времени t и 
удаленности r от замораживающей колонки (или 
контура замораживающих колонок). 

Для реализации вероятностного подхода 
требуется задаться какими-либо гипотезами о 
характере рассогласования модельного 
распределения температур с фактическим 
экспериментально-измеренным для каждой 
скважины. Возможными вариантами являются 
гипотеза о недостоверных показаниях скважин 
и гипотеза о природной аномалии.  

1. Гипотеза о недостоверных показаниях 
скважин. В рамках данной гипотезы считаем, 
что рассогласование связано с погрешностью 
экспериментальных измерений и вызвано 
малым количеством контрольных скважин по 
сравнению с их общим количеством. 
Поскольку на практике зачастую приходится 
иметь дело с 3–5 контрольными скважинами, 
можно принять, что рассогласование вызвано 
одной контрольной скважиной. Для устранения 
высокого рассогласования модельного 
распределения температур с фактическим 
предлагается убрать наиболее противоречивую 
контрольную скважину из рассмотрения. 

В случае, когда ошибка показаний наиболее 
противоречивой контрольной скважины сущест-
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венна, данная скважина может быть исключена с 
помощью ручной обработки. В тех случаях, когда 
невозможно заранее определить контрольную 
скважину с недостоверными данными, предла-
гается произвести поочередное отбрасывание 
каждой скважины из рассмотрения и N раз 
минимизировать функционал (13) для каждой 
комбинации из N–1 скважины. На выходе 
получится выборка из N радиусов rph(t) ледопо-
родного ограждения и N соответствующих им 
минимальных достижимых рассогласований 
(значение функционала (13)) внутри каждой 
комбинации из N–1 скважины. Исходя из получен-
ных рассогласований Ii рассчитывается функция 
распределения вероятности толщины ледопо-
родного ограждения в виде точек (ri, Pi) (табл. 2). 
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Т а б л и ц а  2  

Расчет вероятности толщины ледопородного  
ограждения в рамках гипотезы  

о недостоверных показаниях скважин 

Показатель 
Номер исключенной скважины

1 2 3 4 
Радиус ЛПО ir , м 0,25 0,28 0,29 0,34 

Рассогласование iI , °С 0,582 0,408 0,336 0,142 

Вероятность, % 100 84 59 32 

 
Графически функция распределения 

вероятности толщины ледопородного 
ограждения представлена на рис. 8. 

 
Рис. 8. Функции распределения толщины 
ледопородного ограждения r: 1 – гипотеза  
о недостоверных показаниях скважин;  

2 – гипотеза о природной аномалии 

2. Гипотеза о природной аномалии. Данная 
гипотеза, так же как и предыдущая, 
предполагает, что рассогласование вызвано 
малым количеством контрольных скважин по 
сравнению с их общим количеством. Однако 
здесь имеется существенное отличие в том, что 
наименее достоверные скважины не 
отбрасываются, а также учитываются в расчете 
толщины ледопородного ограждения. 

Сильное отклонение в показании отдельной 
контрольной скважины по сравнению с 
остальными может быть вызвано не только 
погрешностью показаний. Оно также может быть 
связано с каким-либо геологическим нарушением 
(трещина, инородное включение в породах), 
приводящим к существенному нарушению 
однородности физических свойств породного 
массива в локальной области. Это, в свою 
очередь, может привести к замедлению скорости 
формирования ледопородного ограждения 
вокруг контура замораживающих скважин в 
локальной зоне, подверженной влиянию этого 
геологического нарушения. Тем самым толщина 
ледопородного ограждения в этой локальной 
зоне может быть ниже, чем в остальной части 
около контура замораживающих скважин. 

Предлагается построить N решений 
обратной задачи Стефана для каждой 
контрольной скважины в отдельности.  
В результате получен массив толщин 
ледопородного ограждения. На выходе также 
получаем выборку из N радиусов  
rph(t) ледопородного ограждения и N 
соответствующих им минимальных 
достижимых рассогласований для каждой 
скважины. Считая наличие геологических 
нарушений равновероятным, рассчитываем 
вероятности Pi равными для каждой скважины 
независимо от полученных рассогласований 
Ii, которые в данном случае рассмотрения 
каждой контрольной скважины должны  
быть достаточно малы.  В табл. 3 представлены 

Т а б л и ц а  3  

Расчет вероятности толщины  
ледопородного ограждения в рамках  
гипотезы о природной аномалии 

Показатель 
Номер рассмотренной скважины 
1 2 3 4 

Радиус ЛПО ir , м 0,41 0,32 0,29 0,14 

Вероятность, % 25 50 75 100 
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результаты расчета радиуса ri и вероятности 
того, что толщина ледопородного ограждения 
составляет не менее данного радиуса  ri, с 
учетом гипотезы о природной аномалии. 

На рис. 8 представлены функции распределения 
толщины ледопородного ограждения r для каждой 
из двух рассмотренных гипотез. 

Заключение 

В данной работе проведено исследование 
обратной задачи Стефана применительно 
к проблеме контроля состояния ледопородного 
ограждения при проходке шахтных стволов. 
Основными научными результатами являются: 

1. Математическая постановка прямой и 
обратной задачи Стефана для горизонтального 
слоя породного массива с однородными и 
изотропными теплофизическими свойствами.  

2. Метод, позволяющий с малыми затратами 
вычислительных ресурсов получить аппроксима-
ционное решение прямой задачи Стефана  
для  случая одиночной замораживающей колонки 

и для случая произвольного количества 
замораживающих колонок, расположенных по 
круговому контуру.  

3. Численная реализация метода решения 
обратной задачи Стефана для случая одиночной 
замораживающей колонки и для случая 
произвольного количества замораживающих 
колонок, расположенных по круговому контуру.  

4. Анализ влияния на решение вида 
используемых функций, аппроксимирующих 
поле температур в зоне охлаждения.  

5. Расчет обратной задачи Стефана для условий 
шахтного ствола № 1 строящегося рудника 
Петриковского горно-обогатительного комбината.  

6. Исследование и интерпретация несов-
местности измеренных в контрольных 
скважинах температур, вероятностный анализ 
толщины ледопородного ограждения. 

 
Исследование выполнено при финансовой 

поддержке Российского научного фонда в 
рамках научного проекта № 17-11-01204. 
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