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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ АРМИРОВАННЫХ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПРИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОМ  

ДЕФОРМИРОВАНИИ МАТЕРИАЛОВ КОМПОНЕНТОВ КОМПОЗИЦИИ 
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О  СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 30 мая 2018 г. 

Принята: 25 июня 2018 г. 

Опубликована: 29 июня 2018 г. 

 Сформулирована начально-краевая задача упругопластического деформирования 
гибких волокнистых цилиндрических круговых оболочек. Перекрестное армирование осу-
ществляется по эквидистантным поверхностям. Механическое поведение материалов фаз 
композиции описывается уравнениями теории течения с изотропным упрочнением. Гео-
метрическая нелинейность рассматривается в приближении Кармана. Учитывается ослаб-
ленное сопротивление волокнистых оболочек поперечным сдвигам. Получены система 
разрешающих уравнений и соответствующие ей граничные и начальные условия, которые 
позволяют с разной степенью точности определять напряженно-деформированное со-
стояние в компонентах композиции гибких цилиндрических оболочек. Из полученных урав-
нений, граничных и начальных условий в первом приближении вытекают соотношения 
традиционной неклассической теории Редди. Решение поставленной начально-краевой 
задачи строится на основе явной численной схемы «крест». Исследованы особенности 
неупругого динамического и квазистатического деформирования очень коротких, коротких 
и длинных волокнистых цилиндрических оболочек разной относительной толщины при 
разных структурах армирования. Обнаружено, что при динамическом нагружении таких 
конструкций внутренним давлением теория Редди может приводить к неприемлемым ре-
зультатам. Различие в расчетах по теории Редди и уточненным теориям возрастает с уве-
личением рассматриваемого интервала времени. Продемонстрировано, что при проведе-
нии динамических расчетов очень тонких цилиндрических армированных оболочек необ-
ходимо учитывать изменение их метрики по толщине конструкции. Показано, что в силу 
геометрической и физической нелинейности сформулированной задачи максимальные 
прогибы в тонких оболочках могут возникнуть после нескольких десятков осцилляций во-
локнистой конструкции, а не только окрестности начального момента времени, когда ци-
линдрическая оболочка подвергается кратковременному, но интенсивному динамическому 
нагружению. 
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 The initial boundary value problem of elastic-plastic deformation of flexible fibrous cylindrical 
circular shells is formulated. The crossed reinforcement is located on equidistant surfaces. The 
mechanical behavior of the materials of the composition components is described by the 
equations of the theory of flow with isotropic hardening. The geometric nonlinearity is taken into 
account in the Karman approximation. The weakened resistance of the fibrous shells by the 
transverse shear is taken into account. The system of governing equations and the 
corresponding boundary and initial conditions, which allow determining the stress-strain state in 
the components of the composition of flexible cylindrical shells with varying degrees of accuracy, 
are obtained. The relations of the traditional non-classical Freddy theory follow from the obtained 
equations, boundary and initial conditions in the first approximation. The solution of the 
formulated initial-boundary problem is based on an explicit numerical "cross" scheme. The 
features of inelastic dynamic and quasi-static deformation are studied for very short, short and 
long fibrous cylindrical shells of different relative thicknesses for different reinforcements. It is 
found that under dynamic loading of such structures by internal pressure, Reddy theory can lead 
to inadmissible results. The difference in the calculations of the Reddy theory and the refined 
theories increases with the increasing time interval. It is shown that for the dynamic calculations 
of very thin cylindrical reinforced shells, it is necessary to take into account the change of their 
metrics on the thickness of the structure. It is shown that due to the geometric and physical 
nonlinearity of the formulated problem, the maximum deflections in thin shells can occur after 
several tens of oscillations of the fibrous structure, and not only the neighborhood of the initial 
moment of time when the cylindrical shell is under short-term intensive dynamic loading. 
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Введение 

 

Армированные цилиндрические оболочки все более 

широко используются в конструкторской практике  

в качестве силовых элементов изделий авиационного  

и ракетно-космического назначения, в энергетических 

установках, в качестве резервуаров для хранения хими-

чески активных веществ и др. [1–6], что актуализирует 

проблему адекватного математического моделирования 

механического поведения таких конструкций, особенно 

при воздействии на них высокоинтенсивных нагрузок, 

характерных для современных инженерных изделий [1, 

2, 7–22]. Точность и глубина математического описания 

при этом зависят от степени учета расчетной схемой 

различного количества структурных элементов и от 

используемой теории расчета. 

Деформирование анизотропных и слоистых оболо-

чек в рамках гипотез классической теории изучалось в 

[7, 8]. Однако при этом не удается учесть ослабленное 

сопротивление таких конструкций поперечным сдви-

гам. Традиционно поперечные сдвиги в оболочках из 

композиционных материалов (КМ) учитываются либо в 

рамках теории Рейсснера–Миндлина [1, 2, 9, 11, 12, 16, 

18], либо теории Амбарцумяна–Редди [8, 10, 17, 19]; 

реже используются теории более высокого порядка [13, 

14, 20–22]. При этом подавляющее большинство публи-

каций посвящено рассмотрению линейно-упругого или 

линейно-вязкоупругого поведения тонкостенных КМ-

конструкций [1, 2, 7–14, 17–21]. Однако материалы 

компонентов композиции армированных оболочек мо-

гут обладать упругопластическими свойствами [3, 23–

25]. Проблема математического моделирования упруго-

пластического деформирования КМ-оболочек при ин-

тенсивных нагрузках находится в стадии становления. 

Так, в [9] изучалась динамика тонкостенных КМ-

конструкций в пределах линейно-упругого деформиро-

вания их материалов, а также упругопластическое де-

формирование слоистых элементов конструкций с изо-

тропными материалами слоев. В работе [26] в рамках 

кинематической модели Редди исследовано нелинейно-

упругое динамическое поведение армированных поло-

гих оболочек. В [27] построена структурная модель уп-

ругопластического деформирования изгибаемых арми-

рованных пластин с привлечением гипотез теории 

Рейсснера и Редди, а в [22] на основе этой же структур-

ной модели построена уточненная (по сравнению с мо-

делью Редди) теория неупругого изгибного деформиро-

вания пологих армированных оболочек. В монографии 

[19] показано, что при линейно-упругом поведении ма-

териалов компонентов композиции армированных тон-

костенных элементов конструкций уточнение теории 

Редди не требуется. В работе же [22] продемонстриро-

вано, что при упругопластическом динамическом де-

формировании материалов фаз композиции волокни-
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стых пластин и пологих оболочек требуется использо-

вание более точных, чем теория Редди, моделей изгиб-

ного поведения таких элементов КМ-конструкций. 

Для численного интегрирования начально-краевых 

задач механики пластин и оболочек, как правило, ис-

пользуются явные схемы типа «крест» [9, 22, 26, 27] 

или неявные методы Ньюмарка [28–31]. 

В связи с вышеизложенным данная работа посвя-

щена построению уточненной модели упругопластиче-

ского деформирования гибких армированных цилинд-

рических оболочек с использованием пошаговой явной 

численной схемы «крест». 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматриваем тонкую замкнутую круговую цилинд-

рическую оболочку длиной L, толщиной 2h и радиусом 

срединной поверхности R, причем  2 min ,h L R   

(рис. 1). Свяжем с оболочкой цилиндрическую систему 

координат 
ix  так, что 

1x  – осевая координата (
10 x L  ), 

2x  – угловая окружная координата (
20 2x   ), 

3x  – 

радиальная координата (
3R h x R h    ). Конструкция 

спирально-перекрестно усилена N семействами волокон  

с углами 
s  (отсчитываемыми от направления 

1Ox )  

и плотностями 
s  (1 s N  ) армирования (см. рис. 1, б, 

где изображен случай 2N  ). Волокна укладываются по 

поверхностям, эквидистантным срединной поверхности 

оболочки ( 3 constx  ); структура армирования в радиаль-

ном направлении 
3Ox  квазиоднородна. 

Кинематические соотношения, связывающие де-

формации ij  и перемещения точек 
iU  гибкой оболоч-

ки, в приближении Кармана имеют вид [1, 8, 32]: 

 

 

 

2

11 1 1 1 3

21 1 2

22 3 2 2 3 3 3 2 3

1 1

12 3 2 1 1 2 3 1 3 2 3 33 3 3

0,5 ,

0,5 ,

2 , ;

U U

x U x U x U

x U U x U U U
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 

    

     

          

  (1) 

  1 1

13 3 1 1 3 23 3 2 3 3 3 3 22 , 2 ,U U x U x x U            (2) 

где 
i  – оператор частного дифференцирования по пе-

ременной 
ix  ( 1, 3i  ). 

В работе [22] было показано, что при наличии на 

лицевых поверхностях оболочки касательных нагрузок, 

которыми нельзя пренебречь, не удается построить яв-

ную численную схему типа «крест» так, чтобы соответ-

ствующие силовые граничные условия были удовлетво-

рены. Принимая это во внимание, в настоящем исследо-

вании ограничимся рассмотрением практически 

важного частного случая, когда на лицевых поверхно-

стях цилиндрической оболочки действуют только нор-

мальные нагрузки (см. рис. 1, а). На основании этого 

предположения для учета ослабленного сопротивления 

армированной цилиндрической оболочки поперечному 

сдвигу деформации 
3i  аппроксимируем следующим 

образом [22]: 

 

   

   

 

2 2
( )

3 32
0

1 2 1 2 3 3

0

1 2
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: 0 , 0 2 ,

kK
k

i i

k

h z z
t t

hh

x x x x x x R z

G z h t t i

G x L x



  
   

 

   

   

     

r x

x r

x

x

  (3) 

где 
0t  – начальный момент времени t; r – вектор места 

точки оболочки; x – вектор места точки срединной по-

верхности оболочки ( 0z  ); G – область, занимаемая 

срединной поверхностью оболочки в координатах 
1 2Ox x

; z – введенная для удобства изложения новая радиаль-

ная координата, отсчитываемая от срединной поверхно-

сти оболочки; 
( )

3

k

i  – коэффициенты частичных сумм, 

подлежащие определению; K – целое число, задающее 

количество слагаемых, которые удерживаются в сте-

пенных разложениях. При 0K   из (3) вытекают соот-

ношения, соответствующие кинематическим гипотезам 

модели Редди [8, 10, 17, 19]. 

 

а                                                                                                      б 

 
  

 
z

1

2 1x

 
 

 

 
3x

1x

R

h
h

p

O

L

1x

Рис. 1. Цилиндрические КМ-оболочки: жестко закрепленная только на левой кромке (а);  

жестко закрепленная на обеих кромках (б) 

Fig. 1. Cylindrical shells clamped only on the left edge (a) and clamped on both edges (b) 
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В соответствии с гипотезой, традиционно приме-

няемой при изгибе тонкостенных элементов конст-

рукций, изменяемостью перемещения  3 ,U t r  в ра-

диальном направлении 
3Ox  пренебрегаем [1, 2, 7–12, 

16–22, 26–28]: 

    3 0, , , , , ,U t w t G z h t t   r x x   (4) 

где w – прогиб точек срединной поверхности оболочки  

( 0z  ). 

Используя равенства (2) при учете соотношений (3) 

и (4), получаем выражения для тангенциальных пере-

мещений точек цилиндрической оболочки 

 

       

     

   

( ) ( )

1 1 1 1 13

1

2 2 2

( ) ( )

2 23 0

, , , ,

, ,

, , , , ,
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

    
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    
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r x x

r x

x x

  

(5)

 

где 
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  
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  (6) 

1u , 
2u  – продольное и окружное перемещения точек 

срединной поверхности оболочки ( 0z  ); суммирова-

ние по индексу k здесь и далее производится от 0 до K, 

как это указано в (3). 

После подстановки соотношений (5) при учете (4)  

и (6) в равенства (1) получим выражения для тангенци-

альных деформаций 
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Таким образом, в соотношениях (3), (5) и (7) неиз-

вестными являются функции w, 
iu  и 

( )

3

k

i  ( 1, 2i  , 

0 k K  ), зависящие от времени t и двух пространст-

венных переменных 1x  и 2x . 

Как и в [22, 27], предполагается, что материалы 

компонентов композиции конструкции однородны  

и изотропны, а их упругопластическое деформирование 

описывается соотношениями теории течения с изотроп-

ным упрочнением. Деформации фаз композиции малы. 

На основании традиционной для тонкостенных элемен-

тов КМ-конструкций силовой гипотезы  33 , 0t r  

[1, 2, 7–12, 16–22, 26–28], согласно рассуждениям из 

[27], получим определяющее уравнение для композиции 

рассматриваемой цилиндрической КМ-оболочки, кото-

рое имеет матричный вид: 

 , B    (8) 

где 

 
 

 

11 22 12 13 23

11 22 12 13 23

, , , , ,

, , , , ;

T

T

     

     




  (9) 

 ,   – векторы-столбцы, компонентами которых явля-

ются скорости средних напряжений ij  и деформаций ij  

в композиции; B – 5 5 -матрица, вычисляемая по форму-

ле (33) из [27], компоненты которой ijb  зависят от упруго-

пластического состояния материалов фаз композиции и от 

структуры армирования; T – операция транспонирования; 

точка означает дифференцирование по времени t. Так как 

элементы ijb  матрицы B зависят от упругопластического 

состояния материалов компонентов композиции, соотно-

шение (8), строго говоря, является нелинейным, поэтому в 

каждый момент времени t в каждой точке r конструкции 

(независимо от других точек) необходимо организовать 

итерационный процесс, аналогичный итерационной про-

цедуре «посадки» напряженного состояния на поверх-

ность текучести [9]. Как показано в работе [22], для прове-

дения практически приемлемых расчетов вполне доста-

точно использовать две итерации. 

Осредненные напряжения в композиции ij  удов-

летворяют уравнениям движения элемента 
3 1 2x dx dx dz  

армированной среды, которые в цилиндрической сис-

теме координат при учете (4) в приближении Кармана 

имеют вид [1, 8, 32] 

     

     

     

     
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1
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12 23 1 13 33 1 1

1

2 1 21 13 2

1 1

2 22 23 2

1 1

23 33 2 23 2

,

, ,

,

, ;

z

z

U t w R z

w w X t

U t R z w

R z R z w

R z w R z X t





 

 

         

         

        

        

          

r

r

r

r

 

(10)

 

     

     

   

1

3 1 13 11 1 12 2

1 1

2 23 21 1 22 2

1

33 22 3 0

,

, , , , ,z

U t w R z w

R z w R z w

R z X t G z h t t



 



          

          

         

r

r x

 

(11)

 

где 

 0 0 0

1 1

, 1 ;
N N

s s s

s s 

              (12) 
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0 , 
s  – объемная плотность материала связующего и 

волокон s-го семейства; 
iX  – компоненты объемной на-

грузки, действующей на армированный материал, которые 

определяются по правилу простой смеси аналогично (12). 

Для получения на основании равенств (10) и (11) 

двумерных уравнений движения элемента оболочки 

используем метод взвешенных невязок [33]. В качестве 

весовых функций используем однородные полиномы 
lz  ( 0l  ). Согласно этому методу, умножим уравнения 

(10) на lz  и проинтегрируем результат по толщине обо-

лочки, а уравнение (11) проинтегрируем с весом 1,0, 

тогда при учете (4) получим следующие уравнения 

движения в силовых факторах: 

 

 

 

   

   

     

( ) ( ) ( )

1 1 11 13 1

( ) ( ) ( 1) ( 1)

2 12 23 1 13 33 1
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33 33 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 21 13 2 2 22 23 2

( 1) ( 1)

23 33 2

1 ( )
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1

l l l

l l l l
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i

l l l l l

l l
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M M w lM lM w

h w X t

u M M w M M w

lM lM w
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 

 

 

     
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 

         

   

     

x
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1 ( )

33 2
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23 2 , , 0 1;l l

w

M X t l K

   
 

    x

 

(13)
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 
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2
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       

      

     x x

  

(14)

 

где 
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h
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


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
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
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


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x r

x x

x r

r
x

r
x

x r

 

 (15) 

При выводе уравнений (13) была использована 

формула интегрирования по частям. 

Согласно третьему равенству (15), в рамках гипотез, 

принимаемых для тонких оболочек, некоторым введен-

ным силовым факторам можно дать механическую 

трактовку: (0)

ij ijM F , (1)

ij ijM M  – приближенно пред-

ставляют собой мембранные усилия и изгибающие и 

крутящие механические моменты в тонкой цилиндриче-

ской оболочке; 
(0)

3 3i iM F  ( , 1, 2i j  ) – приближенные 

выражения для поперечных сил; остальные силовые 

факторы ( )l

ijM , ( )l

ijM  и 
( )l

ijM , определенные в (15), – ма-

тематические моменты высших порядков, вычисленные 

с весами lz ,  
1 lR z z


  и  
2 lR z z


  соответственно. 

Согласно второму соотношению (15), нормальные 

напряжения 
( )

33

  известны из силовых граничных усло-

вий, заданных на лицевых поверхностях оболочки 

z h   (на рис. 1, а изображен случай 
( )

33 0   и 

( )

33 p   ). Напомним, что по предположению каса-

тельные напряжения на лицевых поверхностях отсутст-

вуют (
( )

3 0i

  , 1, 2i  ). На основании исследований, 

проведенных в [1], напряжение  33 ,t r  с приемлемой 

для инженерных приложений точностью можно линей-

но аппроксимировать по поперечной координате z: 
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r
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(16)

 

На основании третьего и четвертого равенств (15) 

при учете (16) вычислим в соотношениях (13) следую-

щие сомножители: 
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x

  (17) 

где функция  l z  определена в (6). 

Для однозначного интегрирования рассматриваемой 

начально-краевой задачи необходимо задать соответст-

вующие начальные и граничные условия. Если на тор-

цевой поверхности оболочки ( 1 0x   и/или 1x L ) за-

даны силовые граничные условия, то в приближении 

Кармана при учете (4) имеем [1, 8, 32] 

 

   

     

1 11 13 1 1
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r

r
  (18) 

 

     
1

1 13 11 1 12 2 3

1 1 2 0

, ,

0 и/или , 0 2 , , ,

n w R z w p t

x x L x z h t t


       

      

r
  (19) 

где 1 1n   при 1x L  и 1 1n    при 1 0x  . 
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Если на торцевой поверхности оболочки заданы ки-

нематические граничные условия (см. (4) и (5)), то имеем 

 

   3 1

1 2 0

, , , 0

и/или , 0 2 , ;

w t U t x

x L x t t

 

    

x x
  (20) 

  

    1

1 2 0

, , , 0

и/или , 0 2 , , , 1, 2.

j jU t U t x

x L x z h t t j

 

      

r r
  (21) 

Здесь 
ip  – заданные на торцевой поверхности оболочки 

внешние распределенные нагрузки, действующие в на-

правлениях 
ix  ( 1, 3i  ); 

3U
 – заданный на кромке про-

гиб; jU  – заданные на торцевой поверхности переме-

щения в тангенциальных направлениях jx  ( 1, 2j  ). 

При 
0t t  необходимо использовать начальные ус-

ловия (см. (4), (5)) 

        0 03 0 03, , , , ;w t U w t V G  x x x x x  (22) 

 

       0 0 0 0, , , ,

, , 1, 2,

j j j jU t U U t V

G z h j
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r r r r

x
  (23) 

где 
0iU , 

0iV  ( 1, 3i  ) – заданные в начальный момент 

времени 
0t  перемещения и скорости точек оболочки. 

Для получения граничных условий, записанных в 

силовых факторах (см. (13) и (14)), вновь воспользуемся 

методом взвешенных невязок, т.е. проинтегрируем ра-

венство (19) по толщине оболочки, а условия (18) про-

интегрируем по z с весами lz , тогда, используя обозна-

чения (15), будем иметь 
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  (24) 

где 
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( )l

iP , 
(0)

3P  – заданные на кромках силовые факторы. Со-

гласно (25), 
(0)

iP  и 
(0)

3P  можно приближенно трактовать 

как усилия, действующие в направлениях 
ix  и 

3x , а 
(1)

1P  

и 
(1)

2P  – заданные изгибающий и крутящий моменты; 

остальные величины в правых частях равенств (24) – за-

данные математические моменты высших порядков. 

Так как разложения тангенциальных перемещений 

(5) (при учете обозначений (6)) по переменной z явля-

ются конечными, кинематические граничные условия 

(21) и начальные условия (23) в общем случае нельзя 

удовлетворить в каждой точке r оболочки (см. (23)) или 

ее торцевых поверхностей – кромок (см. (21)) – при 

произвольном задании функций jU , 0 jU  и 0 jV   

( 1, 2j  ) от переменной z. В силу этого обстоятельства 

для сведения задачи к двумерной также применим  

к равенствам (21) и (23) метод взвешенных невязок, т.е. 

проинтегрируем их по толщине цилиндрической обо-

лочки с весами lz . Учитывая при этом последнее обо-

значение (15), получим 
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где 

 

   

       

( )

( ) ( )

0 0 0 0

, , ,

, ,

1, 2, 0 1;

h

l l

i i

h

h h

l l l l

i i i i

h h

u t U t z dz

u U z dz v V z dz

i l K

 



 



 

   



 

x r

x r x r

 

 (28) 

( )l

iu , 
( )

0

l

iu  и 
( )

0

l

iv  – известные функции указанных аргу-

ментов. 

Таким образом, для однозначного интегрирования 

рассматриваемой начально-краевой задачи в каждой 

точке области G при 
0t t  необходимо задать началь-

ные условия (22) и (27) при учете (28), а на кромках 

оболочки (
1 0x   и/или 

1x L ) – силовые граничные 

условия (24) или кинематические граничные условия 

(20) и (26) при учете обозначений (25) и (28). Возможно 

задание и смешанных из (20), (24) и (26) граничных ус-

ловий, например, в случае шарнирного опирания кро-

мок оболочки. 

Определим связь между использованными выше 

кинематическими переменными w, 
iu , 

( )

3

k

i  ( 0 k K  ) 

и 
( )l

iu , 1, 2i  , 0 1l K    (см. (15)). Для этого проин-

тегрируем выражения (5) по толщине оболочки с веса-

ми lz  ( 0 1l K   ), тогда при учете обозначений (15) 

получим матричные соотношения 

 
, 1, 2,i i i i iw i   Cε u w   (29) 

где 

 

 

 

(0) (1) (2) ( ) ( 1)

(0) (1) ( 1) ( )

3 3 3 3

, , , ..., , ,

, , , ..., , ;

T
K K

i i i i i i

T
K K

i i i i i i

u u u u u

u







    

u

ε
 

 (30) 

 ( )i

i jlcC  – ( 2) ( 2)K K   -матрицы,  ( )i

i jww  – 

( 2)K  -компонентные векторы-столбцы, элементы 

которых вычисляются так: 
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 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,1 1, 2 1

(1) (2)

( ) ( ) (1) 1 (1)

1
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, , ,

1
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, 1, 2,
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l l l k lk l l

h h

l l

l l

h h

h h

i k l l

lk i l l

h h

h

l

l l

h

c a c b w c

a z dz a R z z dz
R

b f z z dz c z dz a

c z dz a i

l K k K

   

 





 



  

  

  

    

    

 

 



  (31) 

Согласно обозначениям (6), интегралы в (31) явля-

ются табличными [34], поэтому могут быть вычислены 

аналитически или численно с любой наперед заданной 

точностью. Из равенств (31) следует, что компоненты 

матриц 
iC  и векторов-столбцов 

iw  необходимо вычис-

лить только один раз, поэтому уравнения (29) целесооб-

разно преобразовать к виду 

 
1 , 1, 2,i i i i iw i   ε C u w

 
 (32) 

где 

 
1 , 1, 2;i i i i w C w   (33) 

1

i


C  – матрицы, обратные матрицам 

iC . 

Если в данный момент времени из каких-то соображе-

ний известны значения функций w и 
( )l

iu  ( 0 1l K   ), 

то из матричных соотношений (32) при учете (30), (31) 

и (33) можно вычислить значения функций 
iu , 

( )

3

k

i   

( 1, 2i  , 0 k K  ), которые характеризуют осреднен-

ные деформации композиции (3) и (7) и тангенциальные 

перемещения (5) точек цилиндрической оболочки. 

 

2. Метод расчета 
 

Численное решение исследуемой задачи построим 

на основе алгоритма шагов по времени [9, 22, 26–31]. 

Согласно этому значения неизвестных функций опреде-

ляем в дискретные моменты времени 1n nt t      

( 0, 1, 2...n  ), где const 0    – шаг по времени. Пред-

полагаем, что при mt t  уже известны значения сле-

дующих функций: 

 

       

   

       
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, , , ,

, ,

, , , ,

, , 1, 2, 1, 3,

1, , 0 1, 0 ,

, ,
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l l

m i i m

m

m

mm
s s

ij ij m ij ij m

m

j j m

w w t u u t

t

t t

X X t i j

m n n l K s N

G z h

 

 

  

     

  

      

 

x x x x

x x

r r r r

r r

x

  (34) 

где ( )s

ij  – тензор напряжений в s-м компоненте компо-

зиции оболочки ( 0s   – связующее, 1, 2, ...,s N  – 

волокна s-го семейства). 

Используя формулы (15) при учете соотношений 

(17) и (34), при 
nt t  можем определить все внутренние 

силовые факторы ( )l

ijM , ( )l

ijM  и 
( )l

ijM , входящие в пра-

вые части уравнений (13), (14) и в силовые граничные 

условия (24). 

Аппроксимируем производные по времени t цен-

тральными конечными разностями на трехточечном 

шаблоне [9, 22, 26, 27]. Это позволяет построить явную 

схему численного интегрирования рассматриваемой 

задачи. После такой дискретизации конечно-разностные 

аналоги уравнений (13) и (14) при учете обозначений, 

аналогичных (34), примут вид 
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G n


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  

 
         

 

    

 x

  

(35)

 

Согласно (15), (17) и (34) правые части в (35) из-

вестны. Добавив к уравнениям (35) необходимые гра-

ничные условия (20), (24) и (26) при учете (25) и (28), 

можно вычислить по явной схеме значения функций 
1n

w


 

и 
1

( )
n

l

iu


 ( 1, 2i  , 0 1l K   ) в следующий момент вре-

мени 
1nt 

. Затем по формулам (32) при учете (30), (31)  

и (33) можно определить функции 
1n

iu


 и 
1

( )

3

n
k

i



  ( 1, 2i  , 

0 k K  ). После этого на основании равенств (3) и (7) 

при 1nt t   вычисляются осредненные деформации 

композиции 
1n

ij



  в каждой точке цилиндрической обо-

лочки. Дальнейшее решение исследуемой задачи стро-
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ится совершенно так же, как и в работах [22, 27] (см. 

равенства (49)–(51) в [27]). 

Структура левых частей равенств (35) указывает на 

то, что для начала расчета по построенной явной схеме 

нужно знать не только значения функций 
0

w  и 
0
( )l

iu  (из-

вестные из начальных условий (22) и (27) при учете (28) 

и (34)), но и 
1

w , 
1
( )l

iu  (см. уравнения (35) при 1n  ). Эти 

величины определим по формуле Тейлора при учете 

начальных условий (22), (27) и уравнений движения 

(13), (14) в момент времени 
0t  [22, 27]: 

 

         

       

 

21 0 0 0
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21 0 0 0
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2

0, 1, 2, 0 1, .

l l l l

i i i i

w w w w O

u u u u

O i l K G


      


    

       

x x x x

x x x x

x

  (36) 

Приближенные равенства в соотношениях (36) вы-

полняются с точность порядка 
3  в случае естественного 

состояния конструкции, когда в начальный момент вре-

мени 
0t  оболочка покоится (

0 0iU  , 
0 0iV  ; см. (22) и 

(23)), а внешние нагрузки отсутствуют (  ( )

33 0 , 0t x , 

 0 , 0iX t r , 1, 3i  ; см. (13)–(15)). 

Так как для замкнутой круговой цилиндрической 

оболочки область G (см. (3)) является прямоугольной, 

аппроксимируя в соотношениях (24) и (35) производные 

 i  по пространственным переменным 
ix  их конеч-

но-разностными аналогами от известных (см. (15) и 

(34)) в текущий момент времени 
nt  сеточных функций, 

получим явную численную схему «крест» [9, 22, 26, 27]. 

Необходимые условия устойчивости схемы «крест» 

для тонкостенных конструкций определены в [9] и для 

рассматриваемой армированной оболочки определяют-

ся неравенствами (60) из [27]. 

 

3. Обсуждение результатов расчетов 

 

В качестве конкретных примеров исследуем дина-

мическое упругопластическое деформирование цилин-

дрических оболочек радиусом 1 мR  , разной толщи-

ны 2h и длины L. Оболочки жестко закреплены на обеих 

кромках: 3 0U   и 
( ) 0l

iu  , 1, 2i  , 0 1l K   , 

1 0x   и 1x L  (см. (20), (26) и рис. 1, б) и нагружаются 

равномерным давлением со стороны внутренней лице-

вой поверхности по следующему закону (см. (13), (14), 

(16), (17) и (35)) [28]: 

 

 

 

( ) ( )

33 33

max max max

max max max

0,

/ , 0 ,

exp , ,

p t

p t t t t

p t t t t

     

 
 

     

  

(37)

 

где 

 
 min max min maxln(0,01) / 0, ;t t t t    

 
 (38) 

maxt  – время, при котором давление  p t  достигает 

максимума 
max 0p p  ; 

mint  – время, при котором 

 p t  становится пренебрежимо малым по сравнению  

с 
maxp  (так, соотношение (38) получено при условии 

 min max0,01p t p ). В расчетах примем 
max 0,1 мсt   и 

min 2 мсt  , что соответствует давлению, порожденному 

воздушной взрывной волной [28]. Объемные нагрузки 

не учитываем, т.е. 0iX  , 1, 3i   (см. (10), (11) и (15)). 

В начальный момент времени 
0 0t   конструкции 

покоятся и находятся в естественном состоянии: 
0 0iU   

и 
0 0iV  , 1, 3i   (см. (22) и (27) при учете (28)). Соглас-

но (37) при 
0 0t t   внешняя нагрузка отсутствует,  

а значит, выполняются приближенные равенства (36). 

Оболочки выполнены из эпоксидного связующего, 

отвержденного ароматическим амином, и армированы 

двумя ( 2N  ) семействами стекловолокон марки  

S-994. Структура армирования является однородной, 

причем волокна разных семейств уложены продольно-

симметрично (
1 2 const      ) с одинаковыми 

плотностями армирования (
1 2 const   ). Рассмат-

риваются композиции с суммарной плотностью арми-

рования 1 2 0,3   . Упругопластическое поведе-

ние материалов компонентов композиции на стадии 

активного нагружения характеризуется идеализирован-

ной диаграммой с линейным упрочнением 

    

( ) ( )

s s

( ) ( ) ( )

s s s
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s

, / ,

sign sign ,

, 0 ,

m m

m m

m m m

m

E E

E

m N

      


        

    

 

где   и   – напряжение и осевая деформация при рас-

тяжении и сжатии материала; 
mE  и 

( )

s

mE  – модули уп-

ругости и линейного упрочнения материала m-го ком-

понента композиции; 
( )

s

m  и 
( )

s

m  – условный предел 

текучести и соответствующая осевая деформация того 

же материала. Физико-механические характеристики 

материалов компонентов композиции цилиндрических 

оболочек указаны в таблице, где   – коэффициент Пу-

ассона, a – скорость звука. (Характеристики эпоксисвя-

зующего рассчитаны по экспериментальной диаграмме 

деформирования, приведенной на с. 108 в [24]; характе-

ристики стекловолокна определены по табличным дан-

ным, приведенным на с. 235 в [23].) 

При заданных условиях закрепления, нагружения и 

армирования цилиндрических оболочек они деформи-

руются осесимметрично, т.е. решения рассматриваемых 

ниже задач не зависят от окружной координаты 
2x . 

, 
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Физико-механические характеристики материалов фаз композиции цилиндрических оболочек [23, 24] 

Materials physical and mechanical characteristics of composition phases of cylindrical shells [23, 24] 

Материал ρ, кг/м3 ν σs, МПа Е, ГПа Еs, ГПа а, м/с 

Эпоксисвязующее 1210 0,33 20 2,8 1,114 1521,2 

Стекловолокно S-994 2520 0,25 4500 86,8 6,230 5868,9 

 

Рис. 2. Осцилляции точек центрального сечения относительно толстой короткой цилиндрической КМ-оболочки  

в поперечном направлении: расчет по теории Редди при χ = 1 (а); расчет по уточненной теории (K = 6) при χ = 1 (б); расчет  

при K = 6, χ = 1 и χ = 2 в окрестности начального момента времени (в); то же в окрестности момента времени t = 500 мс (г) 

Fig. 2. Oscillations of points of central section of relative thick short cylindrical shell in transverse direction: computation  

according to Freddy theory at χ = 1  (a); computation according to refined theory (K = 6) at χ = 1 (b); computation  

in neighborhood of initial time at K = 6, χ = 1 and χ = 2 (c); same in neighborhood of time t = 500 ms (d) 

Для удобства дальнейшего изложения введем пара-

метр переключения   такой, что при 1   в расчетах 

учитывается изменение метрики по толщине оболочки, 

а при 2   это изменение не учитывается, т.е. в соот-

ношениях (7), (10), (11), (15) и (17) для тонких оболочек 

принимается приближенное равенство R z R  . 

На рис. 2 и 3 изображены поперечные осцилляции 

точек центральных сечений (    , / 2w t w t L  ) цилин-

дрических оболочек, армированных в окружном на-

правлении ( / 2   ), имеющих разную длину L и раз-

ную относительную толщину 2h/R. Расчеты проводи-

лись по разным теориям при разных значениях пара-

метра  . 

На рис. 2 представлены зависимости  w t
, полу-

ченные для короткой ( 1 мL R  ), относительно тол-

стой ( 2 10 cмh  , 2 / 1/10h R  ) оболочки при макси-

мальном уровне нагрузки max 30 МПаp   (см. (37)). На 

рис. 2, а осцилляции рассчитаны по теории Редди  

( 0K  ), а на рис. 2, б – по уточненной теории ( 6K  ; 

см. (3)); в обоих случаях 1  . Сравнение зависимостей 

 w t
, приведенных на рис. 2, а, б, свидетельствует 
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Рис. 3. Осцилляции точек центрального сечения весьма тонкой длинной цилиндрической КМ-оболочки  

в поперечном направлении: расчет по теории Редди при χ = 2 (а); расчет по уточненной теории (K = 5) при χ = 1 (б);  

расчет при K = 5, χ = 1 и χ = 2 в окрестности момента времени t = 450 мс (в) 

Fig. 3. Oscillations of points of the central section of a very thin, long cylindrical shell in a transverse direction:  

computation according to the Reddy theory at χ = 2 (a); computation according to refined theory (K = 5) at χ = 1 (b);  

computation in neighborhood of time t = 450 ms at K = 5, χ = 1 and χ = 2 (c) 

о том, что прогиб, рассчитанный по традиционной не-

классической теории Редди (см. рис. 2, а), в окрестности 

момента времени 0,5 ct   существенно отличается от 

расчетного прогиба, полученного по уточненной теории 

(см. рис. 2, б). Следовательно, на временных интервалах 

порядка одной секунды и более широко используемая в 

расчетной практике теория Редди в силу своего низкого 

порядка точности может приводить к результатам, ко-

торые для относительно толстых, упругопластически 

деформируемых армированных цилиндрических оболо-

чек значительно отличаются от результатов расчетов, 

выполненных по уточненным теориям (при 1K  ). 

На рис. 2, в, г приведены зависимости  w t
, полу-

ченные для той же оболочки по уточненной теории  

( 6K  ), но при разных значениях параметра  . На рис. 2, в 

изображены осцилляции, рассчитанные в окрестности 

начального момента времени ( 0t  ), а на рис. 2, г – 

в окрестности момента времени 0,5 ct  . Номера кри-

вых на этих рисунках равны значениям параметра  , 

т.е. сплошные кривые 1 на рис. 2, в, г являются частями 

кривой, изображенной на рис. 2, б, а пунктирные кри-

вые 2 на рис. 2, в, г рассчитаны без учета изменения 

метрики по толщине оболочки. Сравнение кривых 1 и 2 

показывает, что неучет изменения метрики по попереч-

ной координате относительно толстой цилиндрической 

оболочки приводит к завышению ее расчетной податли-

вости, причем в окрестности начального момента вре-

мени (рис. 2, в) это завышение составляет чуть более  

5 %, а в окрестности момента времени 0,5 ct   оно 

достигает уже 30 % (рис. 2, г). Следовательно, неучет 

изменения метрики по толщине относительно толстой 

армированной цилиндрической оболочки при ее упру-
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гопластическом деформировании может приводить к 

существенному завышению расчетной податливости 

такой конструкции, причем с увеличением расчетного 

интервала времени зависимости, полученные при 1   

и 2  , различаются все больше. 

На рис. 3 изображены зависимости  w t
, соответ-

ствующие длинной ( 4 мL  ), весьма тонкой (2h = 1 см, 

2 / 1/100h R  ) оболочке и рассчитанные при 

max 3 МПаp  . На рис. 3, а представлены результаты 

расчета, выполненного по теории Редди при 2  , а на 

рис. 3, б, в – по уточненной теории ( 5K  ), причем 

зависимость  w t
 на рис. 3, б получена при 1  , а 

номера кривых на рис. 3, в имеют тот же смысл, что и 

на рис. 2, в, г. Сравнение кривых, изображенных на рис. 

3, а, б, при 0,3 сt   свидетельствует о том, что даже 

для весьма тонкой армированной цилиндрической обо-

лочки, деформируемой упругопластически, расчет ее 

податливости по теории Редди (см. рис. 3, а) с течением 

времени приводит к значительному отклонению от ре-

зультатов расчетов, выполненных по уточненным тео-

риям (см. рис. 3, б). Следовательно, динамический рас-

чет даже весьма тонких армированных оболочек при их 

упругопластическом деформировании целесообразно 

проводить по уточненным теориям изгиба (при 1K  ). 

Сопоставление кривых 1 и 2, изображенных на  

рис. 3, в, показывает, что в окрестности момента време-

ни  прогиб центрального сечения оболочки, 

рассчитанный при  (пунктирная кривая 2), может 

существенно отличаться от аналогичной расчетной ве-

личины, полученной при  (сплошная линия 1). 

Следовательно, даже в случае весьма тонкой армиро-

ванной цилиндрической оболочки, деформируемой уп-

ругопластически, при исследовании ее динамического 

поведения необходимо учитывать изменение ее метри-

ки по толщине конструкции, если расчетный интервал 

времени имеет протяженность порядка одной секунды и 

более. 

Для объяснения причины, почему динамические 

расчеты, выполненные в рамках теории Редди и уточ-

ненной теории (см. рис. 3, а, б при ), на вре-

менных интервалах порядка одной секунды и более 

значительно различаются даже для весьма тонких ци-

линдрических оболочек, рассмотрим зависимости 

 в некоторые характерные моменты времени t. 

На рис. 4 изображены эпюры прогибов , опреде-

ленные при  (кривые 1–3),  (ли-

нии 1′–3′) и  (кривые 1″–3″). Расчеты про-

водились при тех же условиях, что и для рис. 3. Кривые 

3, 3′ и 3″ получены по теории Редди при  (резуль-

таты этого же расчета представлены и на рис. 3, а). 

Кривые 1, 1′, 1″ и 2, 2′, 2″ определены по уточненной 

теории ( ) при  и  соответственно (ре-

зультаты этих же расчетов продемонстрированы на 

рис. 3, б, в). Так как структура армирования, закрепле-

ние и нагружение конструкции симметричны относи-

тельно сечения , зависимости  являются 

также симметричными относительно центрального се-

чения ( , ), поэтому на 

рис. 4 приведены только левые половины эпюр . 

Точки A, B, C на рис. 4 соответствуют точкам A, B, C на 

рис. 3, а. Это дает возможность получить наглядное 

представление о моментах времени t, в которые рассчи-

таны зависимости , изображенные на рис. 4. 

 

Рис. 4. Эпюры прогибов весьма тонкой длинной цилиндри-

ческой КМ-оболочки, рассчитанные в разные моменты 

времени по уточненной теории (K = 5) и теории Редди  

                                       при χ = 1 и χ = 2 

Fig. 4. Deflections of a very thin, long cylindrical shell at 

different time according to refined theory (K = 5) and to the  

                             Reddy theory at χ = 1 and χ = 2 

Кривые 1–3 на рис. 4 соответствуют моменту вре-

мени t, когда достигается первый локальный максимум 

на кривых, приведенных на рис. 3, а, б. Поведение кри-

вых 1–3 на рис. 4 показывает, что в окрестности на-

чального момента времени ( ) в длинной ци-

линдрической оболочке почти всюду реализуется без-

моментное напряженное состояние (см. горизонтальный 

участок на кривых 1–3, имеющий значительную протя-

женность). Поэтому-то в окрестности начального мо-

мента времени уточненные теории и теория Редди для 

тонких оболочек приводят к практически неразличи-

мым результатам. Кроме того, отметим, что при квази-

статическом нагружении тонкой длинной цилиндриче-

ской оболочки внутренним давлением зависимости 

 получаются качественно аналогичными кривым 

1–3 на рис. 4. Следовательно, в случае квазистатическо-

го нагружения тонких длинных армированных цилинд-

рических оболочек их упругопластическое поведение 

можно вполне адекватно рассчитывать на основе тра-

диционной неклассической теории Редди. 

При динамическом же нагружении такой оболочки 

сформировавшееся в ней в окрестности начального мо-

мента времени, почти всюду безмоментное напряженное 

454 мсt 

2 

1 
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 1,w t x

 1w x
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состояние с течением времени «распадается», после чего 

доминирующим становится изгибное состояние. Об этом 

свидетельствует сопоставление поведения кривых 1–3  

с остальными зависимостями, приведенными на рис. 4. 

Следовательно, с течением времени тонкая оболочка на-

чинает испытывать все более интенсивное сдвиговое 

деформирование в поперечном направлении (а не только 

в узких зонах краевых эффектов, как это имеет место  

в случае, соответствующем кривым 1–3). Именно поэто-

му при  после многократных осцилляций весьма 

тонкой цилиндрической оболочки наблюдается значи-

тельное различие в прогибах, рассчитанных по теории 

Редди и по уточненной теории (ср. кривые на рис. 3, а, б 

при , а также кривые 1″, 2″ и 3″ на рис. 4). По-

видимому, это же обстоятельство является причиной 

того, что с увеличением расчетного интервала времени 

результаты, полученные по уточненной теории при  

и , начинают значительно различаться (ср. кривые 

1 и 2 на рис. 3, в при ). 

Сопоставление локальных максимумов и миниму-

мов на кривых, изображенных на рис. 3, а, б, а также на 

кривых 1–3 и 1′–3′ на рис. 4 свидетельствует о том, что 

максимальный по модулю прогиб в тонкой цилиндри-

ческой оболочке может возникнуть после нескольких 

десятков свободных колебаний такой конструкции 

(ср. ординаты точек A и B на рис. 3, а и рис. 4) [1]. 

Выше рассматривались цилиндрические оболочки  

с окружным армированием ( ). Дополнительно 

были проведены расчеты для оболочек прежней геомет-

рии, армированных спирально ( ; 

см. рис. 1, б) с тем же расходом арматуры ( ). 

Для оценки податливости перекрестно армированных кон-

струкций использовалась величина 

 

   
1

m 1
,

1

max , ; ,

0 , 0, 0 / 2.

t x
w w t x

x L t

  

      
  (39) 

Эти расчеты показали, что для относительно толстых 

и коротких оболочек ( 2 10 смh  , 1 мR L  ) и для 

весьма тонких длинных цилиндрических оболочек  

( 2 1 смh  , 1 мR  , 4 мL  ) зависимости (39) являют-

ся монотонно убывающими, а значит, с точки зрения 

минимизации податливости таких конструкций армиро-

вание в окружном направлении ( / 2   ) является наи-

лучшим, т.е. результаты расчетов, представленных на 

рис. 2–4, относятся к оптимально армированным оболоч-

кам. При этом было выяснено, что в случаях неопти-

мального армирования таких цилиндрических оболочек  

( 0 / 2    ) различие решений, полученных по уточ-

ненной теории и теории Редди, становятся существенно 

большими, чем в случаях оптимальной укладки волокон  

( / 2   ). Кроме того, было обнаружено, что для отно-

сительно толстой ( 2 10 смh  , 1 мL  , 2 / 1/10h L  ), 

но весьма короткой оболочки ( 3 мR  , / 1/ 3L R  ) за-

висимость (39) является монотонно возрастающей, по-

этому в данном случае наилучшей с точки зрения мини-

мизации податливости конструкции является структура 

продольного армирования ( 0  ). Качественно такое 

же поведение имеют зависимости (39) и в случае квази-

статического нагружения рассматриваемых оболочек, но 

значения 
mw  при этом примерно на 40 % меньше анало-

гичных величин, полученных при динамическом нагру-

жении таких же конструкций. Все полученные результа-

ты переносятся и на оболочки, жестко закрепленные на 

одной кромке и свободные от закрепления на другой 

кромке (см. рис. 1, а), с той лишь разницей, что частота 

колебаний таких конструкций много меньше, чем в слу-

чае закрепления обеих кромок (см. рис. 1, б). 

При проведении всех расчетов вдоль оболочек вводи-

лась регулярная сетка с шагом , а шаг 

по времени  был равен 1 мкс. При этом получается от-

ношение . Кроме того, для рассматри-

ваемых толщин оболочек имеем . Эти 

отношения значительно превышают значения a, приве-

денные в таблице для материалов компонентов компози-

ции. Следовательно, согласно [27], необходимые условия 

устойчивости используемой схемы «крест» во всех случа-

ях выполняются со значительным запасом. 

 

Заключение 

 

Анализ упругопластического деформирования гиб-

ких армированных цилиндрических оболочек показал, 

что, как и в случае пологих волокнистых оболочек [22], 

использование традиционной неклассической теории 

Редди, учитывающей в первом приближении искривле-

ние поперечной нормали тонкостенной конструкции, не 

гарантирует получения адекватных результатов расче-

тов податливости не только для относительно толстых  

и весьма коротких цилиндрических КМ-оболочек (как 

при квазистатическом, так и динамическом нагружени-

ях), но и для весьма тонких и длинных армированных 

оболочек при интенсивном динамическом нагружении, 

так как при расчетных интервалах времени порядка од-

ной секунды и более прогибы таких конструкций, рас-

считанные по теории Редди и уточненным теориям, 

предложенным в настоящей работе, становятся сущест-

венно различными. Еще большее различие наблюдается 

при сравнении деформированных состояний в компо-

нентах композиции, определенных по этим теориям. 

Кроме того, в динамических расчетах даже весьма тон-

ких цилиндрических КМ-оболочек необходимо учиты-

вать изменение метрики по толщине конструкции.  

В случаях квазистатического нагружения тонких и 

длинных цилиндрических КМ-оболочек их упругопла-

стическое деформирование с приемлемой для практиче-

ских приложений точностью можно определять по тео-

рии Редди без учета изменения метрики по их толщине. 
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Таким образом, при проведении динамических рас-

четов упругопластически деформируемых армирован-

ных цилиндрических оболочек целесообразно исполь-

зовать теории повышенной точности, например, пред-

ложенные в настоящей работе, а также учитывать 

изменение метрики по толщине таких конструкций. 

Как и в упругом случае [1], в силу геометрической 

нелинейности рассматриваемой задачи максимальный 

прогиб в тонкой, упругопластически деформируемой 

цилиндрической КМ-оболочке может возникнуть после 

нескольких десятков свободных осцилляций в попереч-

ном направлении, а не только в окрестности начального 

момента времени, когда действует интенсивная кратко-

временная динамическая нагрузка, как это традиционно 

принято считать [9, 28]. 
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