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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНОЙ ВЯЗКОУПРУГОСТИ  
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 На основе метода структурного моделирования и гипотезы Больцмана-Вольтерры о 
наследственно упругом деформируемом твердом теле рассмотрены линейные и нелиней-
ные дробные аналоги классических реологических моделей: Ньютона (так называемая 
модель Скотт Блэра), Фойхта, Максвелла, Кельвина и Зенера с использованием аппарата 
дробного интегро-дифференцирования Римана-Лиувилля. 

Выделены классы нелинейных математических моделей, для которых решение зада-
чи ползучести удается получить в явном виде в терминах известных специальных функ-
ций. Разработана методика идентификации параметров предложенных математических 
моделей на основе экспериментальных данных по одноосному растяжению образцов при 
различных постоянных уровнях нагрузки. При наличии явных решений задачи ползучести 
параметры математических моделей определяются из решения задачи аппроксимации 
экспериментальных значений деформации методом наименьших квадратов с последую-
щим уточнением методом координатного спуска. Для нелинейных математических моде-
лей вязкоупругого деформирования, не позволяющих найти решение задачи ползучести в 
явном виде, разработана методика определения параметров модели на основе метода 
координатного спуска с обращением на каждом шаге к численному решению определяю-
щего интегрального уравнения. 

Методика идентификации параметров моделей с операторами дробного интегро-
дифференцирования реализована на примере ползучести поливинилхлоридного пласти-
ката. Приводятся значения параметров для всех исследуемых моделей, выполнена про-
верка их адекватности экспериментальным данным, анализируются погрешности отклоне-
ния расчетных данных от опытных значений. В качестве примера выполнен сравнитель-
ный анализ относительной погрешности аппроксимации экспериментальных кривых 
ползучести и теоретических значений деформации в рамках линейного, нелинейного ин-
тегрируемого и нелинейного неинтегрируемого дробных аналогов модели Кельвина. 

Обсуждаются вопросы целесообразности использования моделей вязкоупругого де-
формирования с операторами дробного интегро-дифференцирования на основе сопостав-
ления расчетов по рассмотренным моделям с данными расчетов по моделям вязкоупруго-
сти с целочисленными операторами интегро-дифференцирования. 
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 Based on the method of structural modelling and the Boltzmann-Volterra hypothesis of the 
hereditary elasticity deformable solid, the article considers linear and nonlinear fractional 
analogues of classical rheological models, such as Newton (the so-called model of Scott Blair), 
Voigt, Maxwell, Kelvin and Zener using the tool of fractional integro-differentiation of Riemann 
Liouville. 

The classes of nonlinear mathematical models are distinguished, for which the solution of 
the creep problem can be obtained explicitly in terms of known special functions. A technique for 
identifying the parameters of the proposed mathematical models is developed on the basis of 
known experimental data on uniaxial stretching of samples at different and constant load levels. 
In the presence of explicit solutions to the creep problem, the parameters of mathematical models 
are determined from the solution of the problem of approximating the experimental values of 
deformation using the method of least squares with subsequent refinement by the coordinate-
wise descent method at all time points for all stress values in a series of experiments. For 
nonlinear mathematical models of viscoelastic deformation, which do not allow to find the solution 
of the creep problem in an explicit form, a method for determining the model parameters based 
on the coordinate-wise descent method with inversion at each step to the numerical solution of 
the defining integral equation has been developed.  

The method of identifying model parameters with operators of fractional integro-
differentiation is realized on the example of creep of polyvinylchloride plastic compound. The 
values of the parameters for all the models studied are given, their adequacy to the experimental 
data is checked, and errors in the deviation of the calculated data from the experimental values 
are analyzed. As an example, a comparative analysis of the relative error in approximating the 
experimental creep curves by theoretical deformation values is made in the framework of a linear, 
nonlinear integrable and nonlinear nonintegrable fractional analog of the Kelvin model. 

The article oulines the appropriateness of using the viscoelastic deformation models with the 
operators of fractional integro-differentiation, based on the comparison of calculations of the 
considered models with the calculations of the viscoelasticity models having integral operators of 
integro-differentiation. 
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Введение 

 

В работе [1] на основе метода структурного моде-

лирования и гипотезы Больцмана-Вольтерры о наслед-

ственно-упругом деформируемом твердом теле рас-

смотрены линейные дробные аналоги некоторых клас-

сических реологических моделей:  

– модель Скотт Блэра как аналог и обобщение мо-

дели Ньютона для вязкой жидкости 

   0tt D    , (1) 

а также дробные аналоги моделей:  

– Фойхта  

    1 0tt E t D     ,  (2) 

– Максвелла 

  2 0 2 0t tЕ t D E D       , (3) 

– Кельвина  

      1 2 0 1 2 2 0t tЕ Е t D Е Е t E D         ,  (4)  

– Зенера 

      1 0 1 2 1 2 0t tЕ t D Е Е t Е Е D         ,  (5) 

где   1

0 0/t tD d dt I     – левосторонняя дробная произ-

водная Римана-Лиувилля порядка  0,1  функции 

( )t ( 0)t  ;  0 0 ( )tI I t 

    – интеграл Римана-

Лиувилля порядка 0   [2]; E1, E2, η – постоянные ве-

личины, которые при 1   совпадают с модулями уп-

ругих элементов и коэффициентом демпфирования со-

ответственно в классических моделях. 

В указанной работе было отмечено, что если в ис-

ходном определяющем соотношении В. Вольтерры ис-

пользовано ядро Абеля, то в определяющих соотношени-

ях в дифференциальной форме возникнут дробные про-

изводные Римана- Лиувилля на отрезке временной оси. 

Показана корректность классической задачи Коши для 

дробных дифференциальных уравнений относительно 

некоторых линейных комбинаций функций напряжения 

и деформации. Найдены явные решения задачи ползуче-

сти при постоянном напряжении на стадиях нагружения 

и разгрузки. Отмечено, что они могут быть использованы 

для аппроксимации экспериментальных зависимостей 
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деформации от времени, полученных в опытах по одно-

осному растяжению деформируемых тел под действием 

постоянных нагрузок. Решение задачи аппроксимации 

позволяет идентифицировать параметры реологической 

модели и тем самым определить вид и структуру матема-

тической модели вязкоупругого поведения изучаемой 

среды в форме определяющего соотношения между 

функциями напряжения и деформации. 

В работе [3] решена задача идентификации пара-

метров линейных математических моделей для пере-

численных выше механических моделей вязкоупругого 

деформирования в упрощенном варианте и приведены 

оценки погрешностей соответствующих аппроксима-

ций. В работах [1] и [3] были использованы данные экс-

перимента по нагружению образцов из поливинилхло-

ридного пластиката, приведенные в работе [4]. Расчеты 

[3] показали существенный разброс значений парамет-

ров математических моделей. Поэтому выполнялось 

осреднение их значений по всем реализациям. Матема-

тическая модель с усредненными параметрами затем 

предлагалась в качестве теоретической модели вязкоуп-

ругого поведения испытываемых образцов. При этом 

относительная погрешность аппроксимаций заключа-

лась в пределах от 4 до 19 %, что хорошо видно из рас-

четных данных, приведенных в работе [3]. Как отмече-

но в работе [5], установленная в [3] зависимость иден-

тифицируемых параметров модели от уровня 

напряжения в серии экспериментов и в особенности 

факт увеличения погрешности аппроксимаций экспери-

ментальных точек теоретическими значениями дефор-

мации при крайних уровнях напряжения может свиде-

тельствовать о нелинейности механической модели. 

Построение нелинейных моделей базируется на 

обобщении линейных. Основные идеи классических 

(линейных) наследственно-упругих моделей восходит к 

работам В. Вольтерры [6, 7] и X. Больцмана [8]. Они 

получили мощное развитие в работе Ю.Н. Работнова 

[9], которая, по существу, заложила начало школы ме-

ханики наследственно-упругих твердых тел. Отметим 

здесь также несколько предшествующих работ [10–15].  

К настоящему моменту опубликовано огромное коли-

чество работ, посвященных дробным реологическим мо-

делям (см., например, библиографические списки в рабо-

тах [2, 16–19]). Как отмечено в монографии [2, с. 443], 

большинство авторов используют в определяющих соот-

ношениях дробные производные Капуто [20–23], произ-

водные Грюнвальда–Летникова [24] или лиувиллевскую 

форму дробного интегро-дифференцирования на всей чи-

словой оси, в то время как дробные реологические моде-

ли описываются в терминах дробных производных Рима-

на-Лиувилля на отрезке временной оси [25]. Для нахожде-

ния явных решений дифференциальных уравнений дроб-

ного порядка, возникающих из определяющих соотноше-

ний, используется в основном преобразование Лапласа.  

В работе [1] показано, что они могут быть найдены собст-

венно методами дробного анализа путём нахождения ре-

зольвент интегральных уравнений в терминах некоторых 

специальных функций. 

Проблема идентификации параметров дробных 

реологических моделей в процессе аппроксимации экс-

периментальных данных определёнными аналити-

ческими зависимостями обсуждалась уже авторами 

ранних работ по наследственно упругим моделям (см., 

например, [11]). В монографии Ю.Н. Работнова [26,  

с. 86] приведен метод прямого определения параметров 

дробно-экспоненциального ядра ползучести, предло-

женный ранее авторами работы [27]. Однако указанный 

метод основан на сравнении образов преобразований 

Лапласа явного (аналитического) решения задачи с об-

разом полиномиальной аппроксимации эксперимен-

тальных точек и минимизации суммы квадратов откло-

нений методом координатного спуска в пространстве 

параметров модели. В действительности проблема мо-

жет быть решена непосредственно путём сопоставления 

экспериментальных и теоретических значений. 

В немногочисленных публикациях последних деся-

ти лет проблема идентификации параметров дробных 

моделей в основном решается на теоретическом уровне, 

например, методами спектрального анализа [28]. В ра-

боте [29] параметры модели определяются исходя из 

нескольких характерных точек, полученных в экспери-

менте, путем подстановки значений деформации в ана-

литические решения соответствующей задачи. 

В связи с вышеизложенным целью настоящей рабо-

ты является: 

1) разработка методики идентификации параметров 

линейных дробных моделей (1)–(5) вязкоупругого де-

формирования поливинилхлоридного пластиката 

(ПВХП) с использованием методов наименьших квад-

ратов и координатного спуска; 

2) построение нелинейных моделей деформирования 

на основе обобщения линейных соотношений (1)–(5); вы-

деление класса нелинейных математических моделей, для 

которых решение задачи ползучести можно получить в 

явном виде, и разработка численных методов решения 

этой задачи для неинтегрируемых моделей; 

3) проверка адекватности линейных и нелинейных 

дробных моделей экспериментальным данным вязкоуп-

ругого деформирования ПВХП, анализ погрешностей 

моделей; 

4) обсуждение целесообразности использования 

дробных моделей в теории вязкоупругости. 

 

1. Описание эксперимента и идентификация 

параметров линейных математических  

моделей вязкоупругого тела 
 

В работе [4] исследовано поведение поливинилхло-

ридных трубок длиной  и площадью попе-

речного сечения 1,2 мм
2
 при температуре 20 

о
C и посто-

янных напряжениях 4,655; 6,288; 8,738; 10,372;j   

12,005  МПа ( ), действующих на образцы в те-

1000 ммl 

1,5j 
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чение 8 ч, после чего производилась полная разгрузка 

образцов (  при ч). Экспериментальные зна-

чения деформации измерялись в определенные дис-

кретные моменты времени. При каждом уровне напря-

жения испытывалось от 3 до 5 образцов, а затем зна-

чения деформации усреднялись. На рисунке значками 

представлены усреднённые кривые экспериментальных 

значений деформации на стадиях нагрузки и разгрузки. 

Ось абсцисс отражает шкалу времени в часах, ось орди-

нат – шкалу деформации.  

 

Рис. Экспериментальные (значки), расчетные по линейной 

модели (4) (штриховые линии) и расчетные по нелинейной 

модели (29) (сплошные линии) кривые деформации для по-

ливинилхлоридного пластиката при пяти постоянных уров-

нях напряжений: 1 –  = 4,655 МПа; 2 –  = 6,288 МПа;  

3 –  = 8,738 МПа; 4 –  = 10,372 МПа; 5 –  = 12,005 МПа  

                          с последующей разгрузкой 

Fig. Experimental (symbols), calculated by the linear model (4) 

(dashed line) and calculated by the nonlinear model (29) (solid 

line) stress curves for polyvinyl chloride plasticate at five different 

constant stress levels: 1 –  = 4.655 MPa; 2 –  = 6.288 MPa;  

3 –  = 8.738 MPa; 4 –  = 10.372 MPa; 5 –  = 12.005 MPa  

                            with subsequent unloading 

Данный материал имеет мгновенную упругую де-

формацию при приложении и снятии нагрузки, а под 

действием постоянной нагрузки проявляет свойство 

вязкоупругости.  

В настоящей работе предлагается определять пара-

метры линейных (и далее нелинейных) математических 

моделей путём аппроксимаций экспериментальных 

данных во временных точках  (i = ,  – число 

измерений) по всем уровням напряжения  

(  – количество уровней напряже-

ния, H(t) – функция Хевисайда) на основе метода наи-

меньших квадратов с последующим уточнением значе-

ний этих параметров методом координатного спуска, 

используя аналитические или численные решения опре-

деляющих уравнений соответствующих моделей. Най-

денные в работе [1] аналитические зависимости дефор-

мации как функции времени и напряжения для линей-

ных математических моделей позволяют вычислить 

теоретическую деформацию в тех же дискретных по 

времени и напряжению точках: , 

где  – идентифицируемые параметры. Иско-

мые параметры определяются путем минимизации 

функционала  

    
2

1 1

, , , min ,
n N

ij ij

i j 

          (6) 

где  – экспериментальные значения де-

формации в дискретные моменты времени ti при ука-

занных выше уровнях напряжений . 

Рассмотрим решение задачи идентификации пара-

метров математической модели на примере использова-

ния линейного дробного аналога модели Кельвина (4). 

При изменении напряжения по закону 

  0( ) ( ) ( ) ,t H t H t T       (7) 

где ; Т – момент времени разгрузки, ре-

шение задачи ползучести для модели (4) имеет вид [1] 

 

0 2 1

2 1

2 1

1

1

( ) ( ) 1 1 Exp ,1; ;

( ) 1 1 Exp ,1; ; ;

E E
t H t t

E E

E E
H t t t T

E

     
          

     

   
          

     

  (8) 

  1Exp( , ; ; ) ;t t E t 

        (9) 

– обобщенная (двухпараметрическая) дробная экспо-

ненциальная функция [30], Eα(z,μ) – функция типа Мит-

таг–Леффлера [31]. 

Будем аппроксимировать экспериментальные дан-

ные  теоретическими значениями деформации на 

стадии нагружения в дискретные моменты времени ti 

при заданных значениях напряжения  по формуле 

 
1

2 1

1 Exp ,1; ; .
j j

ij i

E
t

E E

    
       

  
  (10) 

Дробный аналог модели Кельвина содержит четыре 

параметра (α, E1, E2, η), подлежащие идентификации. 

В начальный момент времени t1 = 0 полная деформация 

принимает значения, равные величинам мгновенной 

упругой деформации: 

  
2

0
j

j
E


   . (11) 

Используя экспериментальные значения упругой 

деформации при каждом значении напряжения  из 

(11) находим величину , затем усреднением получа-

ем оценку этой величины. 

Остальные неизвестные параметры , E1, η 

предварительно находим в первом приближении. Рас-

0  8t 

it 1,n n

( ) ( )jt H t  
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кладывая дробно-экспоненциальную функцию в ряд  

и ограничиваясь первыми двумя членами 

 

 

 
   0

Exp( ,1; ; ) ;1

1 ,
1 1

k

k

t E t

t t
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



 



    

 
  

    


 (12) 

где  гамма-функция Эйлера [2], из (10)–(12) по-

лучим приближенное равенство 
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
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 (13) 

Обозначим , , , 

, . Логарифмируя 

(13), получим . 

Минимизируя далее функцию 
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найдём значения параметров α и δ в первом приближе-

нии, используя необходимые условия экстремума 

0,
f



 0.

f



 

Вернувшись к введенным выше обозначениям, по-

лучим приближенное значение параметра 

 1e    . 

Оставшийся параметр Е1 найдем из известной 

асимптотической формулы для линейного дробного 

аналога модели Кельвина (4), справедливой для 

 при  [1]: 

   0 1 0 2lim
t

t E E


    , (14) 

где . Приравнивая правую часть равенства 

(14) к последнему эксперимен-тальному значению де-

формации  ( ) при различных уров-

нях нагрузки , получим приближенное равенство 

1 2

j j

nj
E E

 
   , 

из которого определяется E1 при каждом , а затем 

усреднением находится оценка величины E1. 

Полученные значения параметров являются началь-

ными приближениями для дальнейшего их уточнения 

методом координатного спуска (методом Хука–Дживса 

[32]), в соответствии с которым осуществлялась вариа-

ция параметров в четырёхмерном пространстве 

 вдоль координатных осей в направлени-

ях, минимизирующих функционал (6). В итоге получе-

ны следующие значения параметров модели Кельвина 

(4):  (параметр дробности),  МПа, 

 МПа,  Погрешность 

аппроксимации экспериментальных данных по всем 

пяти реализациям (сплошные линии на рис. 1) в норме 

    2 2

1 1 1

1 j jn nN

ij ij ij

j i iN   

 
     

  
   , (15) 

где  – количество кривых ( );  – количество 

экспериментальных значений на реализации при 

, составила 10,34 %. Для анализа полу-

ченных результатов в табл. 1 приведены погрешности 

аппроксимаций в каждой из пяти реализаций модели 

Кельвина (4). 

По разработанной схеме идентификации парамет-

ров аналогичные расчеты выполнены и для остальных 

моделей (1)–(3) и (5). Для моделей Скотт Блэра (1) и 

дробного аналога модели Фойхта (2), которые не опи-

сывают мгновенную упругую деформацию, использо-

вались экспериментальные данные без учета упругой 

деформации.  

В табл. 2 приведены погрешности всех моделей (1)–

(5) для времени  ч (т.е. учитывалась деформа-

ция и при нагрузке, и при разгрузке), рассчитанные в 

норме (15). Анализ данных табл. 2 свидетельствует, что 

в целом все пять линейных моделей дают соизмеримую 

погрешность, при этом модели Скотт Блэра и Максвел-

ла дают несколько худшие результаты, чем остальные. 

Второй важный результат следует из анализа дан-

ных, представленных на рис. 1 и в табл. 1. Здесь наблю-

дается систематическое увеличение погрешности при 

относительно больших и относительно малых значени-

ях напряжений. Это, в свою очередь, свидетельствует о 

наличии нелинейности между напряжениями и дефор-

мациями и ставит проблему разработки нелинейных 

дробных моделей вязкоупругого деформирования, что и 

является одной из целей дальнейших исследований. 

Таблица 1 

Погрешности аппроксимаций для линейного дробного 

аналога модели Кельвина (4) для каждой реализации 

Table 1 

Approximation errors for the linear fractional  

Kelvin model (4) for each implementation 

Stresses, MPa 4.655 6.288 8.738 10.372 12.005 

Δ, % 19.103 5.406 3.212 11.897 12.101 
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Таблица 2 

Средние погрешности аппроксимаций  

для различных линейных дробных математических  

моделей поливинилхлоридного пластиката  

Table 2 

Average errors of approximations for different  

linear fractional mathematical models of polyvinyl  

chloride plastic 

Fractional models of 

Scott Blair (1) Voigt (2) Maxvell (3) Kelvin (4) Zener (5) 

13.975 % 10.901 % 12.842 % 10.343 % 10.329 % 

 

2. Нелинейные математические модели,  

допускающие аналитическое решение задачи 

ползучести. Идентификация параметров 

 

Существуют различные феноменологические под-

ходы к введению нелинейных зависимостей в опреде-

ляющее соотношение между напряжением и деформа-

цией. Например, в равенстве 

    t A t   , (16) 

где (t), (t) – напряжение и деформация в момент вре-

мени t, можно предположить, что непрерывный опера-

тор A является нелинейным. Однако для создания «ра-

ботоспособной» математической модели вид оператора 

A требует конкретизации. Как уже отмечалось в разд. 1 

в математических моделях вязкоупругого тела c памя-

тью возникают дифференциальные или интегральные 

операторы Римана-Лиувилля дробного порядка 

, причем параметр – один из параметров, 

подлежащих идентификации по результатам экспери-

ментальных данных. Считая оператор A в равенстве (16) 

линейным, можно рассматривать зависимости следую-

щего вида: 

     t Af t    , 

где  – монотонные, достаточно гладкие 

функции. Вид этих функциональных зависимостей так-

же требует конкретизации. Обычно рассматриваются 

зависимости степенного характера.  

Поскольку в работе используется метод структур-

ного моделирования вязкоупругого тела, будем считать, 

что зависимость между напряжением  и деформа-

цией  в упругих элементах структурных моделей 

определяется равенствами вида 

 
nE     0n  . (17) 

Вязкие элементы будем моделировать зависимостя-

ми, в которых напряжение пропорционально степени 

дробной производной Римана-Лиувилля функции де-

формации  

  0

m

tD      0, 0 1m      (18) 

или пропорционально дробной производной степени 

деформации  

 0

m

tD      0, 0 1m     . (19) 

В приведенных равенствах и  – некоторые по-

ложительные константы, совпадающие с модулем упру-

гого элемента и коэффициентом демпфирования, если n 

= m = 1, α = 1. Заметим, что при α = 1 нелинейный вари-

ант элемента Скотт Блэра (18) превращается в хорошо 

известную нелинейную зависимость напряжения от 

степени скорости деформации . Нелинейный 

же вариант элемента Скотт Блэра (19) при α = 1 приво-

дит к закону, в котором напряжение пропорционально 

скорости деформации с коэффициентом, зависящим от 

величины деформации , где . От-

метим, что соотношения такого типа соответствуют 

теории упрочнения [37], широко используемой при 

описании ползучести различных материалов. 

Выполняя последовательное соединение упругого 

элемента (17) и вязкого элемента (18), получим первый 

вариант нелинейного дробного аналога модели Мак-

свелла в дифференциальной форме 
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. (20) 

Если соединить последовательно тот же упругий 

элемент и вязкий элемент (19), то получим второй вари-

ант этой же математической модели 
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 (21) 

Нелинейные уравнения (20) и (21) – простейшие 

дифференциальные уравнения с производной Римана-

Лиувилля порядка . Они позволяют найти 

функцию деформации  для любой зависимости 

. Действительно, с начальным условием 

 уравнение (20) редуцирует-

ся к интегральному соотношению 
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а уравнение (21) – к соотношению 
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которые можно рассматривать, с одной стороны, как 

нелинейные дробные аналоги модели Максвелла в ин-
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тегральной форме, с другой – как представления функ-

ции деформации при известном законе нагружения. 

Вычисляя дробные интегралы для , где 

, найдем решения задачи ползучести для обоих 

вариантов нелинейной модели Максвелла: 

  
 

1/1/

0 0
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mn
t

t
E
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, (24) 
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,  (25) 

где  – гамма-функция Эйлера. 

Выполняя параллельное соединение упругого эле-

мента (17) и вязкого элемента (18), получим первый 

вариант нелинейного дробного аналога модели Фойхта 

в дифференциальной форме: 

  0

m
n

tE D     .  (26) 

Это определяющее соотношение является сущест-

венно нелинейным дифференциальным уравнением с 

дробной производной Римана-Лиувилля. Найти анали-

тическое решение подобного дифференциального урав-

нения не представляется возможным. Вопросы, связан-

ные с методами численного решения нелинейных диф-

ференциальных уравнений с дробными производными  

и проблемой идентификации параметров такого рода 

моделей, будут рассмотрены в следующем разделе дан-

ной статьи. 

Если соединить параллельно упругий элемент (17) и 

вязкий элемент (19), то получим второй вариант нели-

нейного дробного аналога модели Фойхта: 

 0

n m

tE D     .  (27) 

Если в этом соотношении ограничиться предполо-

жением m = n, то уравнение (27) окажется хорошо из-

вестным дифференциальным уравнением Барретта от-

носительно функции  [33]. Его решение  

с однородным начальным условием при   

в терминах дробно-экспоненциальной функции записы-

вается в виде 

     
1/

0 1 Exp ,1; ; ,

n

t t
E

 
     

 
 (28) 

где функция  определена соотношением (9). 

Выполним теперь последовательное соединение 

второго варианта дробного аналога модели Фойхта (27) 

с параметрами  , описываемого  

в дифференциальной форме равенством 

1 1

1 1 1 0 1

n n

tE D     , 

с упругим элементом, определяемым зависимостью 

, где  – напряжения, а  – дефор-

мации в соответствующих структурных элементах. 

Учитывая, что  а полная деформация 

 получим определяющее соотношение для 

нелинейного варианта дробного аналога модели Кель-

вина в следующем виде: 

  

1 1
2 21/ 1/

0 1

2 2

n n
n n

tD E t
E E


       
             
         

. (29) 

Обозначая  получим 

вновь дифференциальное уравнение Барретта относи-

тельно функции u(t): 

      0 1tD u t E u t t    .  (30) 

С начальным условием  

   
 

21/

0 0
2

lim lim 0

n

t t

t
u t t

E   

  
     
   

 

уравнение (30) редуцируется к интегральному уравне-

нию Вольтерры второго рода с ядром Абеля  

  1

0 0

1
( ) ( )t t

E
u t I u t I t   

 
. 

Его решение записывается в терминах резольвентного 

оператора [1] 

   ,

0 ;

0

Exp , ; ;

t

tE f f d 

        . 

Используя свойства этого оператора [34], нетрудно 

найти решение интегрального уравнения для 

 в виде 

  0 1

1

1 Exp ,1; ;
E

u t t
E

   
     

  
. 

Для функции деформации получим выражение 

   0 0 1

2 1

1 Exp ,1; ; ,
E

t t
E E


      

          
      

  (31) 

где ; . 

Записывая закон изменения напряжения равенством 

, найдем зависимость для  

деформации на стадии нагрузки (   

при ) и разгрузки (  при ) в сле-

дующем виде: 
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21/
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   0

2

0 1

1

1

( ) ( )

( ) 1 Exp ,1; ;

( ) 1 Exp ,1; ; .

t H t H t T
E

E
H t t

E

E
H t T t T







 
     

 

     
         

     

  
        

   

  (32) 

Продемонстрируем методику решения задачи иден-

тификации параметров на примере нелинейного дроб-

ного аналога модели Кельвина (29) применительно  

к уже рассмотренным экспериментальным данным 

ПВХП. 

Сохраняя обозначения, принятые в разд. 1, аппрок-

симируем экспериментальные данные теоретическими 

значениями деформации в точках , вычислен-

ными по формуле (31): 

 1

2 1

1 Exp ,1; ;
j j

ij i

E
t

E E


       

          
      

. (33) 

В начальный момент времени  возникает 

лишь мгновенная упругая деформация 

  
2

0
j

j
E


 

    
 

. (34) 

Логарифмируя равенство (34) и учитывая обозначе-

ния: , , , 

, для нахождения параметров γ и  ми-

нимизируем функционал: 

   
2 2

1 1

( , ) min
N N

j j j j

j j

f c u u u s c
 

         . 

Остальные неизвестные параметры  

предварительно находим в первом приближении, по-

добно тому как это делалось для линейных моделей. 

Для этого возьмем первые два члена ряда дробно-

экспоненциальной функции (12). Тогда из равенства 

(33) следует, что 
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j j i

ij j i

tE
t

E
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. 

Прологарифмируем это приближённое равенство. 

Получим 

 ij j iu s    , 

где , , , 

. Обозначая  и 

минимизируя функционал 
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на основании метода наименьших квадратов определя-

ем величины  и далее .  

Для нахождения оставшегося параметра  заме-

тим, что, как и в линейной модели, функция деформа-

ции в задаче ползучести в рамках нелинейного дробно-

го аналога модели Кельвина имеет асимптоту. Из фор-

мулы (31) следует существование предела 

   0 0

2 1

lim
t

t
E E

 



    
     

   
. (35) 

Приравнивая правую часть равенства (35) к по-

следнему экспериментальному значению деформации 

 на стадии нагрузки ( ) при различ-

ных уровнях нагрузки , получим приближенные 

равенства 

0

1

j

nj j
E


 

    
 

, 

где , из которых параметр  вычисляется 

для каждого уровня нагрузки   и далее 

производится усреднение этой величины. 

Полученные значения параметров для стадии на-

гружения будут являться начальными приближениями 

для дальнейшего их уточнения методом координатного 

спуска, но уже на стадиях нагрузки и разгрузки.  

Рассчитанные по описанной схеме значения пара-

метров модели Кельвина (29) приведены в последней 

строке табл. 3. По аналогичной схеме определялись 

значения остальных нелинейных моделей, допускаю-

щих аналитические решения, которые также представ-

лены в табл. 3. Отметим, что для моделей (18), (19)  

и (27), не описывающих мгновенно-упругую деформа-

цию, использовались лишь экспериментальные значе-

ния вязкоупругой деформации 

В табл. 4 приведены оценки погрешности в соответ-

ствии с нормой (15) для всех исследованных нелиней-

ных моделей, допускающих аналитические решения, 

при этом минимальную погрешность дает модель Кель-

вина (29). Для сравнения в первой строке приведены 

погрешности для линейных моделей. Модели Скотт 

Блэра (18) и (19) при переходе к линейному случаю  

(n = 1, m = 1) принимают вид уравнения (1), нелинейная 

модель Фойхта (27) становится моделью (2), нелиней-

ные модели Максвелла (20) и (21) преобразуются в (3), 

а нелинейная модель Кельвина (29) – в (4). 

В качестве примера на рис. 1 сплошными линиями на-

несены расчетные данные по нелинейной модели (29).  
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Таблица 3 

Значения параметров для нелинейных дробных моделей, допускающих аналитические решения задачи вязкоупругости  

Table 3 

The values of parameter for nonlinear fractional models that admit analytical solutions of the viscoelasticity problem 

Fractional Models of α E1, MPa E2, MPa η, MPa∙c  γ 

Scott Blair (18) 0.180 – – 126.026 1.298 – 

Scott Blair (19) 0.173 – – 139.119 1.271 – 

Voigt (27) 0.274 44.413 – 84.081 1.299 – 

Maxvell (20) 0.180 – 331.807 127.721 1.291 1.281 

Maxvell (21) 0.174 – 331.807 139.342 1.271 1.281 

Kelvin (29) 0.284 47.743 331.807 81.328 1.281 1.299 

Таблица 4 

Погрешности аппроксимаций (Δ, %) для линейных и нелинейных дробных аналогов реологических моделей,  

допускающих аналитические решения задачи вязкоупругости  

Table 4 

The approximation errors (Δ, %) for linear and nonlinear fractional analogs of the rheological models  

that admit analytical solutions of the viscoelasticity problem 

Fractional models of 

Scott 

Blair (18) 

Scott 

Blair (19) 

Voigt 

(27) 
Maxvell (20) 

Maxvell 

(21) 

Kelvin 

(29) 

Linear (n = 1, m = 1) 

Nonlinear 

13.975 

9.167 

13.975 

8.002 

10.901 

8.007 

12.842 

7.985 

12.842 

7.022 

10.343 

7.014 

 

Анализ данных табл. 4 свидетельствует о том, что 

средние погрешности аппроксимаций значений дефор-

мации ПВХП нелинейными дробными моделями улуч-

шены на 3,3 % – 6 % по сравнению с линейными дроб-

ными моделями. Полученный результат может служить 

обоснованием использования нелинейных моделей  

с операторами дробного интегро-дифференцирования  

в теории вязкоупругости.  

 

3. Численное исследование и идентификация 

параметров нелинейных моделей  

наследственно-упругого тела дробного  

порядка, не допускающих аналитического  

решения 

 

Основная цель данного раздела заключается в раз-

работке методики решения задачи идентификации па-

раметров математических моделей одноосного напря-

женного состояния в случае, когда определяющие соот-

ношения, связывающие напряжение и деформацию 

вязкоупругой среды, в дифференциальной или инте-

гральной формах не позволяют найти решение в явном 

виде в терминах известных специальных функций.  

В этом случае неизвестные параметры математической 

модели могут быть найдены численно методом коорди-

натного спуска с обращением на каждом шаге  

к численному решению определяющего интегрального 

уравнения, требуя минимума среднеквадратического 

отклонения расчетных значений деформации от экспе-

риментальных данных. 

В данном разделе для идентификации параметров 

использовались экспериментальные данные ПВХП без 

учета разгрузки. В связи с этим значения погрешностей 

аппроксимаций для интегрируемых линейных и нели-

нейных моделей пересчитаны только для случая на-

грузки с целью дальнейшего сравнения с погрешностя-

ми аппроксимаций при численном исследовании нели-

нейных дробных моделей неинтегрируемого типа. 

При аппроксимации данных серии экспериментов с 

различными постоянными нагрузками   сле-

дует обратиться к формуле (15), в которой вместо точных 

значений деформации  должны фигурировать 

численные значения  . 

Рассмотрим в качестве примера нелинейный дроб-

ный аналог модели Фойхта (26). Разрешая это уравне-

ние относительно дробной производной, получим 
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(36) 

С однородным начальным условием дифференци-

альное уравнение (36) эквивалентным образом редуци-

руется к интегральному уравнению Вольтерры с ядром 

Абеля в канонической форме Гаммерштейна [35]: 
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Обозначим в нелинейном интегральном уравнении 

(37) подынтегральное выражение как функцию u(t). То-

гда вычислительная процедура сведется к численному 

решению интегро-функциональной системы уравнений 

 

 
   
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0 , ( )

m
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t I u u t

   
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.  (38) 

Для построения итерационных процедур численно-

го решения нелинейных интегральных уравнений  

с ядром Абеля воспользуемся идеями, изложенными  

в работе [36]. Метод основывается на замене входящего 

в уравнение интегрального оператора квадратурными 

формулами, в качестве которых используются формулы 

приближенного вычисления дробных интегралов, ана-

логичные формуле прямоугольников и формуле трапе-

ций. Для  и фиксированного  выбирается 

разбиение отрезка  на s равных частей с шагом 

 точками , где t0 = 0,  

ts = . Дробный интеграл представляется в виде 

суммы интегралов по отрезкам , а подынте-

гральная функция – рядом Тейлора в окрестности точки 

tk. Ограничиваясь двумя первыми членами разложения 

для функции , в работе [36] 

авторы привели аналог первой (левой) формулы прямо-

угольников 
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где . Аналог второй (правой) формулы пря-

моугольников имеет вид 
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где . Ограничиваясь тремя членами ряда 

Тейлора в разложении подынтегральной функции 

, в работе [36] авторы получи-

ли аналог формулы трапеций 
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Обозначая точное решение системы уравнений (38) 

 в точке  за ,  – за , а численные 

значения соответственно за  и , и используя, на-

пример, аналог левой формулы прямоугольников для 

дробного интеграла, получим следующие итерационные 

формулы: 
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 (44) 

Отметим, что использование аналога левой форму-

лы прямоугольников предпочтительно для нелинейных 

интегральных уравнений, так как  на каждом шаге 

вычисляется через значения, найденные на предыдущих 

шагах. Использование двух других формул требует об-

ращения к процедуре решения нелинейного алгебраиче-

ского уравнения на каждом шаге. Для численной реали-

зации метода построения для неинтегрируемой нели-

нейной модели с операторами дробного интегро-

дифференцирования разработано соответствующее про-

граммное обеспечение. Его тестирование в линейном 

случае (n = m = 1) с использованием аналога формулы 

левых прямоугольников с параметрами s = 480 (количе-

ство разбиений), α = 0,4, E = 128 МПа, η = 114 МПа∙c
α
, 

0 = 12 МПа, которые были найдены в результате иден-

тификации параметров дробного линейного аналога 

модели Фойхта (2) по результатам эксперимента на рас-

тяжение ПВХП без учета мгновенной упругой дефор-

мации, показало, что среднеквадратическое отклонение 

численных решений от аналитического решения со-

ставляет 0,34 %, что вполне удовлетворительно для на-

ших целей. Использование формул (40) и (41) приводит 

ожидаемо к более точным результатам: 0,17 % – для 

аналога правых прямоугольников и 0,05 % – для анало-

га формулы трапеций. 

Тестирование программного обеспечения на основе 

известного решения нелинейной интегрируемой модели 

Фойхта (27) показало практически такие же результаты, 

как для описанной выше линейной модели. В дальней-

шем авторы использовали в расчетах аналог левой фор-

мулы прямоугольников как более алгоритмически 

удобную.  

Для того чтобы сравнить качество аппроксимаций 

экспериментальных данных испытываемых поливинил-

хлоридных трубок теоретическими значениями дефор-

мации, определяемыми из явных решений задачи  

ползучести в рамках линейных и нелинейных интегри-

руемых математических моделей, со значениями в не-

интегрируемом случае, рассмотрим второй вариант не-

линейного дробного аналога неинтегрируемой модели 

Кельвина, приведя предварительно вывод его основного 

определяющего соотношения.  

Выполним последовательное соединение первого 

варианта дробного аналога модели Фойхта (26) с пара-

метрами , описываемого в дифференци-

альной форме равенством 
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с упругим элементом, определяемым зависимостью 

, где – напряжения, а  – дефор-

мации в соответствующих структурных элементах. 

Учитывая, что , а полная деформация 

, получим определяющее соотношение для 

этого нелинейного варианта дробного аналога модели 

Кельвина в следующем виде: 
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Обозначая 
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из (45) получим нелинейное дифференциальное уравне-

ние относительно функции v(t): 
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Разрешим это уравнение относительно дробной 

производной: 
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С начальным условием 
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уравнение (47) редуцируется к интегральному уравне-

нию 
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Обозначим 
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Тогда с учетом формулы (49) интегральное уравне-

ние (48) приводится к виду 
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Таким образом, задача сведена к необходимости 

численного решения интегро-функциональной системы 

уравнений (46), (49), (50). 

Теперь продемонстрируем методику решения зада-

чи идентификации параметров для нелинейного дроб-

ного аналога модели Кельвина (45), используя эти же 

экспериментальные данные по растяжению образцов из 

ПВХП. Параметры E2 и n2, необходимые для расчета 

значений мгновенной упругой деформации, найдем 

аналогично методике, изложенной для модели (29), 

учитывая, что . 

Остальные параметры: α, η, E1, n1 и m найдем с по-

мощью метода координатного спуска, минимизируя 

функцию (15), в которой точные значения деформации 

 заменены на численные  

. 

Численные значения деформации будем искать, ис-

пользуя аналог левой формулы прямоугольников для 

дробного интеграла (40), по следующим итерационным 

формулам: 
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где 
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В качестве начальных параметров α, η, E1 исполь-

зуются значения, полученные при идентификации 

параметров в серии экспериментов для линейной  

модели (4), поэтому на первом этапе полагаем  

n1 = 1, m = 1. 

По результатам идентификации параметров модели 

(45) получены следующие их значения: α = 0,434,  

E1 = 104,472 МПа, E2 = 331,807 МПа, η = 123,045 МПа∙с, 

n1 = 0,882, n2 = 0,781, m = 1. В табл. 5 представлены  

погрешности аппроксимаций для всех трёх рассмотрен-

ных дробных аналогов модели Кельвина в линейном  

и нелинейном случаях в норме (15), при этом  

погрешность Δ для неинтегрируемого случая составила 

6,379 %.  

Анализ данных табл. 5 свидетельствует о том, что 

относительная погрешность аппроксимаций экспери-

ментальных данных аналитическим решением задачи 

ползучести на основе нелинейного дробного аналога 

модели Кельвина (29) существенно меньше, чем в слу-

чаях, когда используется линейная модель (4) или чис-

ленные методы решения определяющего интегрального 

уравнения в нелинейном неинтегрируемом дробном 

аналоге модели Кельвина (45). Но обе нелинейные мо-

дели дают лучшие результаты по сравнению с линейной 

моделью. 
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Таблица 5 

Средние погрешности аппроксимаций (Δ, %) для различных вариантов дробного аналога модели Кельвина  

Table 5 

The average approximation errors (Δ, %) for different variants of the fractional Kelvin model 

Linear model (4) Nonlinear model (29) Nonlinear model (45) 

9.872 % 

(using analytical solution (8)) 

4.256 % 

(using analytical solution (31)) 

6.379 % 

(using numerical solution (51)-(53)) 

 

4. Анализ математических моделей  

вязкоупругих сред с операторами  

дробного и целочисленного  

интегро-дифференцирования 

 

Вопросы целесообразности применения моделей  

с операторами дробного интегро-дифференцирования  

в теории вязкоупругости имеют долгую историю 

(см., например, [9]). В настоящей работе авторы выполни-

ли сравнительный анализ решений на основе дробных 

линейной (4) и нелинейных (26), (27) моделей Фойхта  

с данными, полученными на основе классической моде-

ли теории вязкоупругости с операторами целочисленно-

го интегрирования Ю.П. Самарина [38, 39]. В цитируе-

мых работах автором представлена нелинейная модель 

вязкоупругого тела в виде 
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где  и  – деформация и напряжение в момент 

времени t;  – нормирующий коэффициент; Е – мгно-

венный модуль упругости;  – некоторые подле-

жащие идентификации параметры модели. Отбрасывая 

мгновенно-упругую деформацию при , из 

(54) получим выражение для чистой вязкоупругой компо-

ненты деформации : 

   0

*
1

( ) 1 i

mn
t

i

i

p t A e




 
   

 
 . (55) 

Посредством экспериментальных данных для се-

рии кривых ползучести при пяти постоянных уровнях 

напряжения поливинилхлоридного пластиката (см. 

рис. 1) и методики [38, 39] получена аппроксимация 

для рассматриваемого материала со следующими па-

раметрами:     

  (1/ч),  (1/ч), 

 (1/ч), т.е. имеем в (55) 3 экспоненциаль-

ных слагаемых и 7 параметров. Приведем оценки по-

грешностей в норме (15) анализируемых моделей: для 

модели (55) (семь параметров) – Δ = 9,23 %, линейного 

дробного аналога модели Фойхта (2) (три параметра) – 

Δ = 10,47 %, нелинейного неинтегрируемого дробного 

аналога модели Фойхта (26) (пять параметров) –  

Δ = 4,41 %, нелинейного интегрируемого дробного 

аналога модели Фойхта (27) (четыре параметра) – 

Δ = 4,27 %. Отметим, что погрешности определены 

только по кривым ползучести при нагрузке 

(  ч). 

Таким образом, при меньшем числе параметров 

линейная дробная модель дает практически одинако-

вые результаты с моделью (55), а нелинейная дробная 

модель всего при четырех параметрах дает вдвое 

меньшую погрешность, чем модель с целочисленным 

интегральным оператором с семью параметрами. От-

сюда можно сделать вывод о целесообразности ис-

пользования математических моделей с дробными 

операторами интегро-дифференцирования в теории 

вязкоупругости. 

 

Выводы 
 

Выполненные исследования позволяют сформули-

ровать следующие результаты. 

1. Разработан ряд линейных и нелинейных матема-

тических моделей с операторами дробного интегро-

дифференцирования для описания реологического де-

формирования вязкоупругих сред. 

2. Разработана методика идентификации параметров 

дробных моделей вязко-упругого деформирования, реали-

зованная применительно к экспериментальным данным по 

ползучести поливинилхлоридного пластиката. 

3. Выполнен сравнительный анализ погрешностей 

аппроксимации экспериментальных данных расчётны-

ми кривыми вязкоупругого деформирования при посто-

янных напряжениях, полученных по линейным и нели-

нейным дробным моделям. 

4. Выполнен сравнительный анализ данных расче-

тов по линейным и нелинейным дробным моделям  

с данными расчетов по определяющим соотношениям 

вязкоупругости с целочисленными операторами интег-

рирования применительно к поливинилхлоридному 

пластикату. Показано, что при меньшем числе парамет-

ров линейной дробной модели погрешность аппрокси-

мации практически совпадает, а для нелинейной дроб-

ной модели погрешность в два раза меньше погрешно-

сти по модели с классическим интегральным 

представлением. Этот факт может служить обосновани-

ем использования моделей с операторами интегро-

дифференцирования дробного порядка в теории вязко-

упругости. 
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2 до 15 апреля 30 июня 

3 до 15 июля 30 сентября 

4 до 10 октября 30 декабря 

 

2. Требования к представляемым материалам 

2.1. К опубликованию в журнале «Вестник ПНИПУ. Механика» принимаются статьи (в том числе обзорного харак-

тера), ранее не публиковавшиеся и содержащие существенные, обладающие научной новизной, результаты в об-

ласти механики деформируемого твердого тела, в том числе: 

– развитие и приложения классических и обобщенных моделей деформирования и разрушения твердых тел;  

– математические модели неупругого деформирования сред, в том числе с учетом эволюции микроструктуры, 

многоуровневые модели неупругого деформирования; 

– модели процессов деформирования сред с фазовыми и релаксационными переходами;  

– механика наноматериалов; 

– технологическая механика, в том числе механика реономных сред;  

– механика композиционных материалов и конструкций; 

– вычислительная механика деформируемого твердого тела, развитие и применение современных вычислитель-

ных и программных средств;  

– экспериментальная механика деформируемого твердого тела. 

2.2. Рукописи статей объемом до 15 страниц (для обзоров – до 30 страниц), подготовленные с помощью редактора 

текста Word for Windows 7, направляются по адресу: 614990, Пермский край, г. Пермь, Комсомольский пр., 29, 

ПНИПУ, редакция журнала «Вестник ПНИПУ. Механика». Электронный вариант статьи одновременно направ-

ляется на адрес (e-mail): pnrpu.mechanics@gmail.com.  

2.3. Правила оформления статьи (см. образец на сайте http://vestnik.pstu.ru/mechanics/ toauthors/requirements/):  

Заголовки:  

название статьи: шрифт – Times New Roman Cyr, полужирный; размер символов – 14; подзаголовки (при нали-

чии): шрифт – Times New Roman Cyr, полужирный; размер символов – 12. Выравнивание заголовка и подзаго-

ловка – по центру.  

Текст статьи:  

шрифт – Times New Roman Cyr; размер символов – 12; межстрочный интервал – одинарный; выравнивание по 

ширине страницы; переносы желательно не использовать; поля страницы: левое – 3 см; правое – 2 см; верхнее – 

2,5 см; нижнее – 2,5 см. Абзацный отступ 0,5 см.  


