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 Сложность явлений, происходящих при измельчении и разрушении твердых тел, за-
трудняет теоретическое описание этого процесса. В связи с этим представляется актуаль-
ным установление взаимосвязей между параметрами, определяющими показатели про-
цесса измельчения, выявление степени их влияния друг на друга, создание и анализ мо-
дели процесса измельчения с учетом определяющих его параметров измельчителя 
и физико-механических свойств материала и на этой основе совершенствование форма-
лизованных методов расчета и обоснования рациональных параметров измельчителей,
обеспечивающих эффективность их применения при эксплуатации. 

На основе анализа состояния реального материала большой группой ученых был соз-
дан ряд теорий, объясняющих условия и механизмы разрушения в твердых материалах.
Однако практическое применение существующих теорий для расчета процессов измель-
чения довольно затруднительно. 

Поэтому до сих пор существует необходимость разработки новой простой и удобной
для практического применения теории. Авторами предлагается новый способ теоретиче-
ского описания процесса разрушения материалов. На основе упрощенной энергетической 
гипотезы и прикладной технической теории распространения волн в упругой сплошной
среде было получено новое уточненное решение фундаментальной динамической задачи
механики упругодеформируемого твердого тела о продольном соударении бруса постоян-
ного произвольного поперечного сечения, моделирующего частицу материала, с абсолют-
но жесткой поверхностью, моделирующей рабочий орган измельчителя, учитывающее
параметр времени и линейный размер движущегося стержневого элемента (частицы).
Разработанная уточненная механико-математическая модель, доведенная до практически 
применимых расчетных аналитических зависимостей и проиллюстрированная характер-
ными численными примерами, позволяет количественно оценивать прочность частицы
твердого вещества в процессе ее разрушения и измельчения, дает возможность осущест-
вить комплексный подход к описанию динамического процесса разрушения частиц мате-
риала путем регулирования и подбора оптимальных физико-геометрических характери-
стик, обеспечивающих требуемое качество измельчения, а также прогнозировать протека-
ние разрушения частицы в зависимости от параметров этого процесса.  
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 The complexity of phenomena caused by grinding and fracturing of solid particles makes it 
difficult to provide the theoretical description of this process. In this case, it is important to estab-
lish relationships between the parameters that determine the characteristics of the grinding pro-
cess, determine the degree of their influence on each other, create and analyze the grinding pro-
cess model taking into account crusher’s parameters, physical and mechanical properties of the 
material. Consequently, the improvement of formal calculation methods and justification of ration-
al parameters of crushers ensure the effectiveness of their use during operation.  

By analyzing real materials’ state, a large group of scientists have created a number of theo-
ries explaining fracture conditions and mechanisms in solid materials. However, it is quite difficult 
to apply the existing theories for calculation of grinding processes. 

Therefore, there is a need to develop a new simple and convenient theory for practical appli-
cation. Authors offer a new method aimed at theoretical description of a material’s fracture. 
Based on the simplified energy hypothesis and applied technical theory of wave spreading in
elastic continuous medium, we have obtained a new refined solution of the fundamental dynamic 
mechanical problem of an elastically deformable rigid body about a longitudinal collision of a 
beam having a constant arbitrary cross section (simulating the material’s particle) with an abso-
lutely rigid surface (simulating the working body of the crusher), taking into account the time pa-
rameter and linear dimension of the moving rod element (particle). 

The developed refined mechanical and mathematical model, which has been reduced to ap-
plicable calculated analytical dependencies and illustrated by typical numerical examples, allows 
to quantify the strength of the solid particle under destruction and grinding, makes it possible to 
implement a comprehensive descriptive approach regarding the dynamic process of material 
particles’ grinding by regulating and selecting the optimal physical and geometric characteristics, 
which provide the required grinding quality and predict the particles’ grinding process depending 
on the process parameters.  
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При измельчении материалов преимущественно 

распространены механические способы воздействия, 
отличающиеся относительной простотой осуществле-
ния [1, 2]. Процессы тонкого измельчения, осуществ-
ляемые механическими способами, имеют большое зна-
чение в современном производстве.  

Правильный выбор основных параметров измельчи-
телей может основываться только на глубоком знании 
процесса измельчения, на четком представлении о 
взаимосвязях между свойствами измельчаемого мате-
риала и геометрическими, кинематическими и энерге-
тическими параметрами измельчителей, на максималь-
ном их согласовании еще на стадии проектирования.  

В то же время трудности в разработке математиче-
ской модели процесса измельчения и расчетного метода 
ее решения обусловлены наличием различных по своей 
природе процессов, протекающих в измельчителе, и 
влиянием на эти процессы большого числа взаимосвя-
занных факторов, осложняющих разработку детерми-
нированных методов расчета:  

 неопределенность формы контакта и характера 
распределения напряжения, а следовательно, условий и 
момента разрушения куска материала;  

 природа упругохрупкого разрушения;  
 случайный характер параметров внешнего воз-

действия;  

 свойства материалов;  
 геометрия камеры измельчителя.  
Сложность явлений, происходящих при измельче-

нии и разрушении твердых тел, затрудняет детальное 
описание этого процесса. В связи с этим установление 
взаимосвязи параметров, определяющих технологиче-
ские и эксплуатационные показатели процесса измель-
чения, выявление степени их взаимного влияния,  
создание и анализ модели процесса измельчения с уче-
том определяющих его параметров измельчителя 
и физико-механических свойств материала и совер-
шенствование на этой основе формализованных мето-
дов расчета и обоснования рациональных параметров 
измельчителей, обеспечивающих эффективность их 
применения при эксплуатации, представляется акту-
альным. 

Частицы материала разрушаются в результате пре-
вышения внешними усилиями пределов прочности 
(предел временного сопротивления) материала на сжа-
тие, растяжение, изгиб и сдвиг. Широко используется 
способ измельчения, основанный на образовании в час-
тицах остаточной деформации путем удара или дина-
мического воздействия.  

На основе анализа состояния реального материала 
был создан ряд теорий, объясняющих условия разруше-
ния в твердых материалах. 
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Теоретической основой формирования механизма 
разрушения явился известный в механике принцип ми-
нимальной энергии, рассмотренный А.А. Гриффитсом, 
по которому равновесное состояние деформированного 
тела соответствует минимуму потенциальной энергии 
системы. Фундаментальная закономерность Гриффитса 
получила поддержку и была в дальнейшем развита в по-
следующих исследованиях ряда других ученых. Иссле-
дователи Р. Риттингер, В.Л. Кирпичев, Ф. Кик, Ф. Бонд, 
Г. Румпф, В.В. Кафаров, А.Д. Лесин, Е. Орован, Г.Р. Ир-
вин, Г.И. Баренблатт, П.А. Ребиндер и др. [3, 4, 5, 6], 
а позднее Г.С. Ходаков, Л.А. Шрейнер, Е.Д. Щукин, 
А.М. Фрумкин, В.Д. Кузнецов, В.В. Болдырев, Е.Г. Ав-
вакумов, В.П. Жуков, В.Е. Мизонов, В.И. Колобердин 
и др. [7, 8] выдвинули и обосновали свои гипотезы меха-
низма разрушения твердых частиц, в которых попыта-
лись частично разрешить недостатки и противоречия 
теории Гриффитса. Разработанные к настоящему време-
ни гипотезы, отвечающие проблеме измельчения, рас-
крывают тот или иной фактор, который оказывает воз-
действие на явление разрушения твердых тел.  

Можно выделить базовые теории (гипотезы), кото-
рые отражают макроскопический уровень разрушения 
твердых сред. В основе их лежат гипотезы П. Риттинге-
ра, В.А. Кирпичева – Ф. Кика, согласно которым энер-
гия (работа), затраченная на разрушение (измельчение) 
прямо пропорциональна макроскопическим параметрам 
(удельная поверхность материала, объем, масса) [4]. 
Ф. Бонд предложил определять работу, затрачиваемую 
на измельчение, как величину, пропорциональную 
среднегеометрической из объема и поверхностей раз-
рушаемой частицы [4].  

Гипотезы Риттингера, Кирпичева–Кика, Бонда, Ре-
биндера, которые известны в литературе как теоретиче-
ские законы измельчения и на которых основывается ряд 
других, удовлетворительно отражают качественную сто-
рону процесса измельчения, но для количественных рас-
четов, когда требуется определить абсолютное значение 
работы, практически не используются. Происходит это 
преимущественно потому, что предложенные гипотезы 
содержат в себе ряд важных коэффициентов пропорцио-
нальности (кs, кv, , K, к1, к2, к0 и т.д.), определение которых 
вызывает существенные трудности для каждого измель-
чаемого материала. Кроме того, они скрыто содержат в 
себе уже затраченную на измельчение работу.  

Интерес в области определения энергии, затраченной 
на измельчение, представляет теория профессора 
В.И. Баловнева [9, 10]. Он утверждает, что сопротивле-
ние измельчению зависит не только от природы сил, дей-
ствующих на материал, но и от вероятности их появле-
ния в разрушаемом материале. Все силы здесь подразде-
лены на четыре группы: 1) Р1 – объемные силы; 2) Р2 – 
поверхностные силы; 3) Р3 – линейные силы; 4) Р4 – то-
чечные силы. Однако эта закономерность также не дает 
точной оценки энергии, затраченной на измельчение, 
поскольку, как и ранее, возникают сложности в опреде-
лении сил и коэффициентов. 

В. Кармазин и Р. Татур предложили более общее 
решение задачи о расходе энергии. Согласно их гипоте-
зе процесс разрушения есть непрерывное сжатие части-
цы от исходного размера D до конечного размера d при 
одновременном уменьшении площади поперечного се-
чения образца от S0 до S. При измельчении, для дости-
жения требуемого размера d частиц материала, необхо-
димо неоднократное воздействие на материал с разме-
ром D. Количество воздействий n определяется на 
основании рассмотренного в ряде работ допущения, 
которое применялось на протяжении всех исследований 
в области измельчения [11, 12, 13, 14], а именно, при 
измельчении частиц материала с размером D до размера 
d, то есть со степенью i = D/d, получается i3 частиц.  

К настоящему времени различными исследователя-
ми проведен системный анализ и создана основа струк-
туры процесса измельчения. 

Предел упругости хрупкого материала находится в 
практически равном соотношении с пределом его проч-
ности, и энергия воздействия, разрушающая частицу, 
накапливается в виде энергии упругих напряжений [15]. 
В процессе измельчения материалов каждая частица 
среды подвержена нагружению внешним силовым воз-
действием. Каждая частица имеет выступающие части, 
которые при приложении усилий сжатия первыми вос-
принимают предельные нагрузки. С нарастанием уси-
лий выступающие части дробятся на мелкие частицы, 
образуя конус разрушения и новую поверхность на теле 
частицы, с помощью которой обеспечиваются захват и 
устойчивое положение частицы относительно рабочего 
органа. При последующем росте усилий сжатия дефор-
мации и напряжения возникают в объеме основного 
тела частицы, где развиваются упругие деформации, 
происходит накопление поля напряжений, уплотнение 
вакансий, образование контактных зон и трещин. При 
этом наибольшие напряжения появляются в местах со-
прикосновения разрушаемой частицы с рабочим орга-
ном [16, 17, 18, 19]. Это приводит к зарождению, росту, 
развитию, слиянию и размножению микротрещин, что 
приводит к разрушению частицы.  

Кроме вновь образованной поверхности, которую 
принимают основной гипотезой в механизме тонкого 
измельчения твердых частиц, необходимо также при-
нимать во внимание размер измельчаемой частицы. 
Разрушающее усилие с уменьшением размера частицы 
возрастает в силу снижения вероятности появления не-
однородностей и количества трещинообразований на 
поверхности частицы [15, 18, 20, 21]. 

На расход энергии при разрушении значительное 
влияние оказывает крупность исходного материала и 
характер протекания деформаций. Минимум затрат 
обеспечивается, когда упругая деформация, предельная 
для зерна заданного минимального размера, распро-
страняется со скоростью, превышающей скорость обра-
зования отдельных трещин в объеме разрушаемой час-
тицы, то есть при высоких скоростях нагружения [12, 
13, 22, 23, 24]. 
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Между механизмом разрушения частиц и затрачивае-
мой энергией существует взаимосвязь. Основной задачей 
при измельчении материалов является установление ра-
циональной взаимосвязи между затрачиваемой энергией и 
характеристиками крупности материала для выбранного 
способа и протекающего в измельчительном оборудова-
нии механизма разрушения. Однако установление связи 
между энергетическими затратами на измельчение и ха-
рактеристиками крупности материала возможно только в 
случае наличия возможности количественного определе-
ния параметров, характеризующих процесс измельчения. 

Изученные за долгие годы вопросы теории измель-
чения материалов и рассмотренные выше гипотезы так 
или иначе находят свое отражение и лежат в основе 
проектируемого и внедряемого измельчительного обо-
рудования, благодаря чему эти машины претерпевают 
изменения, повышающие их эффективность. Все выше-
перечисленные, а также другие гипотезы измельчения в 
той или иной мере затрагивают определенный круг ус-
ловий, необходимых для механического измельчения 
материала. В то же время практическое применение 
этих закономерностей для расчета и прогнозирования 
процессов измельчения затруднено и фактически ни 
одна из теорий, объясняющих механику измельчения, в 
силу своей сложности не позволяет практически рас-
считывать и прогнозировать процесс измельчения во 
взаимосвязи с параметрами измельчителя.  

Для оценки работы измельчительных машин по та-
ким параметрам, как крупность частиц, которые могут 
быть разрушены в измельчителе, предел измельчения и 
другим, необходимо иметь адекватное математическое 
описание процесса разрушения частиц. Существующие 
в настоящее время методики расчета процесса тонкого 
измельчения, как правило, отличаются сложностью 
практического использования [9, 10, 26], кроме того, 
учет всех факторов, влияющих на протекание процесса 
разрушения частиц маловероятен, поэтому получение 
точной теории измельчения является сложной задачей 
[20, 25, 27, 28, 29, 30, 31] и для проведения практиче-
ских расчетов и прогнозирования результата процесса 
измельчения, хотя бы и с определенными допущения-
ми, необходимо иметь несложные в плане практическо-
го применения расчетно-теоретические зависимости.  

Опираясь на классические гипотезы измельчения и 
приведенные выше положения можно высказать ряд 
исходных предпосылок к расчетно-теоретическому 
описанию процесса измельчения, преимущественно в 
его прикладном аспекте.  

1) В процессе измельчения материалов каждая час-
тица среды подвержена силовому воздействию, что соз-
дает в ее объеме напряженно-деформированное состоя-
ние. Разрушить частицу, не создав в ней деформации 
сдвига, растяжения, одноосного или двухосного сжатия, 
практически невозможно.  

2) Принимая, что одноосное сжатие наиболее эф-
фективно для разрушения вследствие больших возмож-
ностей для деформаций (при двухосном и, тем более, 

трехосном сжатии, материал стремится не к разруше-
нию, а к спрессовыванию), примем его как основное и 
желаемое состояние для процесса разрушения. Одноос-
ное сжатие с высокой энергией нагружения легче всего 
обеспечить путем приложения к измельчаемым части-
цам ударной нагрузки. 

3) Скорость распространения, а также величина на-
пряжений в разрушаемом материале зависят от свойств 
материала. Как известно, распространение механиче-
ских возмущений в материале (в том числе напряжений) 
определяется скоростью распространения упругих волн 
(скоростью распространения звука), поэтому распро-
странение напряжений пропорционально корню квад-
ратному из отношения модуля упругости Е к плотности 
 материала (см. формулу (6)).  

При этом величина предельных напряжений, при ко-
торых материал начинает разрушаться, по нашему мне-
нию, может быть принята как обобщенная (осредненная) 
характеристика состояния его макро- и микроструктуры, 
например, как параметр, учитывающий наличие в мате-
риале трещин и других дефектов, влияющих на процесс 
разрушения, а также характеризующий другие физико-
механические свойства материала, так как иным образом 
учесть все многообразие факторов и свойств материала, 
определяющих протекание процесса разрушения при 
практических расчетах, весьма затруднительно. При та-
ком допущении расчет процесса измельчения можно рас-
смотреть с точки зрения линейной теории упругости, что, 
предположительно, позволит получить несложную и 
пригодную для практического использования расчетно-
теоретическую модель измельчения. 

4) Потенциальная энергия, приводящая к образова-
нию трещин и разрушению частицы, накапливается в 
виде упругих напряжений в некотором объеме частицы 
при его деформации, причем наиболее благоприятные 
условия для образования трещин, как и наибольшие 
напряжения, создаются в слоях разрушаемой частицы, 
находящихся в контакте с рабочим органом. 

5) Из такого подхода следует, что разрушится только 
такой объем материала, для которого хватит энергии раз-
рушения Ер. Как правило, энергии Ер не хватает для раз-
рушения всей частицы, то есть фактически разрушается 
только некоторая ее часть (рис. 1). Поэтому разрушение 
частицы материала сводится к некоторому процессу, ко-
торый можно условно назвать «обкалыванием», при мно-
гократном взаимодействии с рабочим органом. 

6) Таким образом, дальнейшая работа по расчетно-
теоретическому описанию процесса измельчения и соз-
данию прикладной теории измельчения заключается в 
получении достоверных зависимостей для определения 
объема материала, разрушающегося («обкалывающего-
ся») при одном взаимодействии с рабочим органом, что 
в дальнейшем позволит осуществлять практические 
расчеты для определения работы и мощности измельче-
ния при проектировании измельчительных машин, ко-
торые в настоящее время чаще всего назначают на ос-
нове практических данных. 
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Рис. 1. Приближенное моделирование продольного удара бруса  
о неподвижную жесткую преграду [31, 34] 

Fig. 1. An approximate modeling of the longitudinal impact  
of the beam against the fixed rigid barrier [31, 34] 

Например, приняв суммарный объем материала ΔV, 
разрушаемого в измельчителе, как сумму объемов Vi, 
поэтапно разрушаемых последовательными многократ-
ными воздействиями рабочего органа измельчителя, от 
суммарного объема разрушаемого материала ΔV можно 
затем перейти к определению работы и мощности, по-
требных для измельчения материала от начальной до 
требуемой крупности. 

7) Сегодняшнее изучение процесса измельчения 
твердых тел все больше и больше связано с разнообра-
зием скорости движения измельчающих тел, так как для 
получения требуемой дисперсности для каждого мате-
риала характерен определенный режим скоростей рабо-
чих органов. Поэтому в разрабатываемой прикладной 
теории измельчения и зависимостях, описывающих ме-
ханику измельчения, должны присутствовать скорост-
ные характеристики.  

Разработанная на основе вышеприведенных поло-
жений, а также на основе известных положений сопро-
тивления материалов методика определения разрушае-
мого объема частицы материала в зависимости от пара-
метров процесса (параметров измельчителя), а именно, 
скорости рабочего органа, позволит прогнозировать 
результат и производить расчет процесса измельчения, 
осуществлять подбор измельчительного оборудования.  

Поэтому ниже, на основе доработанных известных 
подходов и моделей, предложен вариант упрощенной 
прикладной механико-математической модели, описы-
вающей на основе приближенной расчетной схемы про-
дольного сжимающего ударно-силового импульса раз-
рушение частицы в виде бруса длиной l произвольного 
постоянного поперечного сечения площадью S const  
свободным прямым ударом при взаимодействии из-
мельчаемого материала с абсолютно твердой непод-
вижной плоской поверхностью (см. рис. 1).  

Известное решение в первом приближении данной 
задачи [31, 32, 33] базируется на упрощенной физико-
математической модели Т. Юнга [34], в основу которой 
положены теорема об изменении кинетической энергии 
тела, имеющего скорость v0 [31, 35], и следующие до-
пущения (см. рис. 1): 

а) материал твердого вещества с плотностью м – 
однородный, сплошной, изотропный, линейно-упругий, 
подчиняется закону Гука; 

б) соблюдается гипотеза плоских сечений, а уда-
ряющая поверхность x = l бруса предполагается совер-
шенно гладкой [31]; 

в) удар является неупругим при коэффициенте вос-
становления кв = 0 [35]; 

г) распределение статического ст(х) и динамического 
уд(х) нормальных напряжений вдоль оси бруса соответст-
вует распределению собственного веса бруса постоянного 
поперечного профиля S = const [31, 32, 36, 37]: 

 ст т ;
x

  


 yд ;
x

  


 0 ,x     (1) 

где т,  – экстремальные значения ст и уд; 
д) деформации распространяются по стержню 

мгновенно; 
е) физико-механические константы материала оста-

ются неизменными в условиях динамического нагруже-
ния, что допустимо для скоростей удара v0  100 м/с [37]; 

ж) в момент силового импульса все точки бруса ис-
пытывают одно и то же ускорение, откуда следует, что 
динамическое напряжение уд будет таким же, как буд-
то ко всем бесконечно малым элементам движущегося 
тела были приложены равномерно распределенные по 
его объему силы инерции Хi = const (см. рис. 1) [33]; 

з) кинетическая энергия К в момент удара с началь-
ной скоростью v0 целиком переходит в потенциальную 
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энергию U деформации стержня (см. рис. 1 и формулы 
(1)) [27, 31, 34]: 
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(2)

 

 0 мv 3 ,Е       (3) 

где m – масса движущегося тела (бруса); Е – модуль 
упругости при сжатии. 

Идеализированное решение (1)–(3) дает значительно 
завышенные результаты, поскольку в действительности 
часть кинетической энергии при ударе теряется. Соотно-
шение (3) является чрезвычайно приближенным [27, 31] 
вследствие того, что наибольшее напряжение  эпюры уд 
не зависит от размеров бруса и от продолжительности 
соударения, а связано только с физическими свойствами 

материала. Например, для частицы из мрамора с пределом 
прочности на сжатие вс = 100...180 МПа, модулем упруго-
сти Е = 0,56·105 МПа, плотностью м = 2500 кг/м3 [38] при 
начальной скорости соударения v0 = 50 м/с расчет по фор-
муле (3) дает значение  = 1024,7 МПа, что намного 

больше (max)
вс  = 180 МПа. 

Уточним упрощенную энергетическую модель [27, 
34] (см. рис. 1) приближенной одномерной теорией 
продольного распространения волн в стержнях посто-
янного поперечного профиля S = const [29, 31] при ус-
ловии, что каждый элемент бруса испытывает простое 
(одноосное) сжатие-растяжение, отвечающее осевой 
упругой деформации (рис. 2). 

 ( , ) ;
u

х t
x


   


  (4) 

где u = u(x, t) – перемещение в направлении оси х, зави-
сящее от переменной х и времени t: 0 ;x    t 0 . 

 

Рис. 2. Уточненные расчетные схемы колебательно-волнового процесса соударения измельчаемой частицы с абсолютно  
жесткой плоской поверхностью: а – начальный момент времени t = 0; б – перемещение u произвольного поперечного сечения  

при t  0; в – характер эпюр  и u, когда t = ty (пунктирные линии – элементарная модель [31, 34]) 
Fig. 2. Refined calculation schemes of the vibro-wave process of the grinding particle’s impact against an absolutely rigid plane  

surface: a – initial time t = 0; b – u displacement of an arbitrary cross-section at t  0; c –  and u diagrams when t = ty  
(the dashed lines show the elementary model [31, 34]) 
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Дифференциальное соотношение (4) представляет 
собой известную формулу Коши, связывающую пара-
метры (x,t) и u(x,t) [29]. 

Рассматривая равновесие бесконечно малого участка 
dx бруса между сечениями х и х+dx (рис. 2, а), получаем 
уравнение продольных колебаний в виде [29, 31, 39] 

 
2 2

2
2 2

,
u u

С
t x

 


 
  (5) 

где С – скорость распространения звуковой волны по 
направлению координаты х (т.е. в направлении дейст-
вия удара): 

 
м

.
Е

С 


 (6) 

Преобразовав равенство (5) путем его однократного 
дифференцирования по переменной х и учитывая, что по 
закону Гука  = (x,t) = E·, получим дифференциальное 
уравнение в частных производных [31] относительно 
функции нормального напряжения  = (x,t), характе-
ризующего удельные внутренние усилия, т.е. напряженное 
состояние измельчаемой частицы: 

 
2 2

2
2 2

.С
t x

   
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 
  (7) 

Если считать неподвижную плоскость x = l абсолютно 
твердой (см. рис. 2), то скорость частиц вещества на пра-
вом конце стержня x = l в момент соударения (t = 0) будет 
равна v0, а начальное напряжение сжатия l0 = (l,0), со-
гласно формуле (279) из [29], 

 0 0 м .E  v   (8) 

Функцию сжимающего усилия lt·S = S·(l,t) в зави-
симости от времени t можно найти из уравнения движе-
ния бруса [29, 35] 

 0,t
t

d
m S

dt
   

v
   (9) 

где m – масса тела; vlt = v(l,t) – скорость частиц на торце 
тела (бруса) [29], 
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Подставляя (10) в (9), получаем дифференциальное 
уравнение 
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откуда [29], руководствуясь [40] и (8),  
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где аргумент t меняется в пределах 0  t  ty, 
а теоретическая продолжительность соударения  
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При максимальном времени контакта t = tmax = ty =  
= (2l)/C на основании (11), 
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а в предельном случае t = 0, аналогичном упрощенной 
модели (1)–(3), 

 
у

(max)
0 0 0 м ,tЕ      v    (14) 

что совпадает с идеализированным результатом (8), ко-
гда удар мгновенный. При этом приближенное решение 
(3) для силового параметра  [31, 34] в 1,732 раза превы-
шает соответствующее уточненное значение (14). 

Проведя расчеты по формулам (13)–(14) при 
прежних исходных характеристиках материала 
(мрамора), будем иметь 

у

(min)
вс80,1 МПа 100МПа;t       

(max)
0 вс592 МПа 180 МПа .       

Определяем скорость С звуковой волны и время 
удара tу, используя соотношения (6), (12) и полагая дли-
ну частицы l = 0,1 мм: 

С = 4688 м/с и ty = 4,27·108 с. 

Из двух полученных значений ltу и l0 более точным 
и объективным следует считать предельный случай ltу, 
так как время соударения t  tу не может равняться нулю. 
Результаты расчета ltу также подтверждают некоррект-
ность приближенного решения (3).  

Продолжая совершенствование приближенных мо-
делей (см. рис. 1 и 2), решим полуобратным методом 
Сен-Венана [29, 30] основное модифицированное вол-
новое уравнение (7) [31], используя полученную уточ-
ненную формулу (11) для краевого нормального напря-
жения lt = (l,t), возникающего на торцевой поверхно-
сти x = l измельчаемой частицы в произвольный момент 
времени t, удовлетворяющий условиям 0  t  ty и (12) 
(см. рис. 2). Аппроксимируем по методу Фурье [30] ис-
комое внутреннее усилие (х,t) произведением двух 
функциональных выражений: 

 ( , ) ,x t f sh x       0 ,x     (15) 

где  = const – пока неизвестная константа; f = f(t) 
функция, зависящая только от переменной t (0  t  tу). 

В результате подстановки (15) в (7) имеем после де-
ления на shx обыкновенное однородное дифференци-
альное уравнение второго порядка 

2
2 2

2
0,

d f
С f

dt
     

общий интеграл которого записываем в виде суммы [40], 
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1 2( ) ,С t С tf C e С e sh x        

где С1, С2 = const – произвольные постоянные; е =  
= 2,71828... – основание натурального логарифма. 

Для реализации граничного соотношения (11) функции 
(15) следует принять C2 = 0,  = 1/l, и тогда аналитическое 
выражение (15) преобразуется к окончательному виду 

 

1

0 0 м

( , )

,
1 1

C

C C

t

t t
м

x
х t С e sh

x x
sh sh

e Е e С
sh sh

 

   

      

    v v



 



 
  

(16)

 

где sh 1 = 1,1752… – гиперболический синус от 1, 
а постоянная интегрирования 

0
1 м .

1
С Е

sh
 

v
 

Имея (x,t), находим перемещение u = u(x,t) из ра-
венства (4) и закона Гука Е     для волны сжатия 

( < 0), когда абсолютная деформация u > 0 и направле-
на в сторону сечения x = l (см. рис. 2): 

0
м ,

1

Ct

x
shu

e Е
x E E sh

  
    


v

  

откуда после интегрирования 

 

0
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0
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0
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1
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u e Е ch C
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 
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      
 

v

v

v
















  

(17)

 

где С3 – константа, которую вычисляем из очевидного 
кинематического граничного условия u(l,t) = 0 при x = l 
(см. рис. 2), откуда следует 

3 1 1,5431 ,С ch       

ch 1 = 1,5431…, cth 1 = 1,31305 – значения гиперболи-
ческих функций. 

На рис. 2, в даны безразмерные эпюры * и u*, 

  1

0 м

0,13534
* *( ) ,

1

x
х shЕ

sh


     v


 

1

0
м

* *( ) 0,1777 ,1 0,648
x

u u x u chЕ
E

          
  

v 


 

построенные согласно выведенным формулам (16), (17), 
соответствующим t = tу (см. рис. 2) с учетом периода 
соударения t  ty = (2l)/C в сопоставлении с приближен-
ными функциями [27, 31, 34], адекватными моменту 
времени t = 0: 

  1

уд уд 0 м
( ) 1,732 1,732 ,

x
х Е

      v


 

1 2
0

м 2
( ) 0,866 .1у у

xu u x u Е
E


              

v 


 

Полученное уточненное соотношение (16), матема-
тически описывающее нормальное напряжение (x,t), в 
отличие от приближенного и завышенного результата 
(3), зависит от времени t соударения и линейного раз-
мера l бруса (частицы) (см. рис. 2). 

Для численной оценки и контроля прочности твер-
дого вещества в процессе его измельчения (разрушения) 
необходимо использовать краевое условие (11) общего 
выражения (16), из которого видно, что с увеличением 
длины l частицы повышается наибольшее сжимающее 
напряжение *(l) = max по площади S контакта.  

На основе зависимостей (6), (12) и полученной 
формулы (16) рассмотрим пример практической оценки 
несущей способности модели частицы из мрамора 
в форме бруса при ее измельчении импульсным прямым 
ударом о недеформируемую плоскость. Исходными 

параметрами являются: (max)
вс вс    = 180 МПа;  

Е = 0,56·105 МПа; м = 2500 кг/м3; v0 = 50 м/с; началь-
ный размер частицы l0 = 0,110–3 м и расчетное (факти-
ческое) время соударения tр (с), принимаемое меньше 
предельной продолжительности контакта tу (по (12)), 
так как теоретическая величина tу тождественна прохо-
ждению упругой волны сжатия-растяжения, вызванной 
ударом, в двух направлениях по всей длине l0 стержне-
вого элемента (см. рис. 2). 

Во-первых, определим величину разрушенной в ре-
зультате ударного воздействия части частицы мрамора, 
которая при постоянной площади сечения S = const (см. 
рис. 2) будет характеризоваться в основном длиной раз-
рушенной части. Представляем алгоритм решения этой 
задачи. 

1) Вычисление скорости звука согласно (6): С =  
= 4688 м/с. 

2) Определение граничного времени соударения 
в соответствии с (12): ty = 4,27·108 с. 

3) Назначение фактического периода tр удара:  
tр = 108 с < ty.  

4) Графоаналитическое исследование функции на-
пряжения  = (l,tр) в зависимости от переменной  
l  l0 = 0,110–3 м = 0,1 мм с использованием формулы 
(16), где х = l, t = tp = 108c: 

 8 8

0 м

4688  10 4688  10
11

( , )

50 2500 0,56 10 592 ,

C
рt

рt e Е

е е
 

 

 
 

      

   

v 

 


  (18) 

График функциональной зависимости (18), изобра-
жен на рис. 3. 

5) Определение минимальной длины lm частицы, до 
которой она не будет разрушаться (предел измельчения), 
с использованием условия прочности  
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Рис. 3. Графическая иллюстрация функциональной формулы (18) для мрамора при tр = 10–8 с 

Fig. 3. Graphical illustration of the functional formula (18) for marble at tp = 10–8 s 

84688  10
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вс( , ) 592 180m

m рt е



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откуда следует 

84688 10
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ln

180

m


  

 
 
 

   мм. 

Тогда теоретическая длина lр разрушенного участка 
частицы 

0 0,1 0,039 0,061р m        мм. 

Соответствующая точка (lm)=180 МПа показана на 
кривой (l) (см. рис. 3). На этом же рисунке пунктирная 
горизонтальная прямая линия соответствует завышенно-
му напряжению уд = (l,0) = 592 МПа, адекватному вре-
мени t = 0 при мгновенном ударе, согласно упрощенной 
модели, описанной в [29], когда уд не зависит от пара-
метров l и t. 

Таким образом, при исходном размере частицы твердо-
го вещества l0 = 0,1 мм область ее разрушения (см. рис. 3) 
(на примере мрамора) охватывает диапазон lр = 0,061 мм   
 l0 = 0,1 мм, тогда как размер l < lm = 0,039 мм характеризу-
ет неизмельчаемое состояние материала в случае известной 
скорости удара v0, т.е. частицы, имеющие размер l < lm = 
0,039 мм при данном значении v0, измельчаться не будут. 

Во-вторых, возможна и обратная задача, в которой 
необходимо найти минимальную скорость соударения 
v0m для измельчения частицы мрамора длиной l0 = 0,1 мм 
при уже известных физико-механических постоянных 
материала и характеристиках удара С, tу, tр. Соответст-
вующее решение получим из условия прочности  

(l0, tр) = (max)
вс  = 180 МПа (Н/мм2), то есть 

8

0

4688  10

0 0 м( , )р mt е Е
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     v    

(max)
вс 180   МПа (Н/мм2), 

откуда находят наименьшую граничную скорость со-
ударения v0m, ниже которой материал (мрамор) не будет 
разрушаться, 

8 8
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Следует также отметить, что фиксированное время 
соударения tр = 108 < (1,66...4,27)·108 с удовлетворяет 
принятой предпосылке tр < tу данной модели. 

Аналогично можно рассмотреть примеры математи-
ческой аппроксимации измельчения частиц и из других 
материалов. 

 
Выводы 
 

1. Доказана неприменимость с практической точки 
зрения известной упрощенной энергетической гипотезы 
(2) [31, 32, 33, 34], которая дает значительно завышен-
ные напряжения (3). 

2. Разработана уточненная теоретическая модель 
разрушения в результате продольного удара упругоде-
формируемого тела постоянного произвольного попе-
речного сечения по абсолютно жесткой границе полу-
пространства с учетом параметра времени и линейного 
размера тела, доведенная до расчетных аналитических 
зависимостей (11), (16), (17). 

3. Возможно осуществление комплексного подхода 
к описанию динамического процесса разрушения час-
тиц материала путем регулирования и подбора опти-
мальных физико-геометрических характеристик v0, l0, tр, 
обеспечивающих требуемое качество измельчения. 

4. Необходима экспериментальная проверка пред-
ставленной инженерной теории расчета для определе-
ния возможных корректировочных коэффициентов. 
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