
Баженов В.Г., Нагорных Е.В., Самсонова Д.А. Исследование применимости модели основания Винклера для описания контактного 

взаимодействия упругопластических оболочек с заполнителем при внешнем давлении // Вестник Пермского национального  

исследовательского политехнического университета. Механика. – 2020. – № 4. – С. 36–48. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.04 

 

Bazhenov V.G., Nagornykh E.V., Samsonova D.A. Investigation of the Winkler foundation model applicability for describing the contact  

interaction of elastoplastic shells with a core under external pressure. PNRPU Mechanics Bulletin, 2020, no. 4, pp. 36-48.  

DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.04 

 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 4, 2020 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 

https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 
 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  

License (CC BY-NC 4.0) 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.04 

УДК 539.3 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ МОДЕЛИ ОСНОВАНИЯ ВИНКЛЕРА  

ДЛЯ ОПИСАНИЯ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК С ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ПРИ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ 

В.Г. Баженов1, Е.В. Нагорных2, Д.А. Самсонова2  

1
Научно-исследовательский институт механики Национального исследовательского  

Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия 
2
Национальный исследовательский Нижегородский государственный университет  

им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия  

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 20 октября 2020 г. 
Принята: 20 декабря 2020 г. 
Опубликована: 30 декабря 2020 г. 

 Задача деформирования и упругопластического выпучивания оболочек вращения с толсто-
стенным упругим заполнителем при комбинированных статических и динамических нагружениях 
формулируется в плоской двумерной постановке исходя из двух подходов: полномасштабное мо-
делирование в рамках механики сплошных сред и упрощенная постановка, основанная на гипоте-
зах теории оболочек типа Тимошенко и основания Винклера. Оба подхода позволяют решать зада-
чи деформирования и устойчивости непологих оболочек с учетом геометрических нелинейностей. 
Постановка с позиций механики сплошных сред позволяет аппроксимировать оболочку и заполни-
тель по толщине рядом слоев конечных элементов. Определяющие соотношения формулируются 
в переменных Лагранжа с использованием в качестве отсчетной неподвижной декартовой системы 
координат. Кинематические соотношения записываются в метрике текущего состояния. Упругопла-
стические свойства оболочек описываются теорией пластического течения с изотропным упрочне-
нием. Уравнения движения следуют из баланса виртуальных мощностей работ. В первом подходе 
контактное взаимодействие оболочки и упругого тела моделируется условиями непроникания по 
нормали и свободного проскальзывания вдоль касательной. Условия непроникания выполняются 
только в активной фазе контактного взаимодействия, при нарушении контакта они заменяются 
условиями на свободной поверхности. Во втором подходе контактное взаимодействие упругого 
заполнителя с оболочкой моделируется основанием Винклера. Оба подхода позволяют описать 
нелинейное докритическое деформирование оболочек вращения с упругим заполнителем, опреде-
лить предельные (критические) нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения с учетом 
геометрических несовершенств формы. С применением обоих подходов выполнено численное 
моделирование задачи контактного взаимодействия упругопластической цилиндрической оболочки 
с толстостенным упругим заполнителем при квазистатическом равномерном внешнем давлении. 
Проведено исследование влияния толщины и начальной погиби оболочки, а также жесткости и 
толщины заполнителя на величину критического давления и формы потери устойчивости. На осно-
вании этих расчетов сделан вывод о широкой области применимости модели основания Винклера. 
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 The problem of deformation and elastoplastic buckling of shells of revolution with a thick-
walled elastic core under combined static and dynamic loading is formulated in a two-dimensional 
planar formulation based on two approaches: full-scale modeling within continuum mechanics 
and a simplified formulation based on the hypotheses of the theory of shells of the Timoshenko 
type and the Winkler foundation. Both approaches allow solving the problems of deformation and 
stability of non-shallow shells on the basis of Timoshenko's hypotheses, taking into account geo-
metric nonlinearities. The statement from the perspective of continuum mechanics makes it possible 
to approximate the shell in thickness by a number of layers of finite elements. The constitutive rela-
tions are formulated in Lagrange variables using a fixed Cartesian coordinate system as a reference 
one. Kinematic relations are recorded in the metric of the current state. The elastic-plastic properties 
of shells are described by the theory of plastic flow with isotropic hardening. The equations of motion 
follow from the balance of the virtual powers of the work. In the first approach, the contact interaction 
of a shell and an elastic body is modeled by the conditions of nonpenetration along the normal and 
free slip along the tangent. The nonpenetration conditions are satisfied only in the active phase of 
the contact interaction; if the contact is broken, they are replaced by conditions on the free surface. 
In the second approach, the contact interaction of the elastic core with the shell is modeled by the 
Winkler foundation. Both approaches allow one to describe the nonlinear subcritical deformation of 
shells of revolution with an elastic core, to determine the limiting (critical) loads in a wide range of 
loading rates, taking into account the geometric imperfections of the shape. Using both approaches, 
a numerical simulation of epy contact interaction problem of an elastoplastic cylindrical shell with a 
thick-walled elastic core at a quasi-static uniform external pressure is carried out. The study of the 
influence of the thickness and initial deflection of the shell, as well as the stiffness and thickness of 
the core, on the value of the critical pressure and the form of buckling has been carried out. Based 
on these calculations, a conclusion was made about a wide range of applicability of the Winkler 
foundation model. 
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Для увеличения запаса устойчивости оболочечных 

конструкций и блокирования неосесимметричных форм 
выпучивания применяется внутренний заполнитель [1–20]. 
В теоретических исследованиях деформирования и ус-
тойчивости оболочек упругий заполнитель описывается 
уравнениями теории упругости [3, 6, 9, 10, 14, 20] или 
моделируется упругим основанием с одним или двумя 
коэффициентами постели (основание Винклера или 
Пастернака) [5–8, 12, 15, 17–19]. Подробный обзор экс-
периментальных и численных исследований по опре-
делению напряженно-деформированного состояния 
и устойчивости тонких оболочек с заполнителем приве-
ден в [6]. Наличие заполнителя повышает критические 
нагрузки и существенно влияет на формообразование 
оболочки на закритической стадии деформирования. 
Например, при осевом сжатии круговых цилиндриче-
ских упругопластических оболочек с заполнителем об-
разуются кольцевые складки, т.е. сохраняется осесим-
метричная форма потери устойчивости [1, 2]. При осе-
вом нагружении пустотелых оболочек происходит 
трансформация осесимметричной формы потери устой-
чивости в неосесимметричную [1, 21]. Современные 

возможности вычислительной техники позволяют ре-
шать задачи устойчивости оболочек при пластических 
деформациях, учитывая геометрическую и физическую 
нелинейности, краевые эффекты и начальные несовер-
шенства при произвольных комбинациях видов нагру-
жения. В ходе решения вычисляются докритические 
формоизменения конструкций и предельные, а не би-
фуркационные нагрузки. Работы [2, 22, 23] посвящены 
численным решениям осесимметричных геометрически 
нелинейных упругопластических задач деформирова-
ния и устойчивости металлических оболочек при квази-
статических и динамических нагружениях с малыми 
деформациями и немалыми перемещениями. Динамиче-
ская постановка задачи дает возможность моделировать 
закритическое поведение упругопластических конст-
рукций – перескок к новым равновесным состояниям. 
Выбор эффективной модели конечного элемента и па-
раметров дискретизации тонкостенных конструкций 
является нетривиальной задачей [24]. 

Целью настоящей работы является оценка области 
применимости модели Винклера для задачи деформи-
рования и потери устойчивости упругопластических 
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цилиндрических оболочек с толстостенным упругим за-
полнителем. Численное моделирование процессов осу-
ществлялось в плоской двумерной постановке в рамках 
двух подходов: полномасштабное моделирование в рам-
ках механики сплошных сред и упрощенная постановка, 
основанная на гипотезах теории оболочек типа Тимо-
шенко и основания Винклера. Применяемые методы ис-
следования позволяют описать нелинейное докритиче-
ское деформирование оболочек вращения с упругим за-
полнителем, определить предельные (критические) 
нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения 
с учетом геометрических несовершенств формы. 

 
1. Методика численного решения двумерных 
задач в плоской постановке в рамках  
механики сплошных сред 

 
Полная система механических уравнений, описы-

вающих динамическое деформирование сплошной сре-
ды в условиях плоской или осесимметричной деформа-
ции, записывается в декартовой Orz  или цилиндриче-
ской системе координат Or zβ  ( Oz  – ось вращения). 

Кинематические соотношения формулируются в скоро-
стях и строятся в метрике текущего состояния. Компо-
ненты тензоров скоростей деформаций и скоростей 
вращения имеют следующий вид:  

,rr r re u=  , 1
re u r−

ββ = η  , ,zz z ze u=  , 

( )1
, ,2zr z r r ze u u= +   , ( )1

, ,2zr z r r zu uω = −   . 

Уравнение движения сплошной среды следует из 
уравнения баланса виртуальных мощностей:  

( )2rr rr zz zz rz rze e e e r dη
ββ ββ

Ω

σ δ + ησ δ + σ δ + σ δ Ω +    

( )r r z zw u w u r dη

Ω

+ ρ δ + ρ δ Ω −    

( ) ( ) 0.
p q

r r z z r r z z

G G

p u p u r dG q u q u r dGη η− δ + δ − δ + δ =      (2) 

Здесь η  – параметр симметрии ( 0η =  – плоская де-

формация, 1η =  – осесимметричная деформация); 

k
k

Ω = Ω  – область, занимаемая сплошной средой на 

плоскости Orz  ( 0η = ) или в меридиональном сечении 

( 1η = ); ( )p p k
k

G G=  – часть поверхности, на которой 

задается априори известная поверхностная нагрузка; 

( )q q k
k

G G=  – часть поверхности, на которой задаются 

контактные давления, определяемые в процессе реше-

ния, 1,k D= ; D  – количество деформируемых тел; ijσ  

и ije  – компоненты тензоров напряжений Коши и ско-

ростей деформаций (симметричной части градиента 

скорости перемещений); uα  и wα  – компоненты векто-

ров скорости перемещения и ускорения перемещения; 
pα  и qα  – компоненты поверхностных и контактных 

нагрузок ( , , , , )i j r zα = β ; ρ  – плотность. 

Для описания упругопластических свойств мате-
риалов применяется теория течения с нелинейным изо-
тропным упрочнением. Связь между компонентами де-

виатора скоростей напряжений ij ij ijP′σ = σ + δ   и упруги-

ми составляющими компонент девиатора скоростей 

деформаций ( ) / 3e p
ij ij ij ije e e e

′
= − δ −     осуществляется на 

основе обобщенного закона Гука в метрике текущего 
состояния: 

 ( )2 e
J ij ijD G e

′
′σ =  , J ij ij ik kj jk ikD ′ ′ ′ ′σ = σ − ω σ − ω σ  , (3) 

eP Ke= −  , / 3iiP = −σ  , e
iie e=  , 0p

iie = . 

Здесь K , G  – модули объемного сжатия и сдвига; 

P  – давление; JD  – производная Яуманна, учитываю-

щая поворот частицы среды как жесткого целого; ijδ  – 

символ Кронеккера. 
Уравнение поверхности текучести, ограничиваю-

щей в пространстве девиаторов напряжений область 
упругих состояний, принимается в форме Мизеса. Ско-
рости пластических деформаций определяются ассо-
циированным законом течения: 

     p
ij ije ′= λσ , ( )22 3 æij ij i

′ ′σ σ = σ , 
0

æ 2 3
t

p p
ij ije e dt=    . (4) 

Компоненты контактного давления rq , zq , входя-

щие в уравнение движения (2), определяются в ходе 
решения задачи из условий непроникания по нормали и 
свободного проскальзывания вдоль касательной. На 
контактных границах ( qG ) вводится местный коорди-

натный базис ,s ξ , связанный с деформированной по-

верхностью. Здесь s  и ξ  – направления касательной и 

нормали к поверхности. Усилие по нормали определя-
ется из условия непроникания, а касательные усилия 
полагаются равными нулю: 

 
,

0, 0

, 0,

u u q
q q

q q q q
ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

′ ′′= ≥  ′= = ′ ′′= − <  

 
 0s sq q′ ′′= = . (5) 

Функции со штрихом относятся к первой контакти-
рующей поверхности, с двумя штрихами – ко второй. 
Связь контактирующих тел полагается односторонней, 
т.е. возможен отрыв поверхностей друг от друга и по-
вторное вступление в контакт. Поэтому условия (5) 
применяются только для сжимающих усилий. Контакт-
ные усилия определяются с использованием симмет-
ричного алгоритма на несогласованных разностных 
сетках [25, 26].  

(1)
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Система уравнений (1)–(5), дополненная кинемати-
ческими граничными и начальными условиями, решает-
ся методом конечных элементов в сочетании с явной 
схемой интегрирования типа «крест» [27].  

 
2. Методика численного решения двумерных 
задач в плоской постановке, основанная  
на гипотезах теории оболочек типа  
Тимошенко и основания Винклера 

 
Задача деформирования и упругопластического вы-

пучивания оболочек вращения с заполнителем при ком-
бинированных статических и динамических нагружени-
ях формулируется в двумерной (плоской или осесим-
метричной) постановке на основе методики [21]. 
Определяющая система уравнений записывается в де-
картовой (или цилиндрической) системе эйлеровых ко-
ординат Orz  ( Oz  – ось вращения). Для каждого оболо-
чечного элемента вводится местная лагранжева система 
координат Osξ , связанная с общей соотношениями 

, ,z r r zds dr dz d dr dz= ψ − ψ ξ = ψ + ψ  где s  – длина дуги 

меридиана оболочечного элемента; ξ  – координатная 

линия, нормальная к срединной поверхности; 

, ,,z s r sr zψ = ψ = −  – направляющие косинусы нормали 

к срединной поверхности. 
Оболочечные элементы полагаются тонкими, мет-

рика по толщине не меняется. Кинематические соотно-
шения формулируются в скоростях и строятся в метри-
ке текущего состояния: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,s s su s t u s t s t u s t u s tξ ξξ = + ξφ ξ =      

 
( )( )
0

20

, , ,

1 2 , 0,

ii ii ii

s s s

i s

hξ ξ β βξ

ε = ε + ξχ = β

ε = ε − ξ ε = ε =

  

   
 (6) 

0
, , ,, ,ss r s z z s r ss su u uφε = ψ − ψ χ =     

0 1 1, ,r zu r u r− −
ββ ββ φε = η χ = η ψ    

( )0
, ,

1
.

2s r s r z s zu u uξ φε = + ψ + ψ     

Здесь ( ),su s t , ( ),u s tξ  – скорости перемещений 

срединной поверхности в направлении касательной 

и нормали; ( ),u s tφ  – угловая скорость поворота попе-

речных сечений в плоскости меридионального сечения; 
0
ijε , iiξχ  – компоненты скоростей деформаций средин-

ной поверхности и изгиба. Компоненты тензора скоро-
стей деформаций ijε  представляются в виде суммы уп-

ругих e
ijε  и пластических p

ijε  составляющих: 

 

 , 0, , , ,e p p
ij ij ij ii i j sε = ε + ε ε = = ξ β    . (7) 

Компоненты тензоров скоростей напряжений ijσ  

и напряжений ijσ  определяются через скорости упругих 

компонент деформаций e
ijε : 

 

( ) ( )2 2

0

, ,
1 1

, 0,
1

, , , , .

e e e e
ss ss ss

e
s s s

t

ij ij

E E
e e e e

E
e

dt i j s

ββ ββ ββ

ξ ξ ξξ βξ β

σ = + μ   σ = + μ
− μ − μ

σ = σ = σ = σ =
+ μ

σ = σ = ξ β

     

    



 (8) 

Учет упругопластических свойств материала обо-
лочки осуществляется в рамках теории течения с нели-
нейным изотропным упрочнением: 

 ( )

( )

2

0

, ,

, ,

3, 2 3 .

p
ij ij ij ij ij ij

ij ij T ij ij ij

t
p p

ss ij ij

n n

dtββ

′ ′ ′ε = λ = σ σ σ

′ ′ ′σ σ = σ κ σ = σ − σδ

σ = σ + σ κ = ε ε



 

 (9) 

Здесь ( )Tσ κ  – радиус поверхности текучести; κ  – па-

раметр Одквиста; ijδ  – символ Кронекера; параметр λ  

определяется из условия прохождения мгновенной по-
верхности текучести через конец вектора догрузки.  

Вариационные уравнения движения оболочки вы-
водятся из общего уравнения динамики с учетом приня-
тых гипотез теории оболочек: 

, ,

0 ,

1

1

r s z r s z s r z s

r r r rL

s s z z z z

z

Q N u Q N u

N M u p q u
r

r ds
M u M u p q u

Q M J u u
r

β ρ
ν

φ ρ

β ρ φ φ

    ψ + ψ δ + ψ − ψ δ +    
  + ν + − − δ +      − 

 + δ + − − δ +  
 

  + + ν ψ + δ    



 

 

  

 

 

  0

0,
0r r z z s L

r P u P u M uν
φ  = 

 − δ + δ + δ =    . (10) 

Здесь rP , zP , 0M  – внешние усилия и изгибающий 

момент, приложенные к контуру оболочки; rp , zp  – 

поверхностные нагрузки; rq , zq  – контактные давле-

ния; sN , Nβ , Q , sM , Mβ  – внутренние усилия 

и моменты; Mρ , Jρ  – масса и момент инерции, η  – 

параметр симметрии ( 0η =  – плоская деформация;  

1η =  – осесимметричная деформация). 
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Контакт между оболочкой и деформируемым за-
полнителем моделируется исходя из условий непрони-
кания по нормали и свободного проскальзывания вдоль 
касательной (5). Функции со штрихом относятся к кон-
тактирующей поверхности оболочки, с двумя штриха-
ми – заполнителя. Полагаем, что контактное давление 
в области взаимодействия оболочки с упругим заполни-
телем, пропорционально прогибу оболочки (основание 
Винклера): 

 q kuξ ξ′ = . (11) 

Здесь k  – коэффициент пропорциональности (ко-

эффициент «постели»), ( ),u s tξ  – прогиб контактирую-

щей поверхности оболочки.  
В квазистатических задачах скорость нагружения 

принимается такой, чтобы роль сил инерции была пре-
небрежимо мала. Система уравнений (6)–(11), допол-
ненная кинематическими граничными и начальными 
условиями, решается методом конечных элементов 
в сочетании с явной схемой интегрирования типа 
«крест» второго порядка точности.  

 
3. Результаты численного моделирования 

 
Решалась задача о потере устойчивости стальных 

цилиндрических оболочек с упругим толстостенным 
заполнителем и без него под действием равномерного 
внешнего давления. При численном моделировании 
краевые эффекты, вызванные граничными условиями на 
торцах оболочки, не рассматривались. Полагалось, что 
оболочка и заполнитель находятся в условиях плоского 
деформированного состояния. Расчетная область пред-
ставляет собой поперечное сечение оболочки с запол-
нителем.  

Рассматривались оболочки с двумя вариантами  

начальной толщины: 0h  и 0 2h , где 3
0 1 10h м−= ⋅ , 

и начальным радиусом 2
0 1, 45 10R −= ⋅  м. Материал 

оболочек – сталь Х18Н10Т с механическими характе-

ристиками: модуль упругости 52,1 10E = ⋅  МПа, коэф-

фициент Пуассона 0,3μ = , плотность 37,8 10ρ = ⋅  

кг/м3, материальная функция модели пластичности 
приведена в [28]. На внешней поверхности оболочки 
задавалось квазистатическое нагружение равномерно  
распределенным давлением с линейным законом из-

менения во времени: 0p p t=  ( )0 50 МПа/c .p =   На 

внутренней поверхности заполнителя задавался запрет 
перемещений по нормали. Начальные несовершенства 
оболочки – отклонение поперечного сечения от круг-
лой формы – моделировались начальной погибью сре-
динной поверхности с относительной амплитудой А: 

0 0 cos , 2,3,..., 0 2R Ah n nΔ = β = ≤ β ≤ π . 

3.1. Численное моделирование обжатия  
пустотелой оболочки 

 

Начальная толщина оболочки 0h , параметры на-

чальной погиби 51 10A −= ⋅  и n = 2, так как ожидаемая 
форма поперечного сечения цилиндрической оболочки 
после потери устойчивости – эллипс [29]. При модели-
ровании в рамках модели сплошной среды в силу сим-
метрии задачи и с целью уменьшения времени вычисли-
тельного процесса в качестве расчетной области рас-
сматривалась половина поперечного сечения оболочки. 
Расчетная область покрывалась конечно-элементной сет-
кой с N = 5 элементами по толщине и L = 60, 120, 160 или 
240 элементами вдоль половины окружности. При моде-
лировании в упрощенной постановке расчетная область 
представляет собой срединную линию поперечного сече-
ния оболочки. Она покрывалась равномерной сеткой 
с количеством элементов L = 120, 240, 320 и 480.  

По результатам расчетов определялись зависимости 
относительного среднего прогиба ŵ  от внешнего дав-
ления p  (рис. 1). Относительный средний прогиб обо-

лочки определялся по формуле  

( )
10

1
ˆ

L

i
i

w u
Lh ξ

=

=  , 

где ( )
i

uξ  – перемещение по нормали (прогиб) средин-

ной поверхности оболочки в узле сетки с номером i.  

 

Рис. 1. Зависимости среднего прогиба пустотелой оболочки от 
внешнего давления: 1–4 – расчеты по модели сплошной  
среды с L = 60, 120, 160 и 240 элементами вдоль половины  
окружности соответственно; 5 – расчеты по упрощенной модели 

Fig. 1. Dependences of the average deflection of the hollow shell 
on external pressure: 1–4 – are calculations according to the model 
of a continuous medium with L = 60, 120, 160 and 240 elements 
along half a circle, respectively, 5 shows calculations according  
                                      to a simplified model 

В расчетах момент потери устойчивости оболочки  
определяется резким ростом относительного среднего про-
гиба ŵ . Зависимости относительно среднего прогиба обо-
лочки от внешнего давления до момента потери устойчи-
вости оболочек близки к линейным. В расчетах по упро-
щенной модели разброс критических давлений p*,  
при которых происходит потеря устойчивости, не превы-
шает 0,2 %.  
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а      б 

Рис. 2. Зависимости среднего прогиба (а) и окружного усилия (б) пустотелой упругой оболочки с начальной толщиной 0h   

от внешнего давления при значениях начальной погиби: 1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 31 10 ,A −= ⋅  3 – 41 10 ,A −= ⋅  4 – 51 10A −= ⋅  

Fig. 2. Dependences of the average deflection (a) and circumferential force (b) of a hollow elastic shell with an initial thickness 0h   

on external pressure at the values of the initial deflection: 1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 31 10 ,A −= ⋅  3 – 41 10 ,A −= ⋅  4 – 51 10A −= ⋅  

а б 

Рис. 3. Зависимости среднего прогиба (а) и окружного усилия (б) пустотелой упругопластической оболочки с начальной  
толщиной 0h  от внешнего давления при значениях начальной погиби: 1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 37 10 ,A −= ⋅  3 – 34 10 ,A −= ⋅   

4 – 31 10 ,A −= ⋅  5 – 41 10 ,A −= ⋅  6 – 51 10A −= ⋅  

Fig. 3. Dependences of the average deflection (a) and the circumferential force (b) of a hollow elastic-plastic shell with an initial  
thickness 0h  on external pressure at the values of the initial deflection: 1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 37 10 ,A −= ⋅  3 – 34 10 ,A −= ⋅   

4 – 31 10 ,A −= ⋅  5 – 41 10 ,A −= ⋅  6 – 51 10A −= ⋅  

а б 

Рис. 4. Зависимости среднего прогиба (а) и окружного усилия (б) пустотелой упругопластической оболочки с начальной толщиной 

0 2h  от внешнего давления при значениях начальной погиби: 1 – 22 10 ,A −= ⋅  2 – 32 10 ,A −= ⋅  3 – 42 10 ,A −= ⋅  4 – 52 10 ,A −= ⋅   

5 – 62 10 ,A −= ⋅  6 – упругой оболочки 

Fig. 4. Dependences of the average deflection (a) and the circumferential force (b) of a hollow elastic-plastic shell with an initial thickness 

0 2h  on the external pressure at the values of the initial deflection: 1 – 22 10 ,A −= ⋅  2 – 32 10 ,A −= ⋅  3 – 42 10 ,A −= ⋅  4 – 52 10 ,A −= ⋅   

5 – 62 10 ,A −= ⋅  6 is the elastic shell 

ŵ  N̂

ŵ  N̂

ŵ  N̂
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Для вариантов расчета по модели сплошной среды 
с L = 120, 160 и 240 разброс критических давлений *p  

не превышает 1 %. Для дальнейших расчетов по упро-
щенной модели выбрана сетка с L = 120 элементам по 
окружности, для модели сплошной среды – сетка с L = 120 
элементам вдоль половины окружности. Выбранные сет-
ки являются достаточными для сходимости численного 
решения. Отличие критического давления *p  на этих 

сетках для двух моделей составляет 4 %. 
Аналогичные исследования сходимости численного 

решения для оболочки с относительной амплитудой на-

чальной погиби 21 10A −= ⋅  показали, что для упрощенной 
модели необходимо брать сетку с L = 240 элементам по ок-
ружности, а для модели сплошной среды – сетку с L = 160 
элементам вдоль половины окружности. Для оболочки 
с толщиной 0 2h : для упрощенной модели необходимо 

брать сетку с L = 480 элементам по окружности, а для моде-
ли сплошной среды – сетку с L = 240 элементам вдоль по-
ловины окружности. Отличие критического давления *p  

на этих сетках для двух моделей составляет 3 %. 
 

3.2. Численное исследование влияния  
пластических свойств материала оболочки  
на величину критической нагрузки  

 

Исследовалась зависимость критической нагрузки 
от амплитуды начальной погиби для пустотелых упру-
гой и упругопластической оболочек. Моделирование 
выполнялось в упрощенной постановке, основанной на 
гипотезах теории оболочек типа Тимошенко. Результа-
ты расчетов приведены на рис. 2 (упругая постановка) 
и 3, 4 (упругопластическая постановка). Введены сле-
дующие обозначения:  

0

,
h

s ssN d= σ ξ  
0

ˆ .s

T

N
N

h
= −

σ
 

Здесь sN  – окружное усилие, Tσ  – предел текучести, 

280МПаTσ = . 

При обжатии пустотелой цилиндрической оболочки 
происходит неосесимметричная потеря устойчивости по 
второй форме в окружном направлении. До потери ус-
тойчивости как упругой, так и упругопластической обо-
лочки наблюдается линейный рост окружного усилия 

N̂ , а затем – его резкое падение. Падение интегральной 
силы связано с уменьшением продольной жесткости 
кольца в связи с его изгибом при выпучивании в упру-
гих оболочках, а в упругопластических – этот эффект  
усиливается за счет упругой разгрузки в растянутых во-
локнах. В момент выпучивания пустотелых оболочек 
с начальными толщинами 0h  и 0 2h  величина относи-

тельного среднего прогиба ˆ 0, 02w ≤  (рис. 2, 3, а) 

и ˆ 0,01w ≤  (рис. 4, а) соответственно, т.е. потеря устойчи-

вости происходит при малых упругопластических дефор-
мациях. Установлено, что для упругой оболочки величина 
критической нагрузки *p  слабо зависит от амплитуды 

начальной погиби A  (рис. 2, б). При упругопластическом 
деформировании критическая нагрузка *p  существенно 

зависит (до 20 %) от амплитуды начальной погиби А  

в исследованном диапазоне от 510−  до 210−  (см. рис. 3, 4). 
На рис. 5 приведены зависимости критической на-

грузки *p  от амплитуды начальной погиби А. Величи-

на критической нагрузки *p  отнесена к величине кри-

тической нагрузки ( )2 31nq n EJ R= −  для тонкого кру-

гового кольца, нагруженного в своей плоскости 
внешней гидростатической нагрузкой при 2n = , здесь 
EJ  – изгибная жесткость кольца в его плоскости [29]. 
С уменьшением толщины оболочки абсолютная вели-
чина критической нагрузки *p  снижается, так как по-

теря устойчивости происходит при меньших степенях 
деформаций, при этом критические нагрузки упруго-
пластических оболочек приближаются к критической 
нагрузке упругих оболочек. 

 

Рис. 5. Зависимость критического (максимального) значения 
нагрузки от амплитуды начальной погиби пустотелых  
упругопластических оболочек: 1 – начальная толщина h0,  
                              2 – начальная толщина 0 2h  

Fig. 5. Dependence of the critical (maximum) value of the load  
on the amplitude of the initial deflection of hollow elastic-plastic 

shells: 1 – initial thickness 0h , 2 – initial thickness 0 2h  

3.3. Исследования области применимости модели 
основания Винклера для описания контактного 
взаимодействия упругопластических оболочек  
с заполнителем при внешнем давлении 

 
Для оценки области применимости гипотезы Винкле-

ра при контактном взаимодействии упругопластической 
оболочки с упругой средой решалась задача о потере ус-
тойчивости цилиндрических оболочек с толстостенным 
упругим заполнителем при квазистатическом нагружении 
внешним давлением. Проводилось сравнение результатов 
численного моделирования, выполненного в рамках гипо-
тез механики сплошной среды (1)–(5) и гипотез теории 
оболочек типа Тимошенко и основания Винклера (6)–(11) 
для оболочки с начальной толщиной 0h . 

Параметрами модели толстостенного заполнителя 
как упругого тела являются модуль Юнга E , коэффи-
циент Пуассона ν , толщина 0H . Они связаны с коэф-

фициентом постели k  соотношением [30] 

 ( )( )2
0 1 2 .k E H= − ν  (12) 

2*p q  

1

2
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Рис. 6. Изменения относительного среднего прогиба ŵ  вблизи критической нагрузки: 3000k =  МПа/м (a), 5000k =  МПа/м (б), 

7000k =  МПа/м (в), 10000k =  МПа/м (г): 1 – 21 10 ,A −= ⋅  оболочечная модель; 1’ – 21 10 ,A −= ⋅  сплошная среда; 2 – 51 10 ,A −= ⋅  

оболочечная модель; 2’ – 51 10 ,A −= ⋅  сплошная среда 

Fig. 6. Changes in the relative mean deflection near the critical load: 3000k =  MPa / m (a), 5000k =  MPa / m (b), 7000k =  MPa / m (c), 

10000k =  MPa / m (d): 1 – 21 10 ,A −= ⋅  shell model; 1' – 21 10 ,A −= ⋅  continuous medium; 2 – 51 10 ,A −= ⋅  shell model; 2' – 51 10 ,A −= ⋅  

continuous medium 

Для каждого значения коэффициента постели k  
выполнена серия расчетов, в которых полагалось, что 

толщина заполнителя ( )0 01 13H h= ÷ , коэффициент Пуас-

сона 0,3,ν =  а модуль Юнга E  определялся из соот-

ношения (12). Параметры начальной погиби: 51 10A −= ⋅  

и 21 10A −= ⋅ , n = 2 и 3. Из двух расчетов с n = 2 и 3 вы-
бирался вариант, в котором величина критической на-
грузки *p  была минимальной.  

На рис. 6 приведены зависимости относительного 
среднего прогиба ŵ  в диапазоне внешнего давления p

, близкого к критическому *p , при различных значени-

ях коэффициента постели k . Толстыми линиями обо-
значены результаты расчетов по упрощенной модели, 
тонкими – серии расчетов по модели сплошной среды 

с различными толщинами заполнителя ( )0 01 13H h= ÷ .  

В исследованном диапазоне толщины заполнителя 

( )0 01 13H h= ÷  величина критического давления *p  

в каждой серии расчетов, выполненных в рамках моде-
ли сплошной среды, изменяется незначительно: разброс 
не превышает 1 %. Расхождение результатов по обеим 
методикам не превосходит 5 %. 

Оболочки с большей амплитудой начальной погиби 
2( 1 10 )A −= ⋅  и с коэффициентом постели 3000k =  МПа/м 

и 5000k =  МПа/м теряли устойчивость по второй фор-
ме во всех вариантах расчетов. В расчетах по обеим 
методикам на начальной стадии закритического этапа 
деформирования поперечное сечение приобретает фор-
му эллипса. Дальнейшее нагружение пустотелых обо-
лочек приводит к смыканию внутренних диаметрально 
противоположных поверхностей оболочек (точки эл-
липса вблизи малой оси). У оболочек с заполнителем 
в местах выпучивания (точки эллипса вблизи большой 
оси) имеет место отрыв оболочки от заполнителя. Даль-
нейшее нагружение приводит к образованию двух диа-
метрально противоположных складок на месте выпу-
чин. При 7000k =  МПа/м и 10 000k =   МПа/м во всех 
вариантах расчетов после момента потери устойчивости 
формируется одна складка. 

Потеря устойчивости оболочек с меньшей амплиту-

дой начальной погиби 5( 1 10 )A −= ⋅  происходила по вто-

рой или третьей форме либо с образованием одной ло-
кальной выпучины. В расчетах с коэффициентом посте-

ли k = 5000 МПа/м при отношении толщин 0 0 3,8H h =  

потеря устойчивости оболочки происходила по третьей 

форме. В случае c 0 0 9,13H h =  потеря устойчивости 

реализовалась сначала по второй форме с образованием 
двух симметричных, диаметрально противоположных 
выпучин на плоскости симметрии, затем одна из выпу-
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чин прекращала расти, а вторая трансформировалась 
в складку. В местах выпучивания имеет место отрыв 
оболочки от заполнителя. В расчетах по оболочечной 
модели с основанием Винклера для данных коэффициен-
та постели и относительной амплитуды начальной поги-
би потеря устойчивости происходила по третьей форме.  

 
3.4. Исследование влияния толщины и начальных 
несовершенств геометрии цилиндрической  
упругопластической оболочки с упругим  
заполнителем на формы потери устойчивости 
при внешнем давлении 

 
Расчеты проводились в упрощенной постановке. Ре-

зультаты исследований приведены на рис. 7, 8. Крити-
ческая нагрузка p* в диапазоне коэффициента постели k 
от 0 до 5000 МПа/м убывает с ростом амплитуды на-
чальной погиби А (рис. 7). В расчетах величина кон-
тактного давления, действующего со стороны заполни-
теля на оболочку, существенно (на два порядка) ниже 
величины задаваемого внешнего давления. До момента 
потери устойчивости оболочки распределение контакт-
ного давления близко к однородному. В расчетах с ам-
плитудой начальной погиби и величиной коэффициента 
постели менее 5000 МПа/м потеря устойчивости проис-
ходит по второй форме. В расчетах с амплитудой на-
чальной погиби и величиной коэффициента постели до 
500 МПа/м потеря устойчивости оболочки происходит 
по второй форме, от 500 до 5000 МПа/м – по третьей 
форме. Дальнейшее увеличение жесткости заполнителя 
приводит к локальной выпучине. На рис. 5 точками 
обозначены варианты расчета, в которых потеря устой-
чивости происходит по второй форме, квадратами – по 
третьей, и треугольниками – с образованием локальной 
выпучины. В процессе потери устойчивости происходит 
локальный отрыв оболочки от заполнителя в зонах вы-
пучивания, и распределение контактного давления ста-
новится неоднородным. 

На рис. 7, 8 приведены зависимости среднего проги-
ба от внешней нагрузки. С увеличением жесткости за-
полнителя (коэффициента постели k) увеличивается кри-
тическая нагрузка *p . В исследованном диапазоне из-

менения коэффициента постели 0 10000k≤ ≤ МПа для 

оболочки с начальной толщиной 0h  и амплитудой на-

чальной погиби 51 10A −= ⋅  величина критической на-

грузки *p  возрастает на 12 %, с амплитудой начальной 

погиби 21 10A −= ⋅ – на 28 %, а для оболочки с начальной 

толщиной 0 2h  – увеличивается более чем в 4 раза, неза-

висимо от амплитуды начальной погиби. Величина сред-
него прогиба в момент потери устойчивости оболочки 
с начальной толщиной 0h  изменяется от 0,12 до 0,2, 

с начальной толщиной 0 2h  – изменяется от 0,1 до 0,4. 

На рис. 9 приведены зависимости критического 
(максимального) значения нагрузки p* от коэффициента 

постели k. Точками обозначены варианты расчета, 
в которых потеря устойчивости происходит по второй 
форме, квадратами – по третьей, звездочками –  
по пятой, треугольниками – с образованием локальной 
выпучины. 

 

Рис. 7. Зависимость среднего прогиба оболочки с начальной 
толщиной 0h  от нагрузки при величине амплитуды начальной 

погиби: 51 10A −= ⋅  (а), 21 10A −= ⋅  (б) и различных значениях 

коэффициента постели: 1 – 0k = , 2 – 100k =  МПа/м,  

3 – 1000k = МПа/м, 4 – 2000k =  МПа/м, 5 – 5000k =  МПа/м,  

                                    6 – 10 000k =   МПа/м 

Fig. 7. Dependence of the average deflection of the shell with the 
initial thickness 0h  on the load at the amplitude of the initial 

deflection: 51 10A −= ⋅  (a), 21 10A −= ⋅  (b) and different values  

of the bed coefficient: 1 – 0k = , 2 – 100k =  MPa/m,  

3 – 1000k =  MPa/m, 4 – 2000k =  MPa/m, 5 – 5000k = MPa/m,  

                                      6 – 10 000k =   MPa/m 

В расчетах величина контактного давления, дейст-
вующего со стороны заполнителя на оболочку, сущест-
венно (на два порядка) ниже величины задаваемого 
внешнего давления. До момента потери устойчивости 
оболочки распределение контактного давления близко 
к однородному. В процессе потери устойчивости про-
исходит локальный отрыв оболочки от заполнителя в 
зонах выпучивания, и распределение контактного дав-
ления становится неоднородным.  

При увеличении амплитуды начальной погиби ве-
личина критической нагрузки уменьшается. 

Влияние жесткости заполнителя на формообразова-
ние и критическую нагрузку с уменьшением толщины 
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упругопластической оболочки проявляется сильнее. 
С увеличением коэффициента постели номер формы 
потери устойчивости изменяется со второй на третью – 
для более толстой оболочки, и со второй на третью 
и пятую – для более тонкой.  

 

Рис. 8. Зависимость среднего прогиба оболочки с начальной 
толщиной 0 2h  от нагрузки при величине амплитуды началь-

ной погиби: 52 10A −= ⋅  (а), 22 10A −= ⋅  (б) и различных зна-

чениях коэффициента постели: 1 – 0;k =  2 – 100k =  МПа/м; 

3 – 500;k =  4 – 1000k =  МПа/м; 5 – 2000k =  МПа/м;  

6 – 3000k =  МПа/м; 7 – 4000k =  МПа/м; 8 – 5000k =  МПа/м;  

              9 – 7000k =  МПа/м; 10 – 10 000k =   МПа/м 

Fig. 8. Dependence of the average deflection of the shell with the 
initial thickness 0 2h  on the load at the amplitude of the initial 

deflection: 52 10A −= ⋅  (a), 22 10A −= ⋅  (b) and different values of 

the bed coefficient: 1 – 0k = , 2 – 100k =  MPa/m, 3 – 500k = ,  

4 – 1000k = MPa/m, 5 – 2000k = MPa/m, 6 – 3000k = MPa/m,  

7 – 4000k = MPa/m, 8 – 5000k = MPa/m, 9 – 7000k = MPa/m,  

                                 10 – 10 000k =  MPa/m 

Другими словами, утонение оболочки и увеличение 
жесткости заполнителя приводят к более высоким но-
мерам форм потери устойчивости. Этот факт известен 
в теории устойчивости упругих стержней на упругом 
основании Винклера. При большой жесткости упругого 
заполнителя образуется локальная выпучина. С увели-
чением жесткости заполнителя повышается критиче-
ская нагрузка p* и средний прогиб в момент потери ус-
тойчивости. С уменьшением толщины оболочки увели-
чение жесткости заполнителя приводит к более 

сильному росту критической нагрузки и среднего про-
гиба в момент потери устойчивости. 

 

Рис. 9. Зависимости критического (максимального) значения 
нагрузки p* от коэффициента постели γ  упругопластической 

оболочки с начальной толщиной 0h  (а) и амплитудой начальной 

погиби: 1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 35 10 ,A −= ⋅  3 – 31 10 ,A −= ⋅   

4 – 41 10 ,A −= ⋅  5 – 51 10 ;A −= ⋅  с начальной толщиной 0 2h  (б)  

   и амплитудой начальной погиби: 6 – 22 10 ,A −= ⋅  7 – 52 10A −= ⋅  

Fig. 9. Dependences of the critical (maximum) value of the load p* 
on the bed coefficient γ  of the elastoplastic shell with the initial 

thickness 0h  (a) and the amplitude of the initial deflection:  

1 – 21 10 ,A −= ⋅  2 – 35 10 ,A −= ⋅  3 – 31 10 ,A −= ⋅  4 – 41 10 ,A −= ⋅   

5 – 51 10 ;A −= ⋅  with initial thickness 0 2h  (b) and amplitude of  

              initial deflection: 6 – 22 10 ,A −= ⋅  7 – 52 10A −= ⋅  

Заключение 
 
При квазистатическом нагружении равномерным 

внешним давлением выпучивание упругопластических 
пустотелых и заполненных упругой средой оболочек 

0 0 14,5R h = …29 происходит при малых упругопластиче-

ских деформациях. При фиксированной жесткости  
основания Винклера изменение толщин заполнителя не-
значительно влияет на величину критического давления 
и хорошо согласуется с результатом, полученным в упро-
щенной оболочечной постановке с основанием Винклера 
в широком диапазоне жесткостей k = 0…10 000 МПа/м. 

При этом формы потери устойчивости существенно 
изменяются в зависимости от толщины и жесткости 
заполнителя и амплитуды начальной погиби. Наличие 
заполнителя приводит к более высоким формам потери 
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устойчивости, и даже к локальным. Результаты исследо-
вания показывают, что модель Винклера в сочетании с 
моделью теории оболочек имеет широкую область при-
менимости в задачах контактного взаимодействия осе-
симметричных упругопластических оболочек с упругим 
заполнителем как при низких, так и при локальных фор-
мах потери устойчивости. Во всем рассмотренном прак-
тически значимом диапазоне геометрических и жестко-
стных характеристик упругого основания погрешность 
применения модели Винклера не превышала 5 %. 

Преимуществом упрощенной постановки является 
существенное сокращение времени расчета по сравне-
нию с полномасштабным моделированием. Следует 
отметить, что время расчета одного варианта при ис-
пользовании компьютера с процессором 4.39 ГГц в уп-
рощенной постановке составляет около 10 мин, а в пол-

ной постановке – около 18 ч. Данный подход позволяет 
исследовать критические нагрузки и формы потери ус-
тойчивости оболочек, а также закритическое поведение 
оболочек с учетом начальных геометрических не-
совершенств, контактного взаимодействия и отрыва от 
основания. 
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