
Паймушин В.Н., Каюмов Р.А., Шакирзянов Ф.Р., Холмогоров С.А. О специфике работы композитного несущего слоя  

трехслойной пластины при локальном нагружении // Вестник Пермского национального исследовательского политехнического 

университета. Механика. – 2020. – № 4. – С. 152–164. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.13 

 

Paimushin V.N., Kayumov R.A., Shakirzyanov F.R., Kholmogorov S.A. On the specifics of behavior of the sandwich plate composite 

facing layers under local loading. PNRPU Mechanics Bulletin, 2020, no. 4, pp. 152-164. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.13 

 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 4, 2020 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 

https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 
 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  

License (CC BY-NC 4.0) 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.13 

УДК 539.3 

О СПЕЦИФИКЕ РАБОТЫ КОМПОЗИТНОГО НЕСУЩЕГО СЛОЯ  

ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ ПРИ ЛОКАЛЬНОМ НАГРУЖЕНИИ 

В.Н. Паймушин1,2, Р.А. Каюмов1,3, Ф.Р. Шакирзянов1,3, С.А. Холмогоров1  

1
Казанский национальный исследовательский технический университет им. А.Н. Туполева, Казань, Россия 

2
Казанский (Приволжский) федеральный университет, Казань, Россия 

3
Казанский государственный архитектурно-строительный университет, Казань, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 21 сентября 2020 г. 
Принята: 20 ноября 2020 г. 
Опубликована: 30 декабря 2020 г. 

 Рассматривается задача о четырехточечном изгибе трехслойных пластин с внешними слоями из 
волокнистого композиционного материала, приводятся результаты численных и экспериментальных 
исследований. Показано, что в окрестности нагружающего ролика, осуществляющего локальное воз-
действие на внешний слой, наблюдается сильное уменьшение секущего модуля поперечного сдвига 
материала при увеличении деформаций поперечных сдвигов. Численное решение задачи об изгибе 
пластины проводится в физически и геометрически нелинейной постановке с использованием раз-
личных соотношений метода конечных элементов, двух вариантов геометрически нелинейных кине-
матических соотношений уравнений теории упругости и разных вариантов параметра процесса нагру-
жения. Наряду с классическими нелинейными соотношениями, решения задачи построены и на осно-
ве непротиворечивых соотношений между деформациями и перемещениями, использование которых 
при решении некоторых задач позволяет избежать появления ложных бифуркационных решений. 
Приводятся результаты численных расчетов, полученных разными методами и с использованием 
разных соотношений, анализ которых показал их малое отличие. Выявлено, что потеря устойчиво-
сти внешних слоев трехслойной пластины происходит по неклассической поперечно-сдвиговой 
форме. 

Для определения предельной нагрузки, при достижении которой происходит потеря прочности 
несущего нагруженного слоя, использован критерий Цая-Ву. Проведен сравнительный анализ пове-
дения внешних слоев пластины при различных ее толщинах и различных диаметрах нагружающего 
ролика. Показано, что диаметр ролика практически не влияет на величину предельной нагрузки, в то 
время как нагрузка, при которой происходит потеря устойчивости несущего слоя, весьма чувствитель-
на к изменению его величины. 
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 The problem of a four-point bending of sandwich plates with external layers of a fiber reinforced 
plastic is considered, the results of numerical and experimental studies are presented. It is shown 
that in the vicinity of the loading roller, which exerts a local effect on the external layer, there is a 
strong decrease in the transverse shear secant modulus of fiber reinforced plastic with an increase 
in the transverse shear strains. The numerical solution of the problem of the plate bending is carried 
out in a physically and geometrically nonlinear formulation using various relations of the finite ele-
ment method, two variants of geometrically nonlinear kinematic relations of the equations of the 
elasticity theory and different variants of the loading process parameter. Along with the classical 
nonlinear relations, the problem solutions are also constructed on the basis of consistent relations 
between strains and displacements, the use of which allows one to avoid the appearance occur-
rence of false bifurcation points. The results of the numerical calculations obtained with different 
methods and use of different ratios are presented, the analysis of which showed their small differ-
ence. It was revealed that the stability loss and failure of the external layers of a sandwich plate 
occurs due to the stability loss in the nonclassical transverse-shear mode. 

To determine the ultimate load, which is accompanied with a loss of strength of the external 
loaded layer, the Tsai-Wu criterion was used. A comparative analysis of the behavior of the plate 
external layers at different thicknesses and different diameters of the loading roller is carried out. It is 
shown that the ultimate load is practically not affected by the roller diameter, while the load at which 
the external layer loses its stability, is very sensitive to a change in its value. 
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Введение 

 
Трехслойные элементы в виде стержней, пластин и 

оболочек имеют широкое применение в качестве конст-
руктивных элементов в изделиях судостроительной и 
аэрокосмической отраслей. Как правило, такие элемен-
ты состоят из двух жестких несущих слоев, восприни-
мающих тангенциальные напряжения, и относительно 
маложесткого заполнителя, воспринимающего напря-
жения поперечного обжатия и поперечные касательные 
напряжения. Выбор материалов для несущих слоев и 
заполнителя зависит от специфики работы трехслойных 
конструкций. В изделиях аэрокосмической техники, как 
правило, применяется сотовый заполнитель на основе 
легких алюминиевых сплавов или полимерной бумаги. 
Такие заполнители обладают наиболее высокими 
удельными жесткостными и прочностными характери-
стиками при малом удельном весе. В трехслойных кон-
струкциях, применяющихся в кораблестроении, исполь-
зуется пористый металлический заполнитель. От таких 
заполнителей требуется высокая удельная ударная вяз-
кость и высокая способность поглощать энергию удара. 
В качестве материалов для несущих слоев используют-
ся как металлы, так и композитные материалы на осно-
ве стекло- и углепластиков. 

Разрушение трехслойных конструкций может быть 
обусловлено реализацией разных процессов деформи-

рования их составных элементов в процессе их нагру-
жения [1–4]: разрушение заполнителя по причине дос-
тижения предельных значений формирующимися в них 
поперечными касательными напряжениями [5, 6], уста-
лостные разрушения заполнителя [7, 8]; отслоение не-
сущих слоев от заполнителя [9, 10]; достижение пре-
дельных значений поперечными напряжениями обжа-
тия в заполнителе [11]; потеря устойчивости несущих 
слоев по тем или иным формам [12, 13] или потеря их 
прочности. Из работ, посвященных действию локализо-
ванных нагрузок на пластины и оболочки, можно выде-
лить монографию [14], в которой систематизирован 
обширный материал по концентрации напряжений от 
действия сосредоточенных нагрузок в тонкостенных 
конструкциях. 

При определении механических характеристик во-
локнистых композиционных материалов (ВКМ) приме-
няются различные экспериментальные методы, для ко-
торых создано немало различных стандартов, завися-
щих от типа композитного материала (КМ). В отличие 
от металлических конструкционных материалов, для 
композитных материалов при этом требуется гораздо 
большее количество испытаний. Кроме того, как пока-
зывает анализ результатов экспериментальных исследо-
ваний, в отличие от традиционных изотропных мате-
риалов, ВКМ проявляют специфические свойства при 
испытаниях на различные виды нагружения [15–17]. 
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Поэтому при проектировании изделий из КМ коэффи-
циенты запаса прочности принимаются значительно 
большими, чем в случае использования традиционных 
материалов. Одной из таких специфических особенно-
стей поведения армированных КМ является потеря ус-
тойчивости фаз композита. В работах [18–21] установ-
лено, что даже при простом сжатии стержня (волокна) 
может реализоваться одна из двух форм потери устой-
чивости: по неклассической поперечно-сдвиговой 
и классической изгибно-сдвиговой форме. Задача оцен-
ки устойчивости фаз композита усложняется тем, что 
эти фазы испытывают сложное напряженное состояние, 
причем вблизи закреплений и нагружающих элементов 
возникают сильные градиенты параметров напряженно-
деформированного состояния (НДС).  

При анализе устойчивости фаз КМ важным являет-
ся учет нелинейных свойств композита. Имеется много 
работ (см. например, в [22–29]), посвященных исследо-
ваниям процесса потери устойчивости конструкций при 
учете неупругих свойств композита. В них показано, 
что в ряде случаев потеря устойчивости может быть 
вызвана перераспределением напряжений, изменением 
геометрии тела и направления силового воздействия по 
причине наличия ползучести. При этом время потери 
устойчивости можно оценить обычным образом, анали-
зируя возможность существования неединственного 
поля перемещений (бифуркации), принимая в этот мо-
мент упругий закон деформирования (ввиду практиче-
ски мгновенной перестройки этого поля перемещений). 
В других случаях неустойчивость конструкций прояв-
ляется в том, что через некоторое время скорость де-
формации катастрофически быстро увеличивается. Та-
ким образом, эти задачи становятся, с одной стороны, 
физически и геометрически нелинейными, а с другой – 
зависящими от времени. Однако для простоты нередко 
особенности поведения материала, обусловленные рео-
логическими его свойствами, описываются моделями 
нелинейно-упругого деформирования. 

Различные виды потери устойчивости фаз компо-
зиционного материала являются факторами, приводя-
щими или к мгновенным разрушениям, или к процес-
сам приспособления, или к прогрессирующему  
накоплению микроповреждений и окончательному 
разрушению ВКМ, например, при циклических на-
грузках [15–17]. 

В данной работе исследуется поведение трех-
слойной пластины с учетом возможной потери устой-
чивости или прочности внешних слоев на основе ис-
пользования физически и геометрически нелинейных 
соотношений механики деформируемого твердого 
тела. Также считается, что для проведения качест-
венного анализа поведения рассматриваемых конст-
рукций можно вместо реологических соотношений 
использовать зависимости, описывающие нелинейно-
упругое поведение материала внешних слоев как не-
линейно-упругое тело. 

 

1. Постановка задачи 
 
Основной целью работы является выявление меха-

низма (причины) разрушения трехслойного тест-
образца (пластины) при испытании на четырехточечный 
изгиб (рис. 1). Верхние и нижние несущие слои пред-
ставляют собой ВКМ, армированные в направлении 
длинной стороны образца, внутренний слой является 
трансверсально-мягким заполнителем. Пластина опира-
ется на верхние ролики, а через нижние ролики к ней 
прикладывается суммарная нагрузка 2P. Поскольку ис-
следуются причины разрушения таких пластин, то в 
первом приближении можно заменить задачу деформи-
рования с учетом деформаций ползучести на нелиней-
но-упругую задачу. 

 

Рис. 1. Схема нагружения трехслойного тест-образца  
на четырехточечный изгиб 

Fig. 1. Loading diagram of the sandwich specimen  
under four-point bending 

Зависимость между модулем сдвига и углом попереч-
ного сдвига в несущих слоях закладывалась в виде физи-
ческой нелинейности с учетом приведенной ниже диа-
граммы (рис. 2). Она была получена из экспериментов [17] 
на растяжение образцов с углами укладки волокон 45± ° . 

 

Рис. 2. Экспериментальная зависимость секущего модуля 

( )s s
xz xz xzG G= γ  от деформаций сдвига 

Fig. 2. Experimental dependence of the secant modulus 

( )s s
xz xz xzG G= γ  on shear strain  

Полученная экспериментальная зависимость секущего 

модуля поперечного сдвига s
xzG  от деформации попереч-

ного сдвига аппроксимировалась следующей функцией: 
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2

,
1

s
xz

xz

G
G

G
α=

+ γ
 (1) 

где 1 2, ,G G α  – механические характеристики, полу-

чаемые минимизацией квадратичной невязки расчетных 
и экспериментальных значений секущего модуля, при-
веденного на рис. 2. Параметры, входящие в функцию 
(1), описывающую уменьшение секущего модуля попе-
речного сдвига, оказались следующими: 

1 2,096G =  ГПа, 2 70, 25G = , 1,1α = . 

Длина контакта взаимодействия 0c  нагружающих и 

опорных роликов с несущими слоями тест-образца (рис. 3) 
считается постоянной, равной тому значению, при кото-
ром достигается разрушение нижнего несущего слоя или 
по причине потери прочности или потери устойчивости. 
При этом контактные давления аппроксимировались пе-
ременной по длине 0c  поверхностной нагрузкой p: 

 0
0

2
cos 1 ,

x
p p

c

  π= +  
   

  (2) 

где 0p  – амплитуда нагрузки. 

 

Рис. 3. Схема контактного взаимодействия  
несущих слоев и нагружающих роликов 

Fig. 3. Diagram of the contact interaction  
of external layers and loading rollers 

 
2. Основные соотношения  
и разрешающие уравнения 

 
Геометрические соотношения классической нели-

нейной теории упругости, построенные для случая ма-
лых деформаций и произвольных перемещений, имеют 
вид [33]: 
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 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂γ = + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂γ = + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ γ = + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  (4) 

Как показано в работах [18–21], их использование 
при решении конкретных задач может привести к появ-
лению «ложных» точек бифуркаций (в них дан деталь-
ный анализ соотношений (3), (4) и соответствующих им 
уравнений теории упругости и предложены непротиво-
речивые уравнения геометрически нелинейной теории 
упругости при малых деформациях). Поэтому, наряду 
с (3), (4), для решения рассматриваемой задачи были ис-
пользованы полученные в [18–21] и геометрически кор-
ректные соотношения, в которых вместо (3) используют-
ся соотношения  
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 ∂ ∂ ∂   ε = + +    ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂ ∂ε = + +    ∂ ∂ ∂     
 ∂ ∂ ∂   ε = + +    ∂ ∂ ∂     

 (5) 

а соотношения (4) остаются неизменными.  
Задача выявления возможных форм потери устой-

чивости внешних слоев из ВКМ в данной работе осно-
вана на использовании глобальной инкрементальной 
теории Лагранжа (Total Lagrange method) [34, 35]. Для 
дальнейшего его применения запишем основные соот-
ношения теории деформирования в тензорном виде. 

Пусть текущая геометрия конструкции описывается 
уравнением 

( , )x x X t= , 

где X – радиус вектор, описывающий первоначальную 
геометрию тела (рис. 4). 

 

Рис. 4. Исходное и деформированное  
состояние сплошной среды 

Fig. 4. Initial and deformed state of the continuum 
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Запишем тензор градиента деформации в виде 

 
x

F
X

∂=
∂

,  (6) 

компоненты которой будут: 

 .i i
ij ij

j j

x u
F

X X

∂ ∂
= = δ +

∂ ∂
  (7) 

Тогда тензор деформаций Грина можно представить 
в виде 

 
1

( ),
2

TE F F I= −   (8) 

где I – единичный тензор, а компоненты тензора  
деформаций Грина, соответствующие соотношениям 
(3)–(4), могут быть записаны в виде 

 
1 1

( ) ( ).
2 2

ji k k
ij ji ij ij

j i j j

uu u u
E F F

X X X X

∂∂ ∂ ∂
= − δ = + +

∂ ∂ ∂ ∂
  (9) 

Если вместо соотношений (3)–(4) в соответствии с 
[18–20] использовать геометрически корректные соот-
ношения (5), (6), то тензор деформаций Грина (8) моди-
фицируется следующим образом: 

 *1
( ).

2
TE F F I= −   (10) 

Здесь компоненты тензора I* имеют вид 

2

* *1 , 0.i
ii i j

i

u
I I

x ≠

 ∂
= + = ∂ 

 

Вариационное уравнение Лагранжа представимо 
в виде 
 int ext ,W Wδ = δ   (11) 

  int ext 0 0: , .
V V A

W S E dV W f u dV t u dAδ = δ δ = ⋅δ + ⋅δ     (12) 

Здесь intWδ  – вариация работы внутренних сил; 

extWδ  – вариация работы внешних сил; S – второй тензор 

напряжений Пиолы – Кирхгофа; f0 – объемные силы, 0t  – 

поверхностные силы; uδ  – вариация перемещений. 
Вариация тензора деформаций Грина (9) запишется 

в виде 

 , , , ,

1 1
( ).

2 2
k k

ij kj ki k i k j k j k i
i j

u u
E F F u F u F

X X

 ∂δ ∂δ
δ = + = δ + δ  ∂ ∂ 

 (13) 

Зависимость между тензорами напряжений Пиолы – 
Кирхгофа S и деформациями Грина E для физически 
нелинейного случая запишем в приращениях в виде 

( ) ( ) : ( ),S E D E E uΔ = Δ  

где ( )D E – тензор упругих характеристик материала 

(тензор касательных жесткостей). 

Вариационное уравнение (12) после линеаризации 
примет вид [35] 

 int ext ,W W WΔδ = Δδ − Δδ   (14) 

где 

0

int ( ) : : ( )
V

W E u D E u dVΔδ = Δ δ Δ +  

 
0

0 0: ( ) .T

V

S u u dV + ∇ ∇ δ    (15) 

Для численного решения сформулированной задачи 
о четырехточечном изгибе трехслойной пластины 
с внешними слоями из ВКМ на основе вариационного 
уравнения (15) была разработана конечно-элементная 
модель с использованием трехмерных конечных элемен-
тов (КЭ) с учетом геометрической и физической нели-
нейности, в том числе и с возможностью учета соотно-
шений (5). Рассматривались два типа КЭ: первый – вось-
миузловой линейный изопараметрический КЭ [36], 
второй – модифицированный с дополнительным узлом, 
который «смягчает» элемент при изгибе [37]. 

Для двух типов КЭ были проведены численные экс-
перименты на тестовых задачах (растяжение и изгиб бал-
ки) при различном количестве элементов. Из анализа 
полученных результатов выявлено, что в задаче изгиба 
балки для получения решения, близкого к аналитическо-
му, необходимо большое количество восьмиузловых КЭ 
первого типа. Это связано с тем, что такой элемент на 
изгиб довольно «жесткий». Аналогичный результат по-
лучился при решении задачи в геометрически нелиней-
ной постановке. Поэтому для «смягчения» элемента ис-
пользовались КЭ второго типа [37], в которых были вве-
дены дополнительные внутренние узлы. Это позволяло 
при небольшом количестве КЭ получить результаты, 
близкие к точным решениям как в задаче изгиба балки, 
так и при четырехточечном изгибе трехслойной пласти-
ны с внешними слоями из композиционного материала. 

 
3. Методы расчета, результаты численных  
и физических экспериментов 

 
При использовании деформационного подхода под 

потерей устойчивости можно понимать два состояния. 
В первом случае под потерей устойчивости принимается 
состояние, при котором приращение перемещений или 
деформаций катастрофически быстро увеличивается при 
незначительном приросте нагрузки P. Во втором случае 
под потерей устойчивости понимается состояние, при ко-
тором на диаграмме «сила – перемещение» появляется 
экстремум. Нагрузку, при которой это происходит, в обо-
их случаях обычно называют критической. В соответствии 
с этими критериями при решении задачи о нахождении 
критической нагрузки для трехслойной пластины при че-
тырехточечном изгибе были рассмотрены два подхода. 

Первый подход основан на глобальной инкремен-
тальной теории Лагранжа [34, 35] (для краткости назо-
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вем его статическим), поскольку параметром процесса 
является величина нагрузки. При численном решении 
задачи потере устойчивости соответствует ситуация, 
в которой при приближении нагрузки к предельному 
значению решение задачи расходится.  

Во втором подходе использовалcя метод продолжения 
по другому параметру процесса нагружения, а именно, по 
длине дуги кривой «нагрузка – перемещение» (arc length 
method) [35, 38–40]. Ниже приведены результаты расчетов, 
полученные при использовании этих подходов. 

 
3.1. Решение задачи статическим методом 

 
В качестве материала несущих слоев тест-образца 

принят однонаправленный ВКМ на основе углеленты 
ЭЛУР-П и эпоксидного связующего холодного отвержде-
ния. В численных расчетах использовались упругие харак-
теристики, найденные в работе [41], и принятые равными: 

1 103E = ГПа, 3 5,9E = ГПа, 13 0,3ν = , а толщина несущих 

слоев 0,3t =  см. Для трансверсально-мягкого заполнителя 

в виде сот из полимерной бумаги были приняты следующие 
характеристики: 1 8E = МПа, 3 80E = МПа, 13 20G = МПа, 

1h = см. Расстояние между роликами принималось  
7L =  см при 25a =  см, вся длина пластины равна 27 см, 

а ширина пластины b = 2,5 см.  
Ниже приводятся результаты расчетов трехслойного 

тест-образца с учетом геометрической и физической не-
линейности (рис. 5–7).  

 
а 

 
б 

Рис. 5. Результаты расчета статическим методом: а − диаграмма 
«прогиб – нагрузка»; б − диаграмма «деформация сдвига −  

нагрузка» 

Fig. 5. Calculation results by the static method: a is the  
deflection-load curve, b is the shear strain-load curve 

На рис. 5 графики построены для точки А, которая 
находится слева от приложенной нагрузки возле нагру-
жающего ролика (см. рис. 3). Длина контактного взаимо-
действия нагружающих и опорных роликов с несущими 
слоями 0c  принята равной 0,3 cм. 

Картины напряженно-деформированного состояния 
на рис. 6–7 приведены для значения максимальной на-
грузки, равной критической Pkr = 4,657 кН. Анализ по-
лученной картины деформирования показал, что при-
чиной неожиданного изменения процесса деформиро-
вания является скачкообразное изменение углов сдвига 
элементов над нагружающим роликом (см. рис 6–7). 
При этом зависимость перемещения ролика от нагрузки 
остается практически линейной, хотя зависимость угла 
сдвига от нагрузки в нижнем несущем слое, как видно 
из рис. 5, б, существенно нелинейна. 

 

Рис. 6. Картина деформирования и нормальные напряжения 

11σ  в правой половине тест-образца в момент потери  

устойчивости 

Fig. 6. Deformation pattern and normal stresses 11σ  in the right  

half of the specimen at the buckling state 

 

Рис. 7. Картина деформирования и касательные напряжения 
τ13 в правой половине тест-образца в момент потери  

устойчивости 

Fig. 7. Deformation pattern and shear stresses τ13 in the right  
half of the specimen at the buckling state 

Из рис. 6–7 визуально обнаруживается, что потеря 
устойчивости происходит по сдвиговой форме в окре-
стности, близкой к нагружающему ролику. 

 
3.2. Решение задачи методом дуги  
(arc length method) 

 
Решение задачи методом дуги основан на использо-

вании метода продолжения решения по длине дуги [35, 
38–40]. Основной идеей этого метода является то, что 
для получения решения на следующем шаге нагруже-
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ния строится окружность (сфера) около найденного на 
данном шаге решения с заданным радиусом s (рис. 8, б). 
Уравнение окружности записывается в виде 

 2 2 2( ) ( ) ( ) .T T
k k kx u x u q q sΔ + δ Δ + δ + Δλ + γ ψ =   (16) 

Здесь kxΔ  – приращение перемещения на предыдущем 

шаге; δu – новое приращение перемещений; s – радиус 
окружности; kΔλ  – приращение параметра нагружения λ . 

 

а   б 

Рис. 8. Схема метода продолжения по длине дуги 

Fig. 8. Scheme of the arc length method 

Точка пересечения окружности и диаграммы на-
гружения отыскивается путем решения системы урав-
нений (12), (16). Итерационно решение уточняется на 
каждом шаге параметра нагружения λ . Благодаря этому 
подходу нагрузка может увеличиваться или уменьшать-
ся в зависимости от параметра нагружения λ , что по-
зволяет обойти предельные точки А и В на рис. 8, а. 

С использованием описанного алгоритма были про-
ведены численные расчеты при четырехточечном изги-
бе трехслойной пластины. Здесь, как и в статическом 
методе, бифуркация НДС приводит к резкому увеличе-
нию приращения угла сдвига (рис. 9). Хотя этот подход 
позволяет исследовать закритическое поведение конст-
рукции (рис. 10, а), в рассматриваемой задаче не удается 
пройти далеко по дуге диаграммы 13γ  от P. Оказалось, 

это вызвано тем, что в результате потери устойчивости 
внешнего слоя по поперечно-сдвиговой форме конечные 
элементы в области приложения нагрузки вырождаются, 
а именно: их площадь устремляется к нулю. 

 

Рис. 9. Картина деформирования и касательные напряжения τ13 
в правой половине тест-образца в момент потери устойчивости 

(расчет методом дуги) 

Fig. 9. Deformation pattern and shear stresses τ13 in the right half  
of the specimen at the buckling state (the arc length method) 

 

а 

 

б 

Рис. 10. Результаты численных расчетов: а − зависимости 
деформаций сдвига от нагрузки (две методики); б − зависимости 
деформаций сдвига от нагрузки: 1 – стандартные геометрически 
нелинейные соотношения (3)–(4), 2 – непротиворечивые  
                                         соотношения (5)–(6) 

Fig.10. Results of numerical calculations: a is dependence of shear 
strain on load (two methods); b is dependence of shear strain  
on load: 1 is classic geometric nonlinear relations of (3)-(4),  
                               2 is consistent equations (5)-(6) 

Как видно из рис. 10, а, численные результаты рас-
чета, представленные в виде зависимостей «нагрузка – 
сдвиг», по двум методикам близки в докритической 
области деформирования, метод дуги, в отличие от пер-
вого, позволяет проследить закритическое поведение 
конструкции. 

 
3.3. Решение задачи на основе непротиворечивых  
кинематических соотношений 

 
Как показано в работах [18–20], использование со-

отношений (3)–(4) может в некоторых задачах привести 
к ложным бифуркационным решениям и неверным зна-
чениям определяемой критической нагрузки. Использо-
вание же непротиворечивых кинематических соотно-
шений (5)–(6) позволяет в таких случаях получить ре-
альные ее значения. 

Сравнение результатов применения обоих видов 
соотношений представлено на рис. 10, б, где приведены 
зависимости «нагрузка – сдвиговая деформация», полу-
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ченные статическим методом. Видно, что в рассматри-
ваемой задаче оба использованных подхода дают близ-
кие результаты. 

 
3.4. Исследование влияния геометрических  
параметров пластины на предельную нагрузку 

 
При проведении расчетов была принята упрощен-

ная конечно-элементная схема, так как численная реа-
лизация задачи требует большого объема численных 
вычислений. Поэтому ширина тест-образца моделирова-
лась одним слоем конечных элементов, задача решалась 
в постановке плоского напряженного состояния. Это уп-
рощение может привести к тому, что не будет учтен кро-
мочный эффект, а точное выявление сложного напря-
женного состояния возле нагружающих роликов требует 
большого объема вычислений. Такими особенностями 
можно пренебречь, если считать, что ширина несущих 
слоев тест-образца намного больше их толщины. 

Как было отмечено ранее, трехслойный тест-
образец может разрушиться либо из-за потери прочно-
сти конструкции, либо из-за потери устойчивости не-
сущего слоя в области нагружающего ролика. При этом 
от толщины несущего слоя трехслойной пластины зави-
сит вид механизма, по которому происходит потеря 
несущей способности пластины. В связи с этим было 
проведено исследование влияния толщины несущего 
слоя, а также длины зоны контакта нагружающего ро-
лика 0c  на механизм разрушения пластины. 

Для оценки прочности элемента несущего слоя пла-
стины был принят критерий прочности Цая-Ву [42]. Для 
плоского напряженного состояния он запишется в виде 

 2 2 2
11 1 22 2 66 12 12 1 2 1 1 2 22 1,f F F F F F F= σ + σ + τ + σ σ + σ + σ =  (17) 

11 22 66 2

1 2

1 1 1
, , ,

1 1 1 1
, ,

t c t c

t c t c

F F F
X X YY S

F F
X X Y Y

= = =

= − = −
 

где Xt, Yt – пределы прочности на растяжение вдоль 
осей x, y соответственно; Xс, Yс – пределы прочности на 
сжатие вдоль осей x, y; S – предел прочности на сдвиг. 

Коэффициент F12 определяется при испытании на 
двухосное нагружение при 1 2 pσ = σ =  (все остальные 

компоненты тензора напряжений равны нулю) и выра-
жается формулой 

2
12 2

1 1 1 1 1 1 1
1 .

2 t c t c t c t c

F p p
X X Y Y X X YYp

    
= − − + − − +    

     
 

Однако из-за трудоемкости проведения испытания 
на двухосное растяжение коэффициент F12 обычно на-
ходят из испытаний на одноосное растяжение образцов 
из однонаправленных композитов с укладкой волокон 

45± °  [44]. Значение компонент будет составлять 

1 2 12 2Uσ = σ = τ =  (остальные компоненты тензора 

напряжений равны нулю), где U – предел прочности 
образца при растяжении. Тогда 

2

12 2 2

2 1 1 1 1 1 1 1
1 .

2 4t c t c t c t c

U U
F

X X Y Y X X YYU S

    
= − − + − − + +    

     
 

При проведении расчетов коэффициент F12 был 
принят в более простом варианте, предложенном 
Хоффманом [44]: 

12

1
.

2 t c

F
X X

=  

Кроме толщины несущего слоя на предельную на-
грузку сильное влияние оказывают и геометрические 
размеры нагружающих элементов. Ролики могут быть 
разных диаметров, а область, на которую они действуют 
(она определяется отрезком 0c , изображенным на рис. 3), 

меняется при нагружении. Оказалось, что в зависимости 
от величины отрезка 0c  несущий слой может или терять 

устойчивость, или достигать предела прочности. 
Пределы прочности для ВКМ несущих слоев были 

получены в работе [41]: 

600 МПа, 520 МПа, 90 МПа.t c t cX X Y Y S= =  = =  =   

Тогда  

6 2 6 2
11 22

6 2
12

4 2
66 1 2

2,77 10 / МПа , 3,69 10 / МПа ,

1,38 10 / МПа ,

1, 23 10 / МПа , 0, 0.

F F

F

F F F

− −

−

−

= ⋅ = ⋅

= ⋅

= ⋅ = =

 

На рис. 11 приведены результаты численных иссле-
дований, показывающие влияние отрезка 0c  и толщины 

несущего слоя t на предельную нагрузку.  
Было обнаружено (это видно и на рис. 11), что при 

малых толщинах несущих слоев (0,5–1,5 мм) пластина 
разрушается из-за потери прочности несущего слоя при 
сжатии, а при более толстых несущих слоях предел 
прочности не достигается, а происходит потеря устой-
чивости сжатого несущего слоя, причем, по чисто попе-
речно-сдвиговой форме. Можно отметить, что наи-
больший вклад в критерий прочности, как и ожидалось, 
вносят сжимающие напряжения. В момент достижения 
предела прочности в элементе над нагружающим роли-
ком компоненты напряжений в сжатом несущем слое 
достигли следующих величин: 

1 2 12599МПа, 30МПа, 4,3МПа.σ = −  σ = −  τ = −   

При этом слагаемые в критерии (17) имеют значе-
ния: 

 2 2 2
11 1 22 2 66 120,996, 0,0033, 0,0023,F F Fσ = σ = τ =   (18) 

12 1 2 1 1 2 22 0,049, 0, 0, 1,052.F F F fσ σ = σ = σ = =  
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t = 0,5 мм 

 
t = 1 мм 

 
t = 1,5 мм 

 
t = 2 мм 

 
t = 3 мм 

Рис. 11. Влияние толщины несущего слоя t и зоны контакта с0 
на предельную нагрузку (синяя линия – предельная нагрузка, 

красная – критическая нагрузка) 

Fig. 11. Influence of the external layer thickness t and contact  
area c0 on the load limit (the blue line shows the ultimate load, the  
                               red line shows the critical load) 

Превышение функцией f  значения единицы вы-

звано, естественно, тем, что при численном решении 
задачи значение нагрузки меняется дискретно.  

Из (18) видно, что основной вклад в критерий проч-
ности вносит сжимающее напряжение 1σ . 

Кроме этого, нужно отметить, что на предельную 
нагрузку, при которой функция f достигает значения 1, 
как это видно на рис. 11, практически не влияет длина 
контакта 0c  (т.е. значение отрезка 0c , напрямую зави-

сящего от диаметра ролика). Напротив, нагрузка, при 
которой происходит потеря устойчивости несущего 
слоя пластины, весьма чувствительна к изменению 
этой величины. Поэтому при испытаниях тест-
образцов на четрырехточечный изгиб с целью опреде-
ления пределов прочности на сжатие необходимо ис-
пользовать либо тонкие несущие слои, либо ролики 
с большим диаметром. Иначе сжатые внешние слои 
тест-образцов могут потерять устойчивость раньше, 
чем будет достигнут предел прочности на сжатие. Это 
может привести в ряде случаев к неправильному опре-
делению его значения. 

Были проведены также численные эксперименты, 
в которых варьировалась величина a. Ожидаемо полу-
чилось, что предельная и критическая нагрузки повы-
шались с увеличением a, что объясняется уменьшением 
изгибающего момента при одной и той же нагрузке. 

 
3.5. Сравнение результатов физических  
и численных экспериментов 

 
Для испытаний были изготовлены тест-образцы 

с жестким заполнителем из древесины по всей длине 
образца (рис. 12). Общая длина тест-образца составила 
l = 270 мм, ширина b = 25 мм, толщина заполнителя 
h = 5 мм, номинальная толщина несущих слоев t = 1 мм, 
расстояние между опорными роликами составило 
250 мм, а между нагружающими роликами – 70 мм. 

 

Рис. 12. Общий вид тест-образца в приспособлении 

Fig. 12. Set-up of the specimen in test fixture 

Диаграммы нагружения трех тест-образцов с жест-
ким заполнителем приведены на рис. 13.  
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Рис. 13. Диаграммы нагружения тест-образцов  
с жестким заполнителем («нагрузка – прогиб») 

Fig. 13. Loading curves of the specimens with a rigid  
core (load-deflection) 

Результаты экспериментов сведены в таблицу. 
В ней изгибные напряжения, определяемые по класси-

ческой теории изгиба балок, обозначены через max
bendσ , 

а касательные напряжения, определяемые по формуле 

Журавского, – через maxτ . 

Результаты экспериментов  
на четыреточечный изигиб 

Four-point bending experimental results 

Номер образца maxP , кН max
bendσ , МПа maxτ , МПа 

1 −1,043 292,436 4,230 
2 –0,943 269,012 3,824 
3 –0,999 284,847 4,049 

Среднее –0,995 282,098 4,034 
 

 

Рис. 14. Уровень напряженного состояния правой половины 
трехслойного тест-образца по критерию Цая-Ву [42] 

Fig. 14. Level of the stress state of right half of the sandwich  
specimen using Tsai-Wu test [42] 

На рис. 14 приведена картина распределения функ-
ции f (показателя уровня напряженного состояния по 
критерию Цая-Ву) правой половины трехслойного тест-
образца в предельном состоянии (толщина несущих 
слоев равна 1 мм). Следует отметить, что, в отличие от 
тест-образца с толщиной несущих слоев 3 мм (см. рис. 9), 
где разрушение происходит вследствие потери устой-
чивости несущего слоя по поперечно-сдвиговой форме, 
тест-образец с толщиной несущих слоев 1 мм разруша-
ется вследствие потери прочности. 

В эксперименте среднее значение предельной на-
грузки получилось равным 0,995 кН, а численный рас-
чет предельной нагрузки приводит к значению 0,880 кН, 

при этом отличие от результата экспериментов составля-
ет 11,6 %. Можно считать это неплохим согласованием 
расчетных и экспериментальных результатов. 

 
Заключение 

 
Проведено численное моделирование процесса че-

тырехточечного изгиба трехслойного тест-образца. За-
висимость поперечных касательных напряжений от де-
формаций поперечных сдвигов, формирующихся в не-
сущих слоях, для простоты исследований принята 
нелинейно-упругой и получена в результате обработки 
данных испытаний на сдвиг материала несущих слоев. 
Численное решение задачи проведено в физически и 
геометрически нелинейной постановке с использовани-
ем метода конечных элементов. Сравнительный анализ 
использования различных кинематических соотноше-
ний и разных методов решения нелинейной задачи по-
казал отсутствие существенных различий в результатах 
решений.  

Для расчетов применены два подхода, используе-
мые при решении геометрически нелинейных задач 
(статический и метод продолжения по дуге). Установ-
лено, что при некоторой нагрузке происходит потеря 
устойчивости несущего слоя по неклассической попе-
речно-сдвиговой форме в области приложения локали-
зованной нагрузки, которая имитирует воздействие на-
гружающего ролика. Такой процесс удается обнаружить 
лишь визуализацией процесса деформирования. Ис-
пользование статического метода и метода дуги приво-
дит к тому, что итерационный алгоритм расходится при 
некоторых значениях параметров процесса, хотя зави-
симость перемещения ролика от нагрузки до этого мо-
мента остается практически линейной. Это объясняется 
тем, что в результате потери устойчивости несущего 
слоя по поперечно-сдвиговой форме конечные элемен-
ты в области приложения нагрузки вырождаются (их 
площадь устремляется к нулю). Показано, что классиче-
ская картина с предельной точкой, отражающая связь 
статических и кинематических характеристик конст-
рукции, все же может быть обнаружена визуально при 
анализе зависимости деформаций поперечного сдвига 
внешнего слоя от нагрузки.  

Для определения предельной нагрузки, при которой 
происходит потеря прочности элементов несущего слоя, 
использован критерий Цая-Ву. Показано, что увеличе-
ние диаметра ролика после его некоторого значения 
мало влияет на предельную нагрузку, в то время как 
нагрузка, при которой происходит потеря устойчивости 
несущего слоя тест-образца, весьма чувствительна 
к изменению его величины. Проведен сравнительный 
анализ поведения несущего слоя при различных ее тол-
щинах. Делается вывод о том, что при испытании тест-
образцов на четырехточечный изгиб с целью определе-
ния пределов прочности сжатого несущего слоя необ-
ходимо использовать либо тонкие несущие слои, либо 
ролики с большим диаметром. 

w, мм 

Р
, к
Н
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Приведены результаты экспериментальных иссле-
дований трехслойных тест-образцов и дано сравнение 
экспериментальных значений предельных нагрузок 
с расчетными, показавшее их неплохое соответствие. 
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