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 В рамках многоуровневой математической модели для описания эволюции функциональ-
ных нарушений всего человеческого организма, находящегося под действием факторов среды 
обитания, ведется разработка математической модели «мезоуровня» дыхательной системы 
человека. Статья посвящена развитию модели «мезоуровня» – формулировке необходимой 
для достижения поставленной цели конститутивной модели для описания движения воздуха в 
пористой среде легких. Легкие человека, образованные мелкими дыхательными путями и аль-
веолами, с содержащимся в них воздухом моделируются сплошной упруго-деформируемой 
насыщенной пористой средой, заключенной во внутреннюю камеру с изменяющимся объемом 
(подвижными стенками). Представлены концептуальная и математическая постановки задачи. 
Движение воздуха в деформируемой пористой среде легких описывается соотношениями ме-
ханики деформируемого твердого тела и теории фильтрации. В качестве важной составляю-
щей разрабатываемой модели получено соотношение, связывающее скорость изменения 
среднего напряжения и изменение объема двухфазного континуума. Данное соотношение бы-
ло установлено с помощью аналитического решения вспомогательной задачи (в геометрически 
линейной постановке) о всестороннем сжатии представительного объема двухфазной среды в 
форме замкнутой сферы, заполненной воздухом. Для подтверждения гипотезы о приемлемо-
сти линейного решения вспомогательной задачи при больших деформациях численно была 
решена аналогичная задача в геометрически нелинейной постановке. Из результатов следует, 
что полученное аналитическое решение находится в удовлетворительном соответствии с ре-
шением аналогичной задачи в нелинейной постановке как при спокойном, так и при глубоком 
дыхании, что свидетельствует о возможности использования первого при построении рассмат-
риваемой модели для описания движения воздуха в пористой среде легких. 
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 Within the framework of a multilevel mathematical model to describe the evolution of func-
tional disorders of the human organism under the influence of environment factors, a mathemati-
cal model of the "meso-level" of the human respiratory system is developed. The article is deals 
with the development of the meso-level model – the formulation of a constitutive model to de-
scribe the airflow in a porous lung medium. Human lungs filled with small airways and alveoli, 
with air contained in them, are modeled by an elastically deformable saturated porous medium 
enclosed in an internal chamber with varying volume (movable walls). Conceptual and mathemat-
ical statements are presented. Air movement in the deformable porous medium of lungs is de-
scribed by ratios of the mechanics of deformable solid body and filtration theory. As an element of 
this sub-model an analytical solution is obtained for an auxiliary geometrically linear problem of 
the all-round compression of an elastic thin-walled hollow sphere filled with air to determine the 
rate of mean stress of the two-phase medium of the lungs, taking into account the interaction 
between the lung tissue and the air contained in the lungs. To confirm the hypothesis on the ac-
ceptability of a linear solution of an auxiliary problem for large deformations, a similar problem 
was numerically solved in a geometrically nonlinear formulation. The results show that the ob-
tained analytical solution is in satisfactory agreement with the solution of a similar problem in a 
nonlinear formulation both for calm and deep breathing, which indicates the possibility of using 
the former in the construction of the considered sub-model. 
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Введение 

 
В настоящее время доказано негативное влияние 

неблагополучной санитарно-эпидемиологической об-
становки на состояние здоровья человека [1–3], в том 
числе на органы дыхания [4, 5]. Существующие методы 
медицинской диагностики [6, 7] позволяют оценивать 
состояние здоровья пациента на момент измерения, но 
не дают возможности прогнозировать изменение этого 
состояния на сколь-нибудь длительный период и коли-
чественно оценивать влияние комплекса факторов сре-
ды обитания на это изменение. 

Для прогнозирования развития нарушений в чело-
веческом организме, обусловленных действием факто-
ров среды обитания, научным коллективом, к которому 
относятся авторы данной статьи, разрабатывается мно-
гоуровневая математическая модель для описания эво-
люции функциональных нарушений человеческого  
организма [8]. Данная модель включает подмодели «ме-
зоуровня» пищеварительной [9], иммунной и эндокрин-
ной систем [10]. Необходимость учитывать доставку 
химических веществ из атмосферного воздуха в орга-
низм человека ингаляционным способом, а также про-
гнозировать развитие заболеваний болезней органов 
дыхания обусловливает необходимость разработки уг-
лубленной подмодели «мезоуровня» дыхательной сис-
темы человека [11], которую в силу ее сложности мож-
но рассматривать как отдельную модель. 

На текущий момент в рамках разработки математи-
ческой модели дыхательной системы авторами решена 
задача о нестационарном течении воздуха (многоком-
понентной смеси газов с твердыми частицами) и оседа-
нии твердых частиц различных фракций в крупных 
нижних воздухоносных путях (трахея и первые 3 гене-
рации бронхов) [11], рассмотрено течение воздуха при 
наличии обструктивных нарушений бронхов. 

Воздухоносные пути органов дыхания человека по 
существу являются биологическими каналами сложной 
формы; в этой связи для описания механических аспек-
тов течения воздуха в дыхательных путях широко ис-
пользуются модели газовой динамики в трехмерной 
постановке (например, для верхних дыхательных пу-
тей – в работах [12, 13], в нижних – в [14, 15]). В совре-
менных работах наблюдается тенденция перехода 
к персонализированной медицине, в том числе рассмат-
ривается реальная геометрия дыхательных путей, полу-
ченных с использованием компьютерной томографии 
[16, 17]. С точки зрения моделирования процесса дыха-
ния в запыленных условиях и для моделирования пере-
носа лекарственных препаратов ингаляционным спосо-
бом представляют интерес работы [18, 19]. С ростом 
вычислительных мощностей и развитием вычислитель-
ных методов увеличивается степень детализации респи-
раторного тракта; так, в [14] моделируется 17 генераций 
дыхательных путей, рассматривается 1400 элементов 
каналов. 
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При моделировании движения воздуха по воздухо-
носным путям с использованием средств вычислитель-
ной аэромеханики возникают существенные сложности 
при описании геометрии всей иерархии дыхательных 
путей вплоть до альвеол (в легких взрослого человека 
содержится около 600–700 млн альвеол) и соединяю-
щих их каналов. При этом детальное математическое 
описание процесса дыхания требует чрезвычайно боль-
ших вычислительных ресурсов. 

С целью преодоления указанных трудностей пред-
ставляется возможным для описания течения газовой 
среды в мелких дыхательных путях и альвеолах легких 
использовать модель пористой среды с привлечением 
соотношений теории фильтрации [20]. Подобный под-
ход был предложен также в работах [21–23], однако 
в цитируемых работах рассматривалось лишь течение 
газа через недеформируемую пористую среду с неиз-
менными свойствами под действием заданного гради-
ента давления, совместное решение задач деформиро-
вания легочной ткани и фильтрации не рассматрива-
лось. Иначе говоря, пористая среда рассматривалась 
как «замороженная», недеформируемая, проводящая 
для газовой фазы среда. В то же время именно задача 
фильтрации воздуха под действием градиентов давле-
ния, создаваемых деформируемой пористой средой 
человека, представляется приемлемой моделью для 
описания движения газа в легких; при этом она оказы-
вается существенно более сложной, чем модель 
фильтрации газа через «пассивную» среду. В частно-
сти, в предлагаемой модели необходимо учитывать 
геометрическую нелинейность среды, обусловленную 
большими градиентами перемещений, взаимодействие 
газа и легочной ткани. 

В рамках поставленной цели – разработка подмоде-
ли «мезоуровня» дыхательной системы человека – 
в настоящей работе основное внимание уделено форму-
лировке необходимой для достижения поставленной 
цели конститутивной модели для описания движения 
воздуха в пористой среде легких. 

 
Концептуальная постановка задачи 

 
Дыхательная система человека представляет собой 

сложную биомеханическую систему, обеспечивающую 
доставку воздуха из атмосферы в легкие и газообмен ме-
жду воздухом в легких и кровью. Структурными элемен-
тами дыхательной системы являются верхние воздухо-
носные пути (носовая полость, носоглотка, ротоглотка) 
и нижние дыхательные пути (трахея, система бронхов, 
легкие). Нижние дыхательные пути представляют собой 
древовидную структуру: трахея разделяется на два глав-
ных бронха, входящие в левое и правое легкие; в легких 
человека бронхи продолжают ветвление на более мелкие 
дыхательные пути; ветвление заканчивается альвеолами, 
имеющими сферическую форму (рис. 1, 2). 

Стенки альвеол, окутанные плотной сетью крове-
носных капилляров, являются мембраной, через кото-

рую осуществляется обмен газами (О2 и СО2) между 
воздухом в легких и кровью посредством диффузии за 
счет градиента концентраций. Диаметр одной альвеолы 
составляет 0,25–0,3 мм [24, 25], в одном легком содер-
жится порядка 300 млн альвеол, общая площадь их га-
зообменной поверхности составляет около 80 м2 [26], 
что позволяет обеспечивать эффективный газообмен. 

Движение воздуха из атмосферы в легкие и обратно 
происходит за счет разницы между атмосферным дав-
лением и давлением в легких. Изменение давления 
в легких обусловлено изменением их объема. У средне-
статистического взрослого индивида изменение объема 
легких в процессе спокойного дыхания составляет по-
рядка 15 %, в процессе глубокого – порядка 55 %. 
К изменению объема легких приводит изменение объе-
ма грудной клетки, которое осуществляется благодаря 
работе костно-мышечной системы. Моделирование по-
следней представляет собой весьма сложную самостоя-
тельную проблему, выходящую за рамки предлагаемой 
работы. 

Полная математическая модель дыхательной систе-
мы человека в силу своей сложности может рассматри-
ваться совокупностью подмоделей, взаимосвязанных 
между собой и описывающих движение воздуха в воз-
духоносных путях (верхних, крупных нижних), дефор-
мируемых легких человека, газообмен между воздухом 
в легких и кровью. В стенках верхних и крупных ниж-
них воздухоносных путей содержится хрящевая ткань, 
которая не позволяет им деформироваться во время ды-
хания. Подмодель движения воздуха в воздухоносных 
путях была разработана на предыдущих этапах исследо-
вания и представлена в статьях [11, 20], течение воздуха 
в ней описывается уравнениями газовой динамики. 
В данной статье особое внимание уделяется подмодели 
движения воздуха в деформируемых легких человека. 

Легкие человека, образованные мелкими дыхатель-
ными путями и альвеолами с содержащимся в них воз-
духом, будем рассматривать сплошной деформируемой 
насыщенной пористой средой, заключенной во внут-
реннюю камеру с изменяющимся объемом (подвижны-
ми стенками). Насыщенная газом пористая среда пред-
ставлена двухфазной сплошной средой, одна из фаз ко-
торой – деформируемый скелет (матрикс, каркас) 
среды, описываемый моделью деформируемого твердо-
го тела, вторая фаза – газ, заполняющий поровое про-
странство.  

Выделим представительный объем двухфазной сре-
ды, содержащий не менее 103 альвеол; введение данно-
го понятия необходимо для описания легких как порис-
того континуума и движения газа с использованием 
теории фильтрации. Для описания относительного дви-
жения газовой фазы в пористой среде легких использу-
ется закон фильтрации Дарси [28, 29]. Легкие человека 
неоднородны, поэтому в общем случае состав и свойст-
ва различных участков легких отличаются друг от дру-
га. Проницаемость легочной ткани в общем случае ани-
зотропна и описывается тензором второго ранга. 



Trusov P.V., Zaitseva N.V., Tsinker M.Yu. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2020) 165-174 

168 

 

Рис. 1. Дихотомическое деление нижних воздухоносных  
путей согласно морфометрической модели Вейбеля [25, 24] 

Fig. 1. Dichotomous division of the lower airways according  
to the Weibel morphometric model [25, 24] 

 

Рис. 2. Увеличенный фрагмент терминальных  
бронхиол, заканчивающихся альвеолами [27]  

Fig. 2. Enlarged fragment of terminal bronchioles  
ending in alveoli 

Скорость частиц двухфазной среды определяется 
через скорости движения частиц каждой из фаз как 
среднемассовая скорость смеси [30, 31]. В силу того  
что масса газа, содержащегося в легких, пренебрежимо 
мала по сравнению с массой частиц твердого каркаса, 
скорость двухфазной среды можно считать совпадаю-
щей со скоростью твердой фазы ( s=v v ). Абсолютную 

скорость движения газа (за счет переноса вместе с де-
формируемой средой) можно считать совпадающей со 
скоростью частиц твердой фазы (скелета) и со скоро-
стью двухфазной среды, относительная скорость дви-
жения газа (относительно твердой фазы) в пористой 

среде легких, возникающая за счет градиента давления, 
определяется с использованием методов теории фильт-
рации. 

Воздух в общем случае представляет собой много-
компонентную смесь газов, на данном этапе работы 
будем рассматривать его как гомогенный газ. В полости 
носа воздух нагревается/охлаждается до температуры 
тела, при исследовании фильтрационного течения воз-
духа в пористой среде легких изменением температуры 
воздуха пренебрегается. 

Вследствие геометрической нелинейности и неоп-
ределенности конфигурации в каждый момент дефор-
мирования для исследования предпочтительно исполь-
зовать скоростную постановку [32] краевой задачи тео-
рии упругости. В качестве определяющего соотношения 
(ОС) в этом случае может быть использован гипоупру-
гий закон (или эквивалентный ему гиперупругий закон) 
[33, 34]; в качестве меры деформации используется ло-
гарифмическая мера деформации [35]: 

    log logΩ Ω= ≡Σ П : H  П : D , log

log log

Ω = − ⋅ + ⋅Σ Σ Σ Σ Ω Ω . (1) 

где Σ  – взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа 
двухфазной среды, состоящей из воздуха и твердой фазы, 
связанный с тензором напряжений Коши (σ ) через от-

ношение плотностей двухфазной среды в отсчетной (
o

ρ ) 

и текущей ( ρ̂ ) конфигурациях (

o

( )
ˆ
ρ=
ρ

Σ σ [36]); П –  

4-валентный тензор упругих характеристик (принима-
ется гипотеза об изотропии свойств); logΩ  – логарифми-

ческий спин; Н – тензор деформации Генки, определен-
ный в актуальной конфигурации; верхний индекс logΩ  – 

обозначение логарифмической коротационной произ-

водной; log =ΩH  D  [37]; D – тензор скорости деформа-
ции (в нелинейной механике его обычно называют 
«тензор деформации скорости» – «деформатор» над 
полем скорости перемещений [32]); все характеристики 
в ОС относятся к двухфазной среде. Следует отметить, 
что гипоупругий закон (1) для изотропного материала 
удовлетворяет требованиям независимости от выбора 
системы отсчета [38], отсутствия диссипации энергии 
и замкнутости траектории напряжений при цикличе-
ском упругом деформировании [33]. 

Газ в легких (альвеолах и каналах) и легочная ткань 
взаимодействуют друг с другом; изменение объема лег-
ких вызывает изменение давления газа, находящегося в 
легких, которое, в свою очередь, приводит к изменению 
напряжений в легочной ткани. Давление газа действует 
во все стороны одинаково, не меняя форму материала 
(девиаторную часть тензора деформаций), а лишь меняя 
его объем (шаровую часть). В то же время сопротивле-
ние газа изменению формы (сдвиговым деформациям) 
пренебрежимо мало по сравнению со сдвиговой жест-
костью твердого тела, что позволяет не учитывать вклад 
газовой среды в девиатор тензора напряжений двухфаз-
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ной среды. В силу вышесказанного тензор напряжений 
для двухфазной среды определяется суммой девиатора 
напряжений в твердой фазе, умноженного на долю 
твердой фазы, и шаровой составляющей для двухфаз-
ной среды легких: 

 log log ˆΣср s

Ω Ω= + γΣ I S , (2) 

где Σcp
 – скорость изменения среднего напряжения 

Кирхгоффа двухфазной среды; I  – единичный тензор; 
S  – девиатор тензора напряжений Кирхгоффа в твердой 

фазе; ˆ
sγ  – объемная доля твердой фазы. 

В силу малости изменения плотности твердой фазы 
девиатор тензора напряжений Кирхгоффа равен девиа-
тору тензора напряжений Коши. Скорость изменения 
девиатора напряжений твердой фазы определяется со-
гласно соотношению 

 log 2Ω = μS d ,  (3) 

где d  – девиаторная составляющая тензора скорости 
деформации; μ  – параметр Ламе (модуль сдвига твер-

дой фазы). 
В разрабатываемой математической модели предпола-

гается использование граничных условий кинематическо-
го типа. Области входа крупных воздухоносных путей в 
легкие полагаются неподвижными (относительно тела 
человека). В начальный момент времени легочная ткань 
находится в естественном ненапряженном состоянии (мо-
мент перехода от выдоха к вдоху), когда давление в легких 
равно давлению на входе и равно атмосферному. 

В силу существенной нелинейности задачи для ее 
решения необходимо разработать и использовать поша-
говую процедуру с применением достаточно малых 
(с точки зрения достижения требуемой точности) шагов 
по времени. На каждом малом промежутке времени 
массу газа, находящегося в альвеоле, можно считать 
постоянной; при изотермических условиях произведе-
ние давления и объема газовой фазы постоянно. 

 
Математическая постановка задачи 

 
Постановка краевой задачи описания легких как по-

ристой среды содержит следующие соотношения: 
– уравнение равновесия в скоростях: 

 ˆ ˆ ˆ( ) 0∇⋅ −∇⋅ ⋅∇ =vσ σ , ΩЛ∈r ; (4) 

– соотношение для скорости изменения взвешенно-
го тензора напряжений Кирхгоффа: 

ср log log
ˆΣ 2 s= + μ γ + ⋅ − ⋅Σ I d S S  Ω Ω , 

o

( )
ˆ
ρ=
ρ

Σ σ , ЛΩ ;∈r  (5) 

– соотношения для тензора скорости деформации 
и его девиатора: 

 
1 ˆ ˆ( )
2

T= ∇ + ∇D v v , 1

1
( )

3
I= −d D D I ; (6) 

– соотношение для логарифмической коротацион-
ной производной логарифмической меры деформации: 

 log

log log
ˆ ˆ ˆ ˆΩ = − ⋅ + ⋅ =H H H H D Ω Ω ; (7) 

– соотношение для тензора вихря: 

 
1 ˆ ˆ( )
2

T= ∇ − ∇W v v ; (8) 

– соотношение для компонент логарифмического 
спина в базисе главных векторов меры Н: 

    

2 2

log 2 2

log

1
W D ,   , ,   

ln

W ,                                        ,   ;

i j
ij ij ij i j

i i j

j

ij ij i j

i j

i j

  
  λ + λ  = + − λ ≠ λ ≠ λ λ − λ

  λ 
= λ = λ ≠

Ω

Ω

 (9) 

– соотношение для описания относительного дви-
жения газовой фазы, полученное из закона Дарси: 

 
ˆ( ) ˆ ( )f f
f

p= − ⋅∇
μ

k Hv , ЛΩ∈r , (0; ]t T∈ ; (10) 

– соотношение для изменения давления газовой фа-
зы в зависимости от изменения объема газовой фазы, 
полученное из закона Бойля – Мариотта:  

 
ˆ

ˆ
f f

f f

p V

p V
= −


, Л∈Ωr , (0; ]t T∈ ; (11) 

– начальные условия: 

 0ˆ 0,∇⋅ =σ  ЛΩ ,∈r  0,t =  (12) 

0 AWp⋅ ⋅ =n nσ , 0 0( )⋅ − ⋅ ⋅ =n n n n 0σ σ , 

 ДП/Л∈Γr , 0t = ; (13) 

– граничные условия: 

 ˆ
лΓ=v v , Л∈Γr , [0; )t T∈ , (14) 

 =v 0 , ДП/Л∈Γr , [0; )t T∈ , (15) 

где ЛΩ  – замкнутая область двухфазной насыщенной по-

ристой среды легких человека ( Л Л Л ДП/ЛΩ Ω= Γ Γ  );  

ΩЛ – внутренность области легких; ГЛ – граница облас-
ти легких; ГДП/Л – границы выходов из крупных дыха-
тельных путей, являющихся одновременно входами 

в легкие человека; ∇̂  – оператор Гамильтона, опреде-
ленный в актуальной конфигурации; σ – тензор напря-
жений Коши для двухфазной среды; v – скорость частиц 

двухфазной среды; fv  – скорость газовой фазы; ˆ( )k H – 

тензор проницаемости (второго ранга) пористой среды, м2; 

fμ  – динамическая вязкость, Па·с; Ĥ  – тензор лога-



Trusov P.V., Zaitseva N.V., Tsinker M.Yu. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2020) 165-174 

170 

рифмических деформаций твердой фазы (мера дефор-
мации Генки), определенный в терминах актуальной 

конфигурации; fp  – давление газовой фазы, Па; ˆ
fV  – 

объем газовой фазы; W  – тензор вихря; iλ  – относи-

тельные главные удлинения. 
Основной трудностью при формулировке конкрет-

ных определяющих соотношений (5) для рассматривае-
мой двухфазной среды является построение связи ско-
рости изменения среднего напряжения и изменения 
объема двухфазного континуума. При этом газ (воздух) 
находится большей частью в альвеолах, соединенных 
друг с другом и с воздухоносными путями системой 
весьма тонких в сечении каналов, что затрудняет пере-
текание воздуха из внутренних областей в бронхи 
и обратно при изменениях давления газовой среды. Для 
описания этого тела с весьма сложной геометрией 
предложено использовать модель пористой среды с по-
ристостью, определяемой отношением суммарного объ-
ема альвеол и каналов к величине рассматриваемого 
представительного объема. Действительно, очевидна 
обозначенная выше проблема, что твердый несплошной 
деформируемый каркас при отсутствии в порах какой-
либо среды ведет себя совершенно иначе, чем пористая 
среда, содержащая в себе газ с затрудненным истечени-
ем его из рассматриваемого объема. В связи с указанной 
сложностью осуществлена постановка и решение вспо-
могательной задачи. Предполагая, что на малом шаге по 
времени (напомним, что решение задачи предполагает-
ся реализовать с использованием пошаговой процеду-
ры) изменением количества газа в рассматриваемом 
объеме можно пренебречь, в качестве расчетной схемы 
для определения указанной связи гидростатических 
характеристик используется представительный объем в 
форме замкнутой сферы, заполненной воздухом. Масса 
оболочки равна массе твердотельного каркаса, объем 
внутренности сферы в отсчетной конфигурации равен 
суммарному объему альвеол и каналов в естественной 
конфигурации представительного объема. К сожале-
нию, авторам не удалось получить в аналитическом 
виде решения геометрически нелинейной задачи о все-
стороннем сжатии тонкостенного полого шара, запол-
ненного воздухом. Численное решение не позволяет 

сформулировать искомую связь cpΣ ∼I1(D) в виде про-

стого алгебраического уравнения, необходимого для 
создания эффективной вычислительной процедуры. 
В связи с этим было получено аналитическое решение 
соответствующей геометрически линейной задачи. На 
основе этого решения записано соотношение для связи 

скорости изменения среднего напряжения cpΣ  и скоро-

сти изменения объема I1(D) (I1(D) – первый инвариант 
тензора D) двухфазной среды легких, учитывающее 
взаимодействие между легочной тканью и воздухом, 
содержащимся в легких [39]. Далее с помощью числен-
ного решения соответствующей геометрически нели-
нейной задачи проведена оценка возможности исполь-

зования аналитического решения задачи в геометриче-
ски линейной постановке для умеренно больших изме-
нений объема, характерных для процесса дыхания. 

Полученное соотношение для скорости изменения 
среднего напряжения в терминах тензора напряжений 
Кирхгоффа двухфазной среды имеет вид 

o

1 3
cp o

2

ˆ 2
ˆ ˆ[ ] [ (1 ) 1

ˆ3

ˆ ˆ ˆ( 1)] [ ] [ ][ (1 )

f f

f f f f

V V
A B AB

VV

Cp A B A B AB

−

−

  
  Σ = γ + − γ − −     

− γ + − γ + + − γ ×




 

 

o

13
o o

ˆ ˆ
ˆ ˆ1 ] [ ] ,

ˆ
f

f f f f

VV V
C p A B Cp

V V V

−

 
 × − − γ + γ +     


 (16) 

где (2 3 )A = μ + α , 4B = μ , (6 3 )C = μ + α ; α , μ  – пара-

метры Ламе твердой фазы; ˆ
fγ  – объемная доля газовой 

фазы; ˆ,V  
o

V  – объем двухфазной среды в актуальной 

и отчетной конфигурациях. 
 

Численное решение вспомогательной задачи 
для определения скорости изменения  
среднего напряжения 

 
Рассматривается однородный изотропный упругий 

тонкостенный полый шар, заполненный воздухом, под-
вергаемый равномерному внешнему сжатию (или рас-
ширению). Объем газа, содержащегося в шаре, соответ-
ствует объему газообразной фазы в представительном 
объеме легких в рассматриваемый момент процесса; 
объем стенки – объему твердой фазы, общий объем – 
объему двухфазной среды. Сжатие шара происходит 
при постоянной температуре газа (процесс изотермиче-
ский). Для описания нелинейного поведения однород-
ного изотропного материала используется гиперупру-
гий неогуковский закон. Рассматривается геометриче-
ски нелинейная одномерная (с учетом сферической 
симметрии) задача, в качестве меры деформации ис-
пользуется мера Генки. На внешней стенке шара заданы 
кинематические граничные условия (всестороннее сжа-
тие/растяжение); на внутренней стенке шара – силовые 
(давление газа). Среднее напряжение (гидростатическое 
напряжение) для двухфазной среды определим как ра-
диальную компоненту напряжения на внешней поверх-
ности шара ( | outrr r r=

σ ). 

Весь процесс нагружения был разбит на K времен-
ных шагов. Для определения отсчетной естественной 
конфигурации на внутренней и внешней поверхностях 
оболочки предварительно задавалось давление, равное 
атмосферному. На каждом временном шаге использова-
лись соответствующие граничные условия: изменение 
давления (как функция от изменения внутреннего объе-
ма) на внутренней границе и приращение перемещений 
на внешней. 
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Численное решение геометрически нелинейной за-
дачи было получено с использованием программного 
продукта ANSYS Mechanical APDL (ANSYS Parametric 
Design Language). В результате численного решения 
была получена радиальная компонента тензора напря-
жений Коши в узлах сетки на внешней поверхности 
шара в процессе пошагового нагружения (для различ-
ных моментов нагружения).  

Аналогичные граничные условия были использова-
ны в полученном на предыдущих этапах работы анали-
тическом решении вспомогательной задачи (в соотно-
шении для определения радиальной компоненты тензора 
напряжений Коши на внешней поверхности шара) [39]. 
Сравнение аналитического и численного решений (ра-
диальных компонент напряжений) выполнялось на каж-
дом временном шаге для нескольких сценариев всесто-
роннего сжатия и расширения сферы при реальных па-
раметрах легочной ткани (модуль Юнга взят равным 
60 кПа, коэффициент Пуассона – 0,45) [40]. Относи-
тельная погрешность численного и аналитического ре-
шений на каждом временном шаге определялась по со-
отношению 

 
, ,

,

100 %,k k

k

k

An Num
rr t rr t

t Num
rr t

σ − σ
δ = ⋅  

σ
 (17) 

где kt  – k-й временной шаг; An
rrσ  – величина радиально-

го напряжения, полученная аналитически; Num
rrσ  – вели-

чина радиального напряжения, полученная численно;  
δ  – относительная погрешность, %. 

Определены также средняя и максимальная относи-
тельные погрешности по соотношениям: 

 1
k

k

K

t
t

K
=

δ
δ =


, (18) 

 max max( )
kt

δ = δ , (19) 

где δ  – средняя относительная погрешность; maxδ  – 
максимальная относительная погрешность; K – количе-
ство временных шагов. 

 
Результаты 

 
Сравнение аналитического и численного решений 

было выполнено для двух сценариев. Первый сценарий 
подразумевал уменьшение внутреннего объема за счет 
всестороннего сжатия на 52,95 %; второй сценарий со-
ответствовал увеличению объема за счет всестороннего 
расширения на 17,61 %. Результаты сопоставления ре-
шений приведены в таблице. Для сравнения в процессе 
спокойного вдоха объем легких человека изменяется 
примерно на 15 %, во время максимально глубокого 
вдоха – около 55 %. 

Результаты сравнения аналитического  
и численного решения 

Results of comparison of analytical  
and numerical solutions 

Сценарий 
Изменение 
внутреннего 
объема, % 

Средняя относи-
тельная погреш-
ность по времен-
ным шагам, % 

Максимальная 
относительная 
погрешность, %

1 –52,95 1,46 3,22 
2 17,61 0,09 0,24 

 
В первом сценарии средняя погрешность между ана-

литическим и численным решением составила 1,46 %, 
во втором сценарии – 0,09 % (см. таблицу). На рис. 3 
приведена зависимость радиального напряжения на 
внешней поверхности сферы от изменения объема для 
линейной и нелинейной постановок для первого сцена-
рия, а также изменение максимальной (по модулю) раз-
ности численного и аналитического решения. 

 

Рис. 3. График изменения значений радиальной компоненты 
тензора напряжения Коши на внешней поверхности сферы  
в зависимости изменения объема для линейной и нелинейной 
постановок для первого сценария и изменения погрешности  
                   численного и аналитического решений 

Fig. 3. Graph of the change in the values of the radial component  
of the Cauchy stress tensor on the outer surface of the sphere  
depending on the volume change for linear and nonlinear statements  
for the first scenario and changes in the error of numerical and  
                                   analytical solutions 

Различие численного и аналитического решения 
в процессе изменения объема (в результате всесторонне-
го сжатия сферы на 52,95 %) постепенно увеличивается 
и достигает максимального значения 3,22 %. Во втором 
сценарии максимальная погрешность составила 0,24 %. 
Основываясь на приведенных результатах, можно кон-
статировать, что полученное аналитическое решение 
находится в удовлетворительном соответствии с решени-
ем аналогичной задачи в нелинейной постановке как при 
спокойном, так и при глубоком дыхании. Соотноше-
ние (16) дополняет постановку краевой задачи описания 
легких как пористой среды (соотношения (4)–(15)) и мо-
жет быть использовано для описания связи скорости из-
менения среднего напряжения и изменения объема двух-
фазного континуума для умеренно больших деформаций.  
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Заключение и перспективы 
 
Таким образом, представлена конститутивная мо-

дель насыщенной пористой среды с учетом взаимо-
действия воздуха и твердого деформируемого карка-
са, необходимая для описания течения воздуха в лег-
ких человека. Представлена концептуальная и 
математическая постановки задачи описания процес-
са дыхания.  

С помощью численного решения вспомогатель-
ной задачи о связи среднего напряжения и изменения 
объема при всестороннем растяжении-сжатии тонко-
стенной сферы в геометрически нелинейной поста-
новке подтверждена гипотеза о приемлемости анали-
тического решения, полученного в геометрически 

линейной постановке, для умеренно больших де-
формаций. 

Реализация предложенной модели в связи с ее су-
щественной нелинейностью предполагает использова-
ние пошаговой процедуры. При разработке модели ос-
таются сложные моменты, решение которых еще пред-
стоит получить (в частности, установление компонент 
тензора проницаемости для различных участков порис-
той среды легких с учетом анизотропии и нелинейности 
(зависимости от изменения плотности пористой сре-
ды)). Данная задача является предметом дальнейших 
исследований. Алгоритм решения задачи с использова-
нием пошаговой процедуры, а также результаты по те-
чению газов в легких человека будут представлены 
в следующих публикациях авторов. 
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