
Тартыгашева А.М., Шлянников В.Н., Туманов А.В. Формулировка метода конечных элементов с учетом сингулярности  

для плоской задачи смешанных форм разрушения // Вестник Пермского национального исследовательского политехнического  

университета. Механика. – 2020. – № 4. – С. 220–236. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.19 

 

Tartygasheva A.M., Shlyannikov V.N., Tumanov A.V. Finite element method with account of singularity for mixed mode cracks.  

PNRPU Mechanics Bulletin, 2020, no. 4, pp. 220-236. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.19 

 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 4, 2020 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 

https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 
 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  

License (CC BY-NC 4.0) 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2020.4.19 

УДК 539.42 

ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ С УЧЕТОМ  

СИНГУЛЯРНОСТИ ДЛЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ СМЕШАННЫХ ФОРМ РАЗРУШЕНИЯ 

А.М. Тартыгашева, В.Н. Шлянников, А.В. Туманов   

Казанский научный центр Российской академии наук, Казань, Россия 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 27 мая 2020 г. 

Принята: 06 декабря 2020 г. 

Опубликована: 30 декабря 2020 г. 

 Целью данного исследования является формулировка варианта метода конечных 
элементов для плоской задачи смешанных форм деформирования и получение аналити-
ческого решения для коэффициентов матрицы жесткости для элементов области сингу-
лярности с центром в вершине трещины. Объектом численного исследования являлась 
пластина условно бесконечных размеров со сквозной прямолинейной центральной трещи-
ной при равнодвухосном растяжении в условиях плоской деформации. Проведен анализ 
особенностей распределения полей напряженно-деформированного состояния и коэффи-
циентов интенсивности напряжений в области вершины трещины, определяемых с помо-
щью метода конечных элементов с учетом сингулярности. Получены аналитические фор-
мулы задания кинематических условий для общего и частного случая нагружения пласти-
ны с дефектом в упругой постановке для случая плоской деформации. Представлен 
сравнительный анализ численных результатов для двух случаев  формирования расчет-
ной схемы вершины трещины: традиционным методом создания математического разреза 
и при помощи метода конечных элементов с учетом сингулярности. Установлено преиму-
щество применения метода конечных элементов с учетом сингулярности. На примере 
пластины со сквозной прямолинейной центральной трещиной при равнодвухосном растя-
жении показано, что задание граничных условий в вершине трещины с учетом сингулярно-
сти позволяет существенно понизить размерность расчетной схемы метода конечных эле-
ментов без потери точности расчета. Сделан вывод о возможности применения подобной 
формулировки в упругопластической постановке. Тарировка полученного решения прово-
дилась для полей напряженно-деформированного состояния и коэффициентов интенсив-
ности напряжений, определенных с помощью классического метода конечных элементов 
и метода конечных элементов с учетом сингулярности. 
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 The paper deals with obtaining an analytical solution for stiffness matrix coefficients at a 
crack tip area for mixed mode cracks in plane strain conditions. The numerical study is focused 
on an infinite plate with a straight-through central crack under mixed loading. Analytical solutions 
are obtained as kinematic boundary conditions for plane strain. We analyzed distribution features 
of the stress-strain state fields and stress intensity coefficients at the top of the crack area, de-
termined using the finite element method taking into account the singularity. The analytical formu-
las are obtained which set the kinematic conditions for a general and special case of loading a 
plate with a defect in the elastic setting for the case of plane deformation. The comparative anal-
ysis of the numerical results is presented for two cases of forming the design diagram of the top 
of the crack: the traditional method of creating a mathematical cut and the finite element method 
taking into account the singularity. The advantage of using the finite element method considering 
the singularity is found. We used an example of a plate with a through straight rectilinear central 
crack with the equal biaxial tension to show that setting the boundary conditions at the top of the 
crack taking into account the singularity allows one to significantly reduce dimensions of a calcu-
lation scheme of the finite element method and keep the calculation accuracy. It is concluded that 
such a formulation can be applied in an elastic-plastic formulation. The comparison between the 
classical finite element solution and finite element with singularity is presented. The convenience 
of the finite element method with singular boundary conditions is demonstrated. 
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Введение 

 
Во многих прикладных областях технических наук 

большое внимание уделяется математическому описа-
нию процессов деформирования и разрушения мате-
риалов [6, 8–10, 25, 29, 39, 50, 56, 60, 65–67, 70]. Зави-
симость параметров напряженно-деформированного 
состояния макро- и микроуровня принято выражать 
с помощью введения последовательности окружностей 
различного радиуса вокруг вершины трещины. Выде-
ленные зоны обладают различной сингулярностью 
поля напряжений. Явное внимание к данному вопросу 
видно из огромного количества работ российских 
и зарубежных ученых – исследований поведения раз-
личных материалов при всевозможных типах нагруже-
ния в упругой, упругопластической постановках и при 
ползучести.  

Очень подробно асимптотические методы решения 
в нелинейной механике разрушения описаны в обзорных 
статьях Л.В. Степановой, Е.А. Адылиной и С.А. Игонина 
[31, 33]. В публикациях [19, 30] предложен метод чис-
ленного определения собственных значений для всех 
значений параметра смешанности нагружения в нели-
нейной постановке в условиях ползучести для зон 
с различной особенностью поля напряжений. Показано 
приближенное решение для определения полей напря-
жений и скоростей деформаций ползучести вблизи 
вершины трещины при поперечном сдвиге. Установле-
но, что вблизи вершины трещины скорости деформаций 
имеют сингулярность, показатель которой меняется 
дискретно в зависимости от полярного угла. Численное 

моделирование скорости накопления деформаций и по-
вреждений при ползучести с учетом особенностей 
в области поврежденности материала представлено 
в работах В.Н. Шлянникова, А.В. Туманова, Л.В. Сте-
пановой [38, 68]. Авторами В.А. Нифагиным, М.А. Гун-
диной, В.Е. Паниным, М.Д. Моисеенко и т.д. [22, 23, 37] 
описано напряженно-деформированное состояние 
в окрестности вершины трещины в условиях пластич-
ности, получена оценка напряженного состояния в об-
ласти промежуточной структуры вершины трещины, 
показывающая значительное отличие роста размера 
зоны пластичности в зависимости от вида напряженно-
го состояния. Представлена оценка влияния комплекса 
пластических свойств сталей на состояние в области 
вершины трещины при произвольном двухосном на-
гружении. Описан дискретно-континуальный метод 
моделирования напряженно-деформированного состоя-
ния в вершинах трещин и надрезах с учетом кривизны 
кристаллической решетки. Интересный результат полу-
чен в статье С.А. Назарова [21], после постепенного 
введения базисов сингулярных степенных решений 
вблизи вершины трещины и изучения их свойств уста-
новлено, что в случае вещественного показателя сингу-
лярности напряжений базисы сохраняют свойства бази-
сов для однородной среды. Нельзя не отметить исследо-
вания коллектива авторов Л.Р. Лапин, В.П. Матвеенко, 
А.Ю. Федоров, И.Н. Шардаков [16–18], в которых опи-
саны новые алгоритмы для расчета напряжений в упру-
гих телах с особыми точками и на основе метода конеч-
ных элементов с использованием построенных полу-
аналитических сингулярных элементов проведен анализ 
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полной энергии образцов с трещиной при различном 
расположении трещины в однородном и неоднородном 
образцах, а также в образцах с концентраторами напря-
жений.  

Широкое распространение и ведущую роль при 
анализе напряженно-деформированного состояния кон-
струкций сложной геометрии получил метод конечных 
элементов (МКЭ) [1–3, 13, 20, 27, 34, 35, 40, 55, 62–64, 
69, 71–73, 75], о чем свидетельствует большое количе-
ство программных продуктов, реализующих этот метод. 
Однако применительно к задачам механики трещин 
существуют определенные сложности при использова-
нии МКЭ. Известно, что сингулярное решение приво-
дит к бесконечно высоким напряжениям в области вер-
шины трещины [12, 26, 28, 74, 76, 77]. В этом случае 
в расчетной схеме МКЭ будет присутствовать как ми-
нимум четыре элемента, узлы которых будут принад-
лежать точке вершины трещины. В данных элементах 
точное решение не может быть получено, так как при 
нулевом радиусе кривизны вершины трещины опреде-
литель матрицы жесткости становится отрицательным. 
Следовательно, при моделировании области вершины 
трещины необходимо закладывать область выхода ис-
комой функции на сходящееся решение, при этом раз-
мер области, исключаемой из рассмотрения ввиду при-
сутствия в ней больших погрешностей, должен быть 
меньше области непосредственного анализа искомых 
функций. Данное обстоятельство приводит к сущест-
венному увеличению размерности общей матрицы же-
сткости, особенно в трехмерных задачах. Таким обра-
зом, основным недостатком прямых методов расчета 
параметров разрушения является недостаточная обос-
нованность смещений в вершине трещины.  

В настоящее время существуют различные модифи-
кации метода конечных элементов. Одним из вариантов 
стало использование данного метода с внедрением «су-
перэлементов» [5, 7, 15, 45], расширенный метод конеч-
ных элементов, используемый для моделирования мак-
ро- и микротрещин описан в работах авторов [61, 51, 52, 
54], с градиентно-взвешенным расширенным методом 
конечных элементов (GW-XFEM) для механики разру-
шения можно познакомиться в статье [44], метод ко-
нечных элементов совместно с методами цифровой фо-
тоупругости рассмотрен в публикации [32]. Особенность 
моделирования пространственных трещин описана авто-
рами [4, 11, 14, 46]. Исследователями M.M. Nojumi 
и X. Wang [57] предложен метод динамического анали-
за применительно к материалам с трещинами в трех-
мерной постановке с использованием нового градуиро-
ванного сингулярного конечного элемента. Главным 
преимуществом предложенного элемента является от-
сутствие необходимости постобработки для расчета 
параметров разрушения. В работе [53] показано, что 
деформированные сингулярные элементы (моделирую-
щие требуемый вид особенности путем сдвига проме-
жуточных узлов на сторонах обычных элементов высо-
кого порядка) дают лучшие результаты при описании 

особенности в окрестности вершины трещины, чем 
элементы, аппроксимирующие функции которых со-
держат члены из асимптотического решения в переме-
щениях.  

Авторами P.D. Hilton и G.C. Sih [48] был предложен 
метод, позволяющий избежать ошибки, возникающей 
из-за невозможности описать аппроксимирующими 
функциями сингулярное решение. Сущность этого ме-
тода заключается в объединении метода конечных эле-
ментов и аналитических разложений в вершине трещи-
ны. Смысл такого подхода основан на математических 
свойствах двух используемых методов расчета: асим-
птотические разложение становится гораздо более точ-
ным при достижении области сингулярности (вершины 
трещины), тогда как МКЭ может быть точным везде, 
кроме области вершины трещины. Эти два метода объ-
единены так, что каждый используется в той области, 
где он дает наибольшую точность, и не используется 
там, где его точность становится сомнительной. Данный 
обобщенный метод является наиболее предпочтитель-
ным для анализа сопротивления разрушению различных 
конструкций, находящихся в условиях плоского напря-
женного состояния ввиду его строгой математической 
и физической обоснованности. 

Эти соображения привели P.D. Hilton и G.C. Sih 
к созданию специального МКЭ для изучения поведе-
ния трещин, в котором для элемента сетки, совпадаю-
щего с вершиной трещины, используется асимптоти-
ческое разложение. Метод, предложенный P.D. Hilton 
и G.C. Sih, был разработан для частного случая плос-
кого напряженного состояния. В основу рассмотрения 
положен вариационный принцип нахождения мини-
мума потенциальной энергии. Вся конструкция разби-
вается на две области с помощью дуги окружности 
с центром в вершине трещины. Потенциальная энергия 
деформации определяется отдельно для каждой облас-
ти. Для области, ограниченной окружностью, потенци-
альная энергия ищется с использованием асимптоти-
ческого разложения, а вне этой области, разбитой на 
конечные элементы, энергия деформации вычисляется 
стандартным способом. Для узлов сетки конечных 
элементов, расположенных на дуге окружности, долж-
но выполняться условие, чтобы смещения в них сов-
падали со смещениями, определяемыми с помощью 
асимптотического разложения. Таким образом, анали-
тически вычисленные перемещения включены как 
граничные условия в численное решение, тем самым 
непрерывность перемещений обеспечена в узлах на 
границе круговой области. 

Метод, предложенный P.D. Hilton и G.C. Sih, был 
разработан для частного случая плоского напряженно-
го состояния. Целью данной работы является форму-
лировка подобного метода для общей плоской задачи 
смешанных форм деформирования и получение анали-
тического решения для коэффициентов матрицы жест-
кости элементов, граничащих с областью сингулярно-
сти для общего случая двухосного нагружения прямо-
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линейной наклонной трещины. В связи с тем, что при 
критериальных оценках прочности необходимо знание 
точных параметров НДС на конкретных контурах во-
круг вершины трещины, эти контуры должны быть 
правильно определены. В реальности приходится 
сталкиваться с противоречивой закономерностью: ма-
лая погрешность в вычислении контура может привес-
ти к большой погрешности в прочностных оценках 
конструкции. Поэтому возникла острая необходимость 
в точном установлении положения вершины трещины 
в нагруженной пластине, чтобы правильно определить 
контур для снятия результатов.  

 
1. Формулировка МКЭ с учетом сингулярности 

 
Рассмотрим пластину произвольной геометрии, на-

ходящуюся в условиях обобщенного плоского напря-
женного состояния или плоской деформации с прямо-
линейной наклонной трещиной (рис. 1). Начало поляр-
ных координат поместим в вершину трещины.  

В работах J. Eftis, N. Subramoian и H. Libowitz [41–43] 
показано, что используемое ранее однопараметрическое 
асимптотическое представление напряжений и смеще-
ний у вершины трещины [24] не является адекватным. 
Причина этого связана с произвольным отбрасыванием 
в разложении напряжений по собственным функциям 
Вильямса второго члена, вклад которого не зависит от 
расстояния до вершины трещины. 

 

Рис. 1. Пластина с наклонной прямой трещиной  
в поле двухосных напряжений 

Fig. 1. Plate with an inclined crack under biaxial loading 

В рамках плоской задачи линейной теории упругости 
для случая произвольной ориентации трещины при двух-
осном нагружении в соответствии с работами [41–43] при 
удержании двух членов разложения новые выражения для 
компонент тензора напряжений и смещений в области 
вершины трещины будут иметь следующий вид: 
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2 24 2

xx
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θ θ θ θ   σ = − − −   π π   
 (1) 

I II5 5
sin sin 3cos cos

2 2 2 24 2 4 2
xy

K K

r r

θ θ θ θ   τ = − + + +   π π   
; 
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2II
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1
cos ( 1) sin
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1
sin ( 1) cos
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(1 )
cos( 2 ) cos( 2 )
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2sin sin 2 ( 1) cos 2 ;

x

K r
u

G

K r
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r
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a

θ θ = χ − + + π  

θ θ + χ + + + π  
σ − η+ θ + α + χ θ − α −

− θ α + χ + α + δ

 (2) 

[{
] }
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2II

2

1
sin ( 1) cos

2 2 2 2

1
cos (1 ) sin

2 2 2 2

(1 )
sin(2 ) sin( 2 )

8

2sin cos 2 ( 1) sin 2 ,

y

K r
u

G

K r

G

r
G

a

θ θ = χ + − + π  

θ θ + − χ + + π  
σ − η+ α − θ + χ θ + α −

− θ α + χ + α + δ

 

где ,r θ  – полярные координаты, связанные с вершиной 

трещины; η – коэффициент двухосности номинальных 

напряжений; G  – модуль сдвига; α  – угол ориентации 
трещины относительно приложенных напряжений σ ; χ  

– константа, зависящая от коэффициента Пуассона ν  и 

равная (3 ) / (1 )− ν + ν  и (3 4 )− ν  при плоском напряжен-

ном состоянии и плоской деформации соответственно; 
a  – полудлина трещины.  

Как требует метод P.D. Hilton и G.C. Sih, разобьем 
пластину на две области с помощью дуги Г радиусом R  
с центром в вершине трещины. Задача состоит в опре-
делении энергии деформации в области, ограниченной 
дугой Г радиусом R  (рис. 2).  

 

Рис. 2. Разбиение тела на области в соответствии  
c асимптотическим МКЭ с учетом сингулярности 

Fig. 2. Finite element model near the crack tip  
with taking into account the singularity 

Для плоской задачи плотность потенциальной энер-
гии упругодеформированного тела на единицу объема 
в любой точке определяется следующим образом [43]: 
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ησ 

α

r 

 

 

θ 
Y 

X 



Tartygasheva A.M., Shlyannikov V.N., Tumanov A.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2020) 220-236 

224 

1
Ф( , )

2 ij ijr θ = σ ε =  

 
1

.
2

y yx x x
x y xy

u uu u u

x y x y x

 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂
= σ + σ + τ +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 (3) 

Для вычисления Ф( , )r θ  в области вершины трещи-

ны для задачи в соответствии с рис. 1 используем урав-
нения (1) и (2) вместе с соотношениями, приведенными 
в работе [43]: 

sin
cosx x xu u u

x r r

∂ ∂ ∂ θ= θ −
∂ ∂ ∂θ

;
cos

sinx x xu u u

y r r

∂ ∂ ∂ θ= θ +
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; 

cos
siny y yu u u

y r r

∂ ∂ ∂ θ= θ +
∂ ∂ ∂θ

; 
sin

cosy y yu u u

x r r

∂ ∂ ∂ θ= θ −
∂ ∂ ∂θ

. 

В результате имеем: 
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2 2

2(1 )
( 1) cos 2 .

16G

σ − η+ χ + α  (5) 

Это выражение получено в работе автора [36]. Не-
сколько иное по виду, но аналогичное по смыслу урав-
нение для Ф( , )r θ  приведено в работе J. Eftis, N. Subra-

moian и H. Libowitz [43]. Входящие в уравнение (5) ко-
эффициенты интенсивности напряжений IK  и IIK  

определяются по формулам:  

 
[ ]I

II

2
(1 ) (1 )cos 2 ;

2

2
(1 )sin 2 .

2

a
K

a
K

σ π= + η − − η α

σ π= − η α
 (5’) 

Упругая энергия CV , накапливаемая в единице тол-

щины круговой области радиусом R, около вершины 
трещины может быть получена в результате двукратно-
го интегрирования выражения для плотности потенци-
альной энергии [36]: 
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2(1 ) R
( 1)cos 2 .

32G

σ − η+ χ + α   (6) 

Согласно теории МКЭ с учетом сингулярности [47] 
алгоритм расчета параметров трещиностойкости состо-
ит в определении потенциальной энергии в области 
вершины трещины с использованием асимптотического 
разложения и в определении потенциальной энергии 
области, исключающей сингулярность. 

 (r)

1

(T u T u )
N

n n
C x x y y

r S

V V V ds
=

= + − −  ,  (7) 

где V  – полная потенциальная энергия тела; CV  – пол-

ная потенциальная энергия области, ограниченной ок-

ружностью; (r)V  – потенциальная энергия элемента сет-

ки КЭ; Tn
x  и Tn

y  – компоненты граничных сил на пло-

щадке s  с нормалью n . Первый член выражения (7) 
определяется (6), а второй член получается стандарт-
ным способом по МКЭ и имеет вид 

 (r)
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ij i j
r i j

V K u u
= = =

=  ,  (8) 

где ijK – компоненты матрицы жесткости; iu , ju – сме-

щения по единой нумерации узлов сетки; gN  – число 

степеней свободы, на которые не наложено ограниче-
ний. Минимизация полной потенциальной энергии 
(уравнение (7) относительно неизвестных параметров 

IK , IIK , 1δ , 2δ  и 
12 4i Nu + − ) приводит к следующей сис-

теме линейных алгебраических уравнений: 
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где IK  и IIK  – коэффициенты интенсивности напряже-

ний; 1δ  и 2δ  – проекции смещения вершины трещины 

на координатные оси; 
12 4j Nu + −  – перемещения узлов сет-

ки КЭ; 1N – число узлов на дуге Г. 

Таким образом, задача сводится к добавлению че-
тырех уравнений к стандартной системе уравнений 
МКЭ и формированию новой матрицы жесткости сис-
темы. Основную трудность при формировании систе-
мы (9) представляет определение компонент главной 
матрицы жесткости (за исключением ijK , которые оп-

ределяются традиционным способом).  
В связи с этим рассмотрим порядок вычисления 

компонент главной матрицы жесткости системы (9). 
Принятые обозначения приведены на рис. 2. 

Полную потенциальную энергию представим  
в виде [24] 

 2
i ij i j i i

i i j i

V AK B K C u u D u= + + +   .  (10) 

Здесь A  – коэффициенты, содержащие вклады от 
области, ограниченной окружностью, и от узлов нахо-
дящихся в первом полукольце; iB  – коэффициенты, 

описывающие связь между узлами первого и второго 
колец посредством элементов первого полукольца; ijC  

и iD  – коэффициенты, соответственно связанные с уз-

лами за первым полукольцом и с граничными условия-
ми для нагрузок. 

Введенные в (9) уравнения учитывают тот факт, что 
потенциальная энергия имеет минимум по неизвестным 
параметрам и представлена в виде (10). 

В соответствии с нумерацией узлов и степеней сво-
боды, показанных на рис. 2, для формул (2) с учетом (8) 
примем такое обозначение:  
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2
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2

( )j y ju u= – j  – четное.  

Частные производные от энергии деформации об-
ласти, ограниченной окружностью CV  (6), и от смеще-

ний (2), запишем в виде: 
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На основании этого уравнения (9) можно перепи-
сать следующим образом: 
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  (14) 

После подстановки (2) в (13) с учетом (14), группи-
руя члены относительно неизвестных параметров IK , 

IIK , 1δ , 2δ  и 
12 4j Nu + −  в каждом из уравнений систе-

мы (9), можно получить выражения для коэффициен-
тов ijK  и iB  в общем виде (15) – см. прил. 1. 

В формулы (15) входят в явном виде угол ориента-
ции трещины и коэффициент двухосности напряжений. 
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Численная процедура реализации данного алгорит-
ма будет заключаться в вычислении матрицы жесткости 
элементов, находящихся между первым и вторым полу-
кольцом (рис. 2), в расчете уточненных компонент 
главной матрицы жесткости с учетом дзухосности на-
гружения и угла ориентации трещины (по формулам (15)), 
в формировании новой главной матрицы жесткости сис-
темы и в решении самой системы линейных алгебраиче-
ских уравнений (9) путем минимизации потенциальной 
энергии относительно неизвестных параметров. 

Основное преимущество метода заключается в том, 
что его легко можно приспособить для имеющегося уже 
банка данных расчетных схем элементов конструкций. 
Для этого необходимо в ту или иную расчетную схему 
ввести разрез с круговой полостью на конце, где об-
ласть, ограниченная дугой окружности с присущими ей 
специфическими характеристиками, выступает как не-
кая подконструкция или суперэлемент. Причем харак-
теристики этой области могут быть вычислены заранее 
по формулам (15). Кроме того, по сравнению с энерге-
тическими методами конечных элементов, используе-
мыми в механике разрушения, данный метод позволяет 
вместе с силовыми параметрами разрушения вычислить 
поля перемещений, деформаций и напряжений в облас-
ти вершины трещины. 

Точность самого метода конечных элементов с уче-
том сингулярности тщательным образом оценена его 
авторами P.D. Hilton и G.C. Sih на тестовых примерах. 
Отметим, что для случая одноосного растяжения и ан-
типлоского сдвига этот метод имеет наибольшую точ-
ность по сравнению с другим известными методами. 
Однако кроме неоспоримых преимуществ асимптотиче-
ский МКЭ с учетом сингулярности обладает следую-
щими недостатками: 

– недостаточная обоснованность метода для объем-
ных задач; 

– трудность учета криволинейности траектории раз-
вития трещины; 

– необходимость дополнительной программы по 
вычислению уточненных компонент главной матрицы 
жесткости системы.  

 
2. Аналитическое решение для частного  
случая равнодвухосного растяжения 

 
Рассмотрим частный случай общего вывода сме-

шанных форм разрушения применительно к ситуации 
равнодвухосного растяжения, при этом компоненты IIK  

и 2δ  будут равны нулю, а коэффициент двухосности 

номинальных напряжений имеет конкретное значе-
ние 1η = . 

В этом случае основные компоненты НДС (1)–(2) 
упрощаются к виду: 
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2 2 2 2y

K r
u

G

θ θ = χ + − π  
. 

Плотность потенциальной энергии упругодеформи-
рованного тела на единицу объема в этом случае тоже 
перепишем: 

 [ ]I

2

Ф( , ) (2 1) 2( 1)cos cos 2
32

K
r

G r
θ = χ − + χ − θ − θ

π
. (18) 

Входящий в уравнения (16)–(18) коэффициент ин-
тенсивности напряжений IK  определяется по формуле 

 2IK a= σ π .   (19) 

В результате упругая энергия, накапливаемая в еди-
нице толщины круговой области радиусом R  около вер-
шины трещины, может быть получена по формуле 

 
2

0 0

( , ) (2 1)
32

I

R

C

K R
V Ф r rd dr

G

π

= θ θ = χ −  .   (20) 

В системе (9) при минимизация полной потенци-
альной энергии, с учетом (18)–(20), останется только 
три уравнения из пяти: 

1

1

2 4

11 I 13 1 1 2 4 1
5

0
N

j j N
jI

V
K K K K u B

K

+

+ −
=

∂ = + δ + + =
∂  ; 

 
1

1

2 4

31 I 33 1 3 2 4 3
51

0
N

j j N
j

V
K K K K u B

+

+ −
=

∂ = + δ + + =
∂δ  ; (21) 

1

1

1

2 4

1 I 3 1 2 4
52 4

0
gN N

i i ij j N i
ji N

V
K K K K u B

u

− +

+ −
=+ −

∂ = + δ + + =
∂  , 

где IK  – коэффициент интенсивности напряжений; 1δ  – 

проекция смещения вершины трещины на координат-
ную ось Ox ; 

12 4j Nu + −  – перемещения узлов сетки КЭ; 

1N  – число узлов на дуге Г. 

Частные производные от энергии деформации об-
ласти, ограниченной окружностью CV  (20), и от смеще-

ний (17) запишем в виде: 

I

I

(2 1)
16

CV K R

K G

∂
= χ −

∂
; 

 
1/2

2

I

1
cos ( 1) sin

2 2 22
xu R

K G

∂ θ θ = χ − + ∂ π  
;   (22) 
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1/2
21

sin ( 1) cos
2 2 22

y

I

u R

K G

∂ θ θ = χ + − ∂ π  
. 

С использованием полученных в п. 1 соотношений (13) 
и приведенных выше систем уравнений (17), (21)–(22), 
новые компоненты матрицы жесткости (23) для равнодву-
хосного растяжения приведены в прил. 2.  

 
3. Численная реализация для частного случая 
равнодвухосного растяжения 

 
Верификация предложенной формулировки МКЭ 

с учетом сингулярности проводилась для частного слу-
чая равнодвухосного растяжения пластины с централь-
ной сквозной трещиной с использованием вычисли-
тельного комплекса ANSYS. Пластина находится в ус-
ловиях равнодвухосного растяжения. Номинальные 
напряжения, приложенные к удаленным граням пласти-
ны, приняты равными 100 МПа. Для исключения влия-
ния внешних граней пластины на область в вершине 
трещины ее ширина была принята равной 1 м. В резуль-
тате для условий плоской деформации сформированы 
две расчетные схемы, отличающиеся между собой лишь 
способом моделирования вершины трещины.  

В первой расчетной схеме моделировалась пластина 
условно бесконечных размеров, содержащая трещину 
длиной 5 мм в виде математического разреза. Мини-
мальный размер элемента в области вершины трещины 
для данной расчетной схемы составил 1 мкм. Использо-
вались 20-узловые конечные элементы второго порядка, 
при этом сингулярный элемент действительно не 
встраивается в конечно-элементную модель, а заменя-
ется приложением перемещений, рассчитанных анали-
тически. Параметр 1δ  вычисляется из численного реше-

ния для пластины с математическим разрезом. 
Вторая расчетная схема отличалась от первой толь-

ко тем, что в области вершины трещины была исключе-
на собственно вершина трещины и введена круговая 
полость как окружность радиусом 50 мкм. Рассчитан-
ные аналитически перемещения задавались в качестве 
граничных условий в узлах на контуре круговой облас-
ти. Заметим, что координата вершины трещины в виде 
математического разреза и центр окружности совпадали 
для обеих расчетных схем МКЭ. 

Сравнение численных результатов для одной и той 
же пластины, при двух отличающихся между собой 
способах моделирования области сингулярности в вер-
шине трещины, проводилось по двум маркерам. Во-
первых, сопоставлялись поля напряженно-деформиро-
ванного состояния, и во-вторых, анализировалось пове-
дение коэффициентов интенсивности напряжений.  

 
4. Результаты и обсуждение 

 
На рис. 3 представлено сравнение перемещений в об-

ласти вершины трещины на контуре радиусом 50 мкм. 

Штриховой линией показаны перемещения, рассчитан-
ные аналитически по формуле (17). Точками показаны 
перемещения, полученные в результате численного рас-
чета пластины, содержащей трещину в виде математи-
ческого разреза. Разница представленных распределе-
ний может быть обусловлена фиксированными значе-
ниями коэффициентов интенсивности напряжений 
в аналитических расчетах. 

 

 

 

Рис. 3. Перемещения в области вершины трещины  
на контуре радиусом 50 мкм 

Fig. 3. Displacements near the crack tip with a radius of 50 mm 

На рис. 4 представлены результаты расчета полей 
напряженно-деформированного состояния в области 
вершины трещины для случаев моделирования трещи-
ны в виде математического разреза (рис. 4, а) и круго-
вой полости с заданными граничными перемещениями 
в соответствии с методом конечных элементов с учетом 
сингулярности (рис. 4, б). Из полученных данных сле-
дует, что стандартное моделирование вершины трещи-
ны и моделирование с исключением области сингу-
лярности дают совпадающие результаты в широком 
диапазоне расстояний от вершины трещины. Данное 
обстоятельство свидетельствует в пользу предлагаемой 
в настоящей работе формулировки, так как в этом слу-
чае отсутствуют ограничения сходимости результатов 
вблизи области, окружающей вершину трещины. 

П
ер
ем

ещ
ен
ие

 U
x,

 м
 

П
ер
ем

ещ
ен
ие

 U
y,

 м
 

Полярный угол θ, град. 

Полярный угол θ, град. 



Tartygasheva A.M., Shlyannikov V.N., Tumanov A.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2020) 220-236 

228 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Сравнение полей напряженно-деформированного  
состояния трещины 

Fig. 4. Comparison of stress-strain fields near the crack tip 

Абсолютные значения компонент напряжений на 
продолжении трещины совпадают в сравниваемых ва-
риантах расчетных схем МКЭ. Незначительные отличия 
наблюдаются только непосредственно на контуре, гра-
ничащем с исключаемой областью, но при малом уда-
лении от данного контура к границам пластины разница 
в распределении полей напряженно-деформированного 
состояния исчезает (рис. 5).  

Для пластины с трещиной в виде математического 
надреза теоретическое значение упругого коэффициента 

интенсивности напряжений IK  составляет 12 МПа м  

при заданных условиях двухосного нагружения. Для 
задачи с круговой полостью, охватывающей вершину 
трещины с заданными кинематическими граничными 
условиями по периметру контура отверстия, величина 
упругого коэффициента интенсивности напряжений IK  

равна 18 МПа м . Это различие обусловлено тем, что 
в разрешающую систему МКЭ введено в качестве до-
полнительного параметра наряду с самим искомым 
КИН приращение длины трещины, которое имеет физи-
ческий смысл размера зоны процесса разрушения. 
Кратко процедуру получения IK  можно описать сле-

дующим образом. Параметры НДС и смещение 1δ  вер-

шины трещины получены численно для пластины с ма-
тематическим разрезом при фиксированном уровне 
приложенных нагрузок, при которых IK  составляет 

12 МПа м.  Следующим шагом является подстановка 

смещения 1δ  в аналитический расчет, из которого опре-

деляем реальный коэффициент интенсивности напря-

жений I ,K  равный 18 МПа м,  который используем 

для определения значения нагрузки при численных рас-
четах пластины с вершиной трещины в виде круговой 
области.  

Данный результат в рамках упругой задачи свиде-
тельствует в пользу предлагаемой формулировки МКЭ 
с учетом сингулярности. 

Таким образом, на примере пластины при равнодвух-
осном растяжении показано, что задание граничных ус-
ловий в вершине трещины с учетом сингулярности по-
зволяет существенно понизить размерность расчетной 
схемы без потери точности расчета. Более того, данный 
метод обеспечивает более высокую степень сходимости 
результатов и позволяет решать задачи, в которых полу-
чение сходящегося решения при моделировании матема-
тического разреза невозможно. Особенно это актуально 
для полноразмерных трехмерных задач о поверхностных 
и внутренних трещинах, где уменьшение минимального 
размера элемента вдоль криволинейного фронта трещи-
ны ведет к экспоненциальному росту количества уравне-
ний глобальной матрицы жесткости. 

 

Рис. 5. Распределение напряжений на удалении  
от вершины трещины 

Fig. 5. Distribution of stresses far from the crack tip 

Одним из следующих этапов развития представлен-
ных в данной работе методов авторы видят получение 
коэффициентов матрицы жесткости позволяющих учесть 
зону пластических деформаций в области вершины тре-
щины. Данная формулировка может быть использована 
для материалов, проявляющих свойства пластичности, 
если граничные условия будут заданы на основе решения 
Хатчинсона-Розенгрена-Райса [49, 50, 58, 59]. 

 
Выводы 

 
Представлена формулировка варианта МКЭ с уче-

том сингулярности для плоской задачи смешанных 
форм разрушения наклонной трещины при двухосном 
растяжении произвольного направления. Полученное 
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аналитическое решение позволяет исключить сингуляр-
ность из расчетной схемы метода конечных элементов 
путем задания кинематических граничных условий на 
контуре вокруг вершины трещины. В качестве обосно-
вания предлагаемого метода представлено сравнение 

численных результатов для двух случаев формирования 
расчетной схемы вершины трещины. Показаны пре-
имущества МКЭ с учетом сингулярности по отношению 
к традиционному методу моделирования трещины 
в виде математического разреза. 
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
 
 
 
 
 
 
 
  

 

1 12 1 2 1

33
1,3 1,3

N N

ij
i j

K K
− −

= =

=   ; 

1 12 1 2

34
1,3 2,4

N N

ij
i j

K K
−

= =

=   ; 

1

1

2 1

3 , 2 4 1
1,3

, 5,6...2 4
N

j i j N
i

K K j N
−

+ −
=

= = + ; 

3 0B = ; 
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1 12 2

44
2,4 2,4

N N

ij
i j

K K
= =

=   ; 

1

1

2

4 , 2 4 1
2,4

, 5,6...2 4
N

j i j N
i

K K j N+ −
=

= = + ; 

4 0B = ; 

1 12 4, 2 4 1, , 5,6... 2 4ij i N j N gK K i j N N+ − + −= = − + ; 

 

1 1

1

1 1

1

2(2 ) 2
( 1)/2 ( 1)/ 2

2 1 1,3 ( 1)/ 2

2(2 ) 2
/ 2 /2

2 1 2,4 /2

(1 )

8

(cos( 2 ) cos( 2 )

2sin 2 sin ( 1) cos 2

(sin(2 ) sin(2 )

2cos 2 sin ( 1) sin 2

i

N N
j j

ij
i N j j

N N
j j

ij
i N j j

B
G

R
K

a

R
K

a

+ +

= + = +

= + =

σ − η= ×

θ + α + χ θ − α − 
× + − α θ + χ + α  ×

α − θ + χ α + θ −
+ ×

− α θ + χ + α

 

 
12 4

1

B ,

, 5,6... 2 4.

i N

gi j N N

+ −

 
 
 

− 
 

  
   

= − +

             (15) 

 
Приложение 2 

 

12 0K = ; 14 0K = ; 1 0B = ; 22 0K = ; 23 0K = ; 24 0K = ; 2 10, 5,6...2 4jK j N= = + ; 2 0B = ; 34 0K = ; 3 0B = ; 44 0K = ; 

4 10, 5,6...2 4jK j N= = + ; 4 0B = ; 10, 5,6... 2 4i gB i N N= = − + ; 

( )

( )

1 1

1 1

2 1 2 1
(i 1)/2 (i 1)/ 22

1,3 1,3

13 2 2 1
2i/2 i/ 2

2,4 1,3

1
cos 1 sin

2 2 21

2 1
sin 1 cos

2 2 2

N N

ij
i j

N N

ij
i j

K
R

K
G

K

− −
+ +

= =

−

= =

 θ θ 
χ − + +  

  =  π θ θ  + χ + −    

 

 
; 

( )

( )

1

1

1

1

2 1
(i 1)/ 2 (i 1)/22

, 2 4
1,3

1 12
2i/2 i/ 2

, 2 4
2,4

1
cos 1 sin

2 2 21
, 5,6...2 4

2 1
sin 1 cos

2 2 2

N

i j N
i

j N

i j N
j

K
R

K j N
G

K

−
+ +

+ −
=

+ −
=

 θ θ 
χ − + +  

  = = + π θ θ  + χ + −    




; 

1 12 1 2 1

33
1,3 1,3

N N

ij
i j

K K
− −

= =

=   ; 

1

1

2 1

3 , 2 4 1
1,3

, 5,6...2 4
N

j i j N
i

K K j N
−

+ −
=

= = + ; 

            
1 12 4, 2 4 1, , 5,6... 2 4ij i N j N gK K i j N N+ − + −= = − + .                        (23) 

 


